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Recherche des singularités qui ont rapport 4 une droite 
multiple d'une surface. 


Par H. G. Zeurnen 4 CopENHAGUE. 


En étudiant géométriquement quelques-unes des propriétés de deux 
surfaces dont les points se correspondent un-i-un, j'ai eu besoin de 
connaitre les singularités qui ont rapport 4 une droite multiple d'une 
surface. Je rendrai compte, dans cet article particulier, de ces singu- 
larités, dont la connaissance pourra ¢tre utile aussi pour d’autres re- 
cherches, et je pourrai ainsi y renvoyer dans article suivant, ot je 
consignerai mes études sur les surfaces correspondantes. 

Dans les cas ov je ne dirai pas expressément le contraire, je sup- 
poserai dans les deux articles que les surfaces dont j’aurai & m’occuper 
puissent étre douées des singularités dont je vais donner ici l’énume- 
ration. Lorsque j’aurai 4 leur attribuer une singularité d’un ordre plus 
élevé je le dirai aussi. La plupart des notations dont je fais usage 
sont celles que M. Salmon a données aux nombres des singularités 
ordinaires*), et celles que M. Cayley a données aux nombres des sin- 
gularités extraordinaires dont il rend compte dans son mémoire sur 
les surfaces- réciproques. **) 


n, ordre de la surface; | m’, classe de la surface; 
a, ordre d’un cone circonscrit; a, classe d’une section plane; 
8, nombre Pliickerien***) des généra- | 6’, nombre Pliickerien***) des tangen- 


trices doubles de ce céne; tes doubles de la section; 

*) Geometry of three dimensions, 2me édition p. 450 et suivantes. 

**) Philosophical Transactions 1869, p. 201. — Les lecteurs qui ne connais- 
sent pas le mémoire de Mr. Cayley trouveront l’explication des mots nouveaux 
qui sont introduits par cet auteur (tels que point-pince etc.) et que je lui em 
prunte, aux endroits respectifs ot j’aurai 4 parler des singularités qu’ils repré- 
sentent. 

***) C'est i dire celui qui entre dans les formules Pliickeriennes. Dans le 
nombre Pliickerien des points doubles d’une courbe plane un point s-tuple compte 
pour se—— 1) etc. Mr. Cayley a, dans un mémoire ,,On the Higher Singula- 
rities of a Plane Curve“, Quart. Journal of Math. vol. VII, p. 212, donné le moyen 
de déterminer les nombres qui représentent un point singulier ou une droite sin- 
guliére d’une espéce quelconque dans les différents nombres (ou caractéristiques) 
Pliickeriens. 
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x, nombre Pliickerien de ses généra- 
trices stationnaires; 

b, ordre de la courbe double; 

f, nombre des points doubles de cette 
courbe qui n’ont aucune singularité 
ultérieure ; 

t, nombre de ses points triples; 

k, nombre Pliickerien des génératri- 
ces doubles d’un cone projetant la 
courbe double; 

y, nombre des points stationnaires de 
la courbe double; 

q, sa classe; 

e@, classe de la développable tangente 
& la surface le long de sa courbe 
double; 

j, nombre des podints-pinces; 

c, ordre de la courbe cuspidale; 

h, nombre des génératrices doubles 
d'un céne projetant cette courbe; 

6B, nombre des points stationnaires de 
la méme courbe; 

7, sa classe; 

6, classe de la développable tangente 
i la surface le long de sa courbe 
cuspidale ; 

Z, nombre des points-clos; 

i, nombre des points d‘intersection de 


la courbe double et de la courbe 
cuspidale qui n’ont aucune singu- 
larité ultérieure. 
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| x, nombre Pliickerien de ses tangentes 
| stationnaires ; 
| b', classe de la développable bitan- 
gente (enveloppe des plans _bitan- 
gents); 
f’, nombre des plans tangents doubles 


de cette développable qui n’ont 
aucune singularité ultéricure; 


t’, nombre de ses plans tangents triples; 


k’, nombre Pliickerien des tangentes 
doubles d’une section plane de la 
développable bitangente; 

y’, nombre des plans tangents station- 
naires de la développable bitan- 
gente ; 

q, son ordre; 

@, ordre de la courbe lieu des points 
de contact des plans bitangents; 

| J’, nombre des plans -pinces; 

c’, classe de la développable enveloppe 
des plans tangents stationnaires; 

h’, nombre des tangentes doubles d’une 
section plane de cette développable; 

6’, nombre des plans tangents station- 
naires de la méme développable; 

r’, son ordre; 

6, ordre de la courbe lieu des points 
de contact des plans tangents sta- 
tionnaires; 

7%, nombre des plans-clos; 

i’, nombre des plans tangents communs 


& la développable bitangente et a 
la développable enveloppe des plans 
tangents stationnaires qui n’ont au- 
cune singularité ultérieure. 


Nous attribuons encore a la surface: 


un nombre de points coniques, c’est- 
a-dire de points ot Jes tangentes for- 
ment un cone de l’ordre w, de la classe 
v, doué de y-+ 7% génératrices doubles 
dont les y sont tangentes 4 des bran- 
ches de la courbe double qui passent 
par le point, de z + £ génératrices sta- 
tionnaires dont les z sont tangentes i 
des branches de la ecourbe cuspidale, 
de uw plans tangents doubles et de v 
plans tangents stationnaires. — Nous 
supposerons que ces points aient du 


un nombre de plans qui y sont tan- 
gents le long d’une courbe de la classe 
wu, de ordre »’, douée de y'+ 7’ tan- 
gentes doubles dont les y’ sont généra- 
trices de la développable bitangente, 
de z’+ ¢ tangentes stationnaires dont 
les 2’ sont génératrices de l’enveloppe 
des plans tangents stationnaires, de w’ 
points doubles et de v’ points station- 
naires. — Nous supposerons que ces 
| plans aient les propriétés qui sont les 
| plus générales au cas ot la surface est 
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reste les propriétés qui sont les plus | regardée comme enveloppe de plans. — 


générales au cas ot la surface est re- | Nous désignerons par Z’ une somme 
gardée comme lieu de points. — Nous | étendue i tous ces plans.*) 

désignerons par 2 une somme étendue 
i. tous ces points.*) : | 


Les notations a’, f’ et ¢’ deviennent superflues; car a et a’ indi- 

quent le nombre des tangentes 4 la surface qui passent par un méme 
point et se trouvent dans un méme plan, f et /’ indiquent le nombre 
de contacts de deux nappes différentes, et nous verrons dans cet ar- 
ticle que les singularités dont les nombres sont désignés par ¢ et i’ 
se suivent aussi. On a donc 
(1) a=a4, f‘=f, j‘a= 4, 
Le raisonnement qui donne la formule /’= / ne s’applique ni aux 
2” (u’) points doubles des courbes planes le long desquelles la surface 
2 les mémes plans tangents, ni aux 2 (w) plans tangents doubles des 
cones tangents aux points coniques. Voila pourquoi nous avons donné 
i f une définition qui ne s’étend pas aux 2’ (w’) points, qui sont pour- 
tant des points doubles de la courbe double, et a /” une définition qui 
ne sétend pas aux 2 (w#) plans, qui sont des plans tangents doubles 
de la développable bitangente. De méme, les 2’(v’) points station- 
naires des courbes de contact des plans singuliers, qui sont des points 
d’intersection de la courbe double avec la courbe cuspidale, ne sont 
pas compris dans le nombre /, et les 2 (v) plans tangents stationnaires 
des cones tangents aux points coniques, qui sont des plans tangents com- 
muns a la développable bitangente et 4 lenveloppe des plans tangents 
stationnaires, ne sont pas compris dans le nombre 7’. 


Les relations Pliickeriennes nous donnent encore les équations 
suivantes, oi nous avons remplacé a’ par a: 


*) A ces points appartiennent ceux que Mr. Cayley a appellés ,,cnicnodes“ 
(pour p= vy =2, y= n=2z=—f—u—v= 0), et ,, binodes* (pour » = 2, »=—1, 
vy=y=etc.=0). Si l’équation de la surface a la forme FP? + GY = 0, les 
points d'intersection, des surfaces F} = 0, P=0, Q@=0O y appartiendront (pour 
wu=v=3, 2=—1, v=1, y= n=—etc.=0). Ces points ne sont donc pas en 
général, comme le dit M. Cayley dans le no. 30 du mémoire sur les surfaces 
réciproques, des <off-points»; car, selon les formules de Mr. Cayley, la courbe 
de contact d’un cédne circonscrit quelconque ne passe pas par un <off-point» 
(mais trois fois par un des points dont nous parlons). Les <off-points» ne sont pas 
au nombre des points singuliers que nous attribuons a notre surface. On aurait pu 
comprendre au nombre des points coniques un point ordinaire de la surface (pour 
u=1, v=y=etc.=0), un point ordinaire de la courbe double (pour w= 2, 
y=1, »v=etc. = 0), et un des ¢ points triples de la courbe double (pour uw = 3, 
y = 3, v = etc, = 0). — Les remarques analogues sont a faire par rapport aux sin- 
gularités réciproques. 





4° 
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n(n—1)=a+2b+ 3c, 


¢1)) a(a—1)=n+20+ 32, 
e— «x =3(n—a); 
(IIT) b(b—1)=q4+2k+3y7; 
(IV) e(fe —1)=r+2h+36. 
On trouve de méme pour chacun des points coniques 
(V) e(u—lb=—2+2y+4 32 
ou 
(VI) r=v+2n+36, 
et, si le cine tangent n’est pas composé de parties au nombre desquelles 
al se trouve des plans, . 


(VI) pone gilli 


v=2+6+3(v—4u). 
Je place encore ici, sans démonstration, six équations, dont je ne 
ferai usage que dans les applications ajoutées 4 mon second article; 
les équations sont celles de M. Salmon, modifiées seulement 4 cause 
des singularités extraordinaires *): 
a(n —2)=x+o9+26+4 2 (x(u—2)—y—28), 

(VI) { bm—2)—9+268+4 37+ 3t+ S(y(u — 2)), 
e(n—2) = 26448 +74 2(e(u—2), 

a(n — 2) (n— 3) = 20+ 3(ac — 36 — 4) 


+2 (ab —29—j)+ 2(a#(—40+7 +2448), 
b(n — 2) (n — 3) = 4(k — f— 38) + (ab — 20 — J) 
+ 3(be — 36 — 2y —i) + J (y(— 44+ 8) — J (4w'+ 30), 
c(n — 2) (n — 3) = 6h + (ao— 36 — x) 
+2(be —3B —2y —i) + T(e(— 449) — J’ 2r). 
Les nombres que nous avons énumérés doivent encore satisfaire 
aux équations réciproques aux relations (I1) —(X), qu’on forme par 
la substitution des lettres accentuées aux lettres non-accentuées, et 
encore 4 deux équations**) que je n’écris pas ici parce que je n’en 
connais pas tous les coefficients. 


(IX) 





*) Une partie de ces modifications des formules de M. Salmon sont données 
par M. Cayley a l’endroit déja cité (Phil. Trans.). Pour en trouver les autres 
on doit compter combien un céne circonscrit et les deux cénes qui projettent 
du méme sommet la courbe double et la courbe cuspidale, ont de génératrices 
doubles et cuspidales et de génératrices d’intersection réunies dans la droite qui 
joint leur sommet commun & un point conique de la surface. 

**) Voir aux pages 218—224 du mémoire cité de M. Cayley (Phil. Trans,). 
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1. Nous supposons maintenant que la surface soit douée d'une 
droite multiple (7).*) Nous désignerons par n+ d Vordre de mul- 
tiplicité de la droite ou le nombre de plans tangents 4 la surface a 
un point queleonque de cette droite: » désigne le nombre des plans 
tangents qui tournent autour de (JZ) en méme temps que le point de 
contact se meut sur (M), d est le nombre des nappes par (M) qui 
ont le méme plan tangent le long de (J) [nappes développables le 
long de (1Z)|. Nos résultats seront aussi applicables au cas d’une droite 
simple (n = 1, d= 0). 

La section faite & Ja surface par un plan passant par la droite 
(M) est composée de la droite prise » + d fois et d’une courbe, que 
nous appellerons la section résidue, qui est de Yordre n — n— d et 
qui a par conséquent » — m — d intersections avec (M). Au nombre 
de ces points d’intersection appartiennent les points de contact du 
plan avec la surface qui se meuvent sur (JZ) en méme temps que le 
plan tourne autour d’elle. Nous désignerons par n’ le nombre de ces 
points de contact mobiles, et par d’ le nombre des points de (M) qui 
sont des points de contact de tout plan passant par (J/).**) 

On voit qu'il existe une dualité parfaite dans les propriétés des 
points de la droite et des plans qui passent par elle. A celle que 
nous venons de nommer correspond la suivante: un cOne circonscrit 
mené d'un point de la droite (JZ) a la surface, est composé de la 
droite prise n+ d’ fois et d’un cone, que nous appellerons le céne 
circonserit résidu, qui est de Vordre n’— n’— d’ et & laquelle on peut 
par conséquent mener par la droite (/) n’— n’—d’ plans tangents. 
Au nombre de ceux-ci se trouvent les » plans qui sont tangents a la 
surface au sommet du cone circonscrit et qui sont mobiles avec le 
point de contact. Comme la droite (17) n’est pas ordinairement tan- 
gente & une section résidue, ainsi elle n’est pas ordinairement généra- 
trice d’un cone circonscrit résidu. 

2. Les points singuliers de la droite dont nous aurons & nous 
occuper sont ceux ot coincident deux des m plans tangents (mobiles), 
et les plans singuliers ceux dont deux des n’ points de contact (mo- 
biles) coincident, ce qui peut arriver de plusieurs maniéres différentes. 
Pour nous en rendre compte nous représenterons les singularités de la 





*) Je désignerai, ici et dans l'article suivant, par les lettres majuscules des 
points, des lignes ou des surfaces, suivant qu’elles sont sans parenthése, en paren- 
thése ronde ou en parenthése carrée. 

**) Ces d’ points ne sont pas ordinairement au nombre des n — n — d points 
d'intersection; dans les cas que nous aurons & regarder ils ne le sont pas. 
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maniére suivante. Deux faisceaux de plans dont l'un a pour axe la 
droite multiple (12), l'autre une droite quelconque (M’), et od un 


plan du premier faisceau a pour correspondants les ’ plans du second 
qui passent par ses points de contact mobiles, engendrent par l’inter- 
section des plans correspondants une surface gauche: c’est d'une sec- 
tion plane de cette surface gauche que nous aurons a faire usage, et 
nous l’appellerons la courbe représentative.*) Cette courbe est engen- 
drée par deux faisceaux de droites correspondants dont les centres sont 
aux points M et M’ ov les deux droites (M) et (M’) rencontrent son 
plan. Comme chaque rayon du premier faisceau a ’ rayons homolo- 
gues dans le second et chaque rayon du second faisceau a » rayons 
homologues dans le premier, la courbe sera de l’ordre n+ mn’ et elle 
aura un point n-tuple 4 M et un point m-tuple a M’. 

Deux plans qui, 4 un méme point de la droite multiple (/), sont 
tangentes 4 la surface dont nous nous occupons, coincident lorsque la 
droite par WM” qui correspond 4 ce point rencontre la courbe représen- 
tative & deux points coincidents, et deux points de contact d’un méme 
plan par la droite multiple coincident, lorsque la droite par le point 
M qui correspond a ce plan rencontre la courbe en deux points coin- 
cidents. Les tangentes par M et M’ a la courbe représentative et 
les droites de M et M’ & ses points doubles ou cuspidaux correspon- 
dront done aux plans et aux points singuliers que nous cherchons. 
Si nous cherchons les cas ov les singularités ont lieu de la maniére 


*) Il ne sera pas difficile de déduire l’équation de la courbe représentative 
de celle qui appartient 4 la surface dans un systéme de coordonnées-point ot la 
droite (M) est i l’'aréte «x = 0, y= 0 du tétraédre de référence, Alors l’équation 
de la surface, qui ne contient aucun terme d’un degré inférieur 4 » par rapport 


i 2 et y, deviendra divisible par x” par la substitution de y= : «. Si lon 


pose, aprés avoir éloigné le facteur x", «=0, on obtient une équation qui est 
homogéne par rapport & z et w et qui le devient par rapport a &, 7 et € au 
moyen de la substitution de z= : wu. On doit délivrer l’équation ainsi trouvée 
des facteurs indépendants de 7, qui sont diis aux intersections de la droite mul- 
tiple par des nappes de la surface qui ne passent pas par elle, et des facteurs 
indépendants de ¢, qui sont dis aux nappes développables le long de M. 
L’équation qu’on trouve ainsi appartient 4 la courbe représentative dont nous 
avons indiqué ci-dessus la détermination géométrique, 4 condition que la droite 
(M’) sera a laréte z= 0, w=0, que le plan de la section de la surface gauche 
passera par l’aréte « = 0, w = 0 (toutefois sans étre un de plans « = 0 ou uw = 0), 
et enfin que & et ¢ désigneront des quantités proportionelles aux distances d'un 
point du plan a ses droites d’'intersection avec les plans coordonnés «= 0, y = 0 





et z=0. On voit que l’équation trouvée est de l’ordre n par rapport i 7 et de 
Yordre n’ par rapport a ¢. 
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la plus générale, c’est-a-dire ot aucune autre singularité ne s’y ajoute, 
nous rencontrerons deux différentes especes de singularités correspon- 
dant & une méme singularité de la courbe représentative. Car les cas 
qui sont les plus généraux lorsqu’on regarde la surface comme Liew de 
ses points, ne le seront plus lorsqu’on la regarde comme enveloppe de 
ses plans tangents. 

‘ 


3. A une tangente menée a la courbe représentative par M’ cor- 
respond toujours un point de la droite multiple ot deux plans tangents 
coincident pour devenir ensuite, par un mouvement ultérieur du point 
sur la droite (7), imaginaires. Lorsqu’on regarde la surface comme lieu 
de ses points, cette singularité a dans le cas le plus général lieu aux points 
de la droite que M. Cayley a appelé ,,pinch- points“ ou points-pinces 
et dont nous désignerons *) le nombre par j7. A un point-pince deux 
des nappes de la surface qui se rencontrent @ la droite multiple sont 
liées l'une a l'autre, ou, proprement dit, c’est une méme nappe qui y 
retourne sur son pas. Par conséquent une droite quelconque passant 
par un point-pince rencontre la surface en deux points consécutifs (et 
non seulement coincidents), et elle y sera done tangente.**) Les plans 
tangents qui contiennent ces droites passent par une méme droite fixe: 
celle qui est tangente au point-pince a la courbe d’intersection de la 
surface avec le plan dans lequel coincident deux des plans tan- 
gents de la surface 4 ce point-pince. — La section faite 4 la surface 
par un plan quelconque qui passe par un point-pince, y aura un point 
cuspidal. . 

En appliquant le principe de dualité a ces propriétés on trouve 
celles d’uné espéce de plans singuliers appelés par M. Cayley ,,pinch- 
planes‘ ou plans-pinces; nous désignerons par j’ le nombre des plans- 
pinces passant par la droite multiple. On voit que deux des »’ points 
de contact d’un plan-pince coincident pour devenir ensuite, par une 
rotation ultérieure du plan autour de la droite (17), imaginaires; que 
toute droite qui est dans le plan-pince est tangente a la surface; et 
enfin, que les points de contact sont sur une méme droite. Un plan- 
pince par la droite (JZ) est donc tangent a la surface le long de toute 
l’étendue d’une droite qui rencontre la droite multiple et qui se trouve 
sur une nappe qui passe par elle — Le cdéne circonscrit a la 


*) j sans barre est, comme nous l’avons dit, le nombre total des points-pinces 
sur la courbe double de la surface, y compris les j qui sont sur (M). 

**) Les points-pinces sont les points @intersection de la courbe double avec 
la courbe de contact d'un cone circonscrit quelconque, et, par conséquent, toute 
droite par elle est une tangente, ou plutdt une position-limite d’une série de tan- 
gentes. 














H. G. Zeurnen. 


8 


surface mené d’un point quelconque d’un plan-pince aura ce plan pour 
plan stationnaire. 

4. Comme un point de la droite multiple (M) ot deux des n 
plans tangents coincident ou qui correspond & une tangente menée 
du point M’ & la courbe représentative est, en général lorsque la sur- 
face est regardée comme lieu de ses points, un point-pince, aussi un 
plan par (27) qui correspond 4 une tangente menée du point M A la 
courbe représentative, c’est-i-dire un plan dont deux des n’ points de 
contact coincident, sera, en général lorsque la surface est regardée 
comme enveloppe de ses plans tangents, un plan-pince. Mais on voit 
bien qu'il n’en sera plus ainsi lorsque la surface est regardée comme 
liew de ses points. Alors, dans le cas le plus général, un plan passant 
par la droite multiple (M) dont deux des n’ points de contact coin- 
cident, a pour section résidue une courbe tangente a la droite (M). Un 
plan de cette espece est tangent, le long de la droite (M), a tout cine 
circonscrit résidu dont le sommet se trouve sur (M), et, lorsque le som- 
met est au point de contact du plan singulier, le contact du plan avec 
le cine devient stationnaire.*) Nous voyons de plus que le plan sin- 
gulier est wn des B’ plans tangents stationnaires de la développable en- 
veloppe des plans tangents stationnaires de la surface**), et que le con- 
tact avec cette développable a lieu le long de la droite (M) elle- méme. 
Le méme plan sera encore, & cause de ses n+ d — 2 autres contacts 
avec la surface, n+ d’ — 2 fois tangente a Venveloppe résidue des plans 
tangents doubles de la surface, c’est-a-dire 4 la développable qui, avec 


la droite (M) prise (w+ 4) e+ é—1) fois***), est Penveloppe totale 


des plans tangents doubles. Les contacts avec cette développable ont aussi 
liew le long de la droite (M) elle-méme. A cause de lune de ces sin- 
gularités que nous venons de nommer, nous appelons les plans singu- 
liers les plans stationnaires de la droite (M), et nous désignons leur 
nombre par #’. 


*) On aura, sans difficulté, des vérifications analytiques de ces assertions en 
regardant une surface du troisitme ordre dont une des vingt-sept droites est a 
axe x= 0, y=0, ou une surface du quatriéme ordre qui a ce méme axe pour 
droite double. 

**) En effet, les plans tangents stationnaires de la développable enveloppe 
des plans tangents stationnaires de la surface sont ceux dont la courbe d’inter- 
section avec une méme nappe de la surface est douée d’un point de contact de 
deux branches différentes. Comparer Salmon: Geometry of three Dimensions 
le n° 520. — Les recherches que nous allons entreprendre dans cet article donne- 
ront aussi une vérification des différentes proprictés que nous attribuons ici 4 ces 
plans singuliers. 

***) Ce nombre subira des altérations si plusieurs des d’ points de contact fixes 
coincident. Voir au n° suivant. 
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On voit, au moyen du principe de dualité, que, dans le cas ot 
la surface est regardée comme enveloppe de ses plans tangents, un 
point ot deux plans tangents coincident ne sera pas en général un 
point-pince mais un point doué des singularités suivantes: 1° le céne 
circonscrit a la surface dont le sommet est a ce point passe par la droite 
multiple (M); 2° la section résidue dun plan quelconque qui passe par 
(M) aura un contact avec (M) aw point singulier; 3° celle du plan 
dans lequel les deux plans tangents coincident y aura un point cuspidal, 
dont (M) sera la tangente de rebroussement; 4° le point sera un point 
cuspidal de la courbe cuspidale, et la droite (M) y sera tangente a cette 


courbe; 5° n + d —2 branches de la courbe double résidue, ¢’est-d-dire 

‘ : - (n+d) (n+d—1) ¢- x 
de la courbe qui, avec la droite (IM) prise * Steamers fois *) 
fait la courbe double totale, seront tangentes d (M) a ce point sin- 


gulier. Nous appellerons les points de cette espece les points station- 
naires de la droite multiple, et nous désignerons leur nombre par B. 


5. A un point double ou cuspidal de la courbe représentative cor- 
respond un point de la droite multiple et un plan par elle qui sont 
dans le rapport suivant l’un a l’autre: deux des plans tangents au 
point coincident dans le plan, et, réciproquement, deux des points de 
contact du plan coincident dans le point. Mais il y a la différence que 
ni le point ni le plan qui correspondent & un point double ne mettent 
la limite aux parties réelles et imaginaires, mais qu’ils le font l’un et 
Yautre lorsqu’ils correspondent & un point cuspidal, 


Si la surface est regardée comme lieu de ses points, le point P 
et le plan 7P]| qui ont les unes ou les autres de ces propriétés seront, 
en général, un point-pince et un plan stationnaire. Comme chacune 
des droites qui joignent un des points M’ et M a un point double de la 
courbe représentative compte pour deux tangentes menées du point, le 
point-pince et le plan stationnaire qui y correspondent sont doubles: 
deux points-pinces coincident dans le point P, deux plans station- 
naires dans le plan [P]. On peut démontrer la premiére de ces deux 
coincidences d’une maniére plus directe. En effet, comme le point P 
est un point-pince, le plan tangent [P| qui y correspond a pour section- 
résidue une courbe dont la tangente au point P est l’axe d’un faisceau 
de plans qui sont tous tangents 4 la surface au point P. Or, comme 
le plan’ [P|] est stationnaire, sa section résidue est tangente a (1/7) au 
point P. On voit ainsi que les courbes de contact de tous les cénes 
circonscrits & la surface sont tangentes & (JZ) au point P, de fagon 


*) Ce ndémbre subira des altérations si plusieurs des d plans qui sont tan- 
gents le long de (M) coincident. Voir au n° suivant. 
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que deux points-pinces coincident 4 ce point. On voit en méme temps 
que le point P est un des d’ points ot tout plan passant par (M) est 
tangent a la surface. 

Nous appelerons, par préférence, les points singuliers que nous 
venons de décrire les points-pinces doubles (bien que deux points-pinces 
puissent coincider d’autres maniéres), nous désignerons leur nombre 


par 27 = 2’, et nous supposerons que ce nombre est compris, deux 
fois, A j et a B. 

On voit de méme que le point-pince et le plan stationnaire qui 
correspondent & un point cuspidal de la eourbe représentative sont 


‘ 
triples. A un de ces points les courbes de contact de tous les cénes 
circonscrits & la surface auront un contact triponctuel avec la droite 
(M1) (qui y sera par conséquent tangente stationnaire). Tout plan pas- 
sant par (M) sera done ad chacun de ces points plan tangent station- 
naire de la surface, et un de ces points comptera pour deux dans le 


nombre d. Nous désignerons le nombre de ces points que nous appel- 





lerons points-pinces triples par 3j = 3B’, et nous supposerons que ces 
nombres soient compris, trois fois, 4 j et a Pp’. 

On a donc en désignant par 1) les points-pinces simples et par 
18’ les plans stationnaires simples: 


j = 1j +2.2j7 43. 3) 
(1) B =18 +2.28 43.36 

—_3f , 37 =—36. 
En wattribuant pas a la droite (M) @autres points ov tout plan par 
(M1) est tangent a la surface que les points-pinces doubles et triples, 
on aura encore 
(2) d =2j)+2.3). 
Comme pour un point-pince simple, aussi un plan quelconque passant 
par un point-pince double ou triple aura a ce point un point cuspidal. 


Les singularités qui sont réciproques 4 celles dont nous venons 
de parler seront 1° un plan-pince double suivi d’un point stationnaire 
double, et 2° un plan-pince triple suivi d’un point stationnaire triple. 
Ces plans et points singuliers, qui correspondent, dans le cas qui est 
le plus général si la surface est regardée comme enveloppe de plans, 
a des points doubles et cuspidaux de la courbe représentative, auront 
les propriétés suivantes: 

Chacun de ces plans-pinces doubles ow triples sera tangente a la 
surface le long de toute Pétendue de la droite (M), et dans le cas Cun 
plan-pince triple cette droite en sera une aréte cuspidale. Un cone 





ur 


18, 
nt 
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circonscrit dont le sommet se trouve dans un plan-pince double ou 
triple aura ce plan pour plan tangent stationnaire.*) 

Nous appliquerons 4 ces singularités les notations analogues a 
celles que nous venons d’appliquer aux singularités réciproques, de 
‘fagon que 


jo=ly +2.27° 43.37 
(3) B=18 +2.284+3.368 
En wattribuant pas a& la surface @autres plans tangents le long de 
(M) que les plans-pinces doubles et triples, on aura encore 


(4) d= 2j'+2.37’. 





Nous avons dit au n° 4 “que (a+ 4 (w +4) branches de la 


courbe double totale de la surface coincident dans (4); mais au nombre 

fourni par cette expression, qui est formée dans la supposition que les 

d plans soient distincts l'un de l’autre, appartiendront aussi les 3j’ 

branches de la courbe cuspidale qui coincident dans (MM). Il ne reste 

(w+ 2/'+ 2.37) (w+ 27°42. 3'— 1) 
2 


done que — 3° branches de la 


courbe double qui coincident avec (M7). — De méme, le nombre de 
nappes de la développable bitangente qui coincident dans (MM) se 
(+25 + 2.89) (w+ 25+ 2-35—1) _ 


« 


réduira a 3j, pendant que 3j 
nappes de lenveloppe des plans tangents stationnaires coincident 
dans (M).- 

6. A coté de ces singularités, qui sont les plus générales, la coin- 
cidence de points-pinces etc. peut aussi produire d’autres points et 
plans singuliers qui correspondent & des points doubles ou cuspidales 
de la courbe représentative**); mais nous n’en attribuerons pas 4 notre 
surface. Mais il y a d’autres singularités, que nous ne pouvons né- 
gliger parce qu’elles sont au nombre de celles que nous avons énumé- 
rées au commencement de larticle, qui, sans étre produites par ces 
coincidences, correspondent 4 des points doubles et cuspidaux de la 
courbe représentative. Nous montrerons, dans ce qui suit, que les points 


*) Les équations de l’introduction de cet.article ne sont pas immédiatement 
applicables 4 des surfaces dont plusieurs points-pinces ou plans-pinces coincident. 


**) Au nombre de ces points seraient ceux au voisinage immédiat desquels 
la surface présente le méme aspect que si les points avaient été de ceux dont 
nous allons parler maintenant, mais sans que la courbe double résidue ou la 
courbe cuspidale ne passe par eux. Il pourrait y avoir des espéces de plans sin- 
guliers doués des propriétés réciproques. 
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de (M) et les plans par elle ot i n’y a aucune de ces coincidences et 
qui correspondent & des points doubles de la courbe représentative, 
sont en général les points de contact de deux des nappes passant par 
(M) et leurs plans de contact (leurs plans tangents communs aux points 
de contact), et que les points de (JZ) et les plans par elle ov il n’y a ni 
aucune des coincidences dont nous avons parlé de points-pinces ete. ni aucune 
coincidence d'un point-pince avec un point de contact de deux nappes ni 
dun plan-pince avec un plan de contact et qui correspondent a des 
points cuspidaux de la courbe représentative , sont en général des points 
simples de la courbe cuspidale et des plans tangents simples de Venve- 
loppe des plans tangents stationnaires de la surface*). Nous désignerons 
le nombre de points et de plans singuliers de la premiére de ces deux 


especes par f, et celui de points et de plans singuliers de la seconde 


espece par 7. Alors f et i seront compris respectivement dans les 
nombres f et ¢ (et & i=) dont nous avons indiqué la’ signification 
au commencement de cet article. 


7. En résumé, on trouve pour la courbe représentative: 


1j’ + 18 tangentes qui sortent du point n-tuple M et dont les points 
de contact sont différents de VW; 

1j +16 tangentes qui sortent du point n’-tuple M’ et dont les points 
de contact sont différents de M’; 

2j+27’+-f points doubles différents de ceux qui coincident en M et en WM’; 

3j+37-+i points cuspidaux. 

Ainsi, en comptant toutes les tangentes par M et M’, et en faisant 

usage de la premiere relation Pliickerienne, on trouve pour la classe 

de cette courbe (qui est de l’ordre n + n’) trois expressions qui doivent 

étre égales. On trouve ainsi, en ayant égard aux formules (1) et (3), 

les équations suivantes: 


(5) 2.n+j7f+P=2.W+j7+6=—2.n.n —2.f—3.i. 
Au lieu de ces équations on peut faire usage des suivantes qui y sont 
identiques: 


*) En regardant une section plane par un point de contact de deux nappes, 
qui y aura un contact de deux branches, et une section plane par un point de 
simple intersection de (M) avec la courbe cuspidale, qui y aura un point de re- 
broussement de seconde espéce (produit par la coincidence d’un point double avec 
un point cuspidal), et les cénes circonscrits doués des propri¢tés réciproques, on 
voit sans difficulté que les points nommés ici et les plans qui y correspondent ont 
les propriétés que nous venons de leur attribuer; mais ce que nous aurons a dé- 
montrer c’est que ces propriétés n’appartiennent, en général, qu’d ces points et a 

* ces plans. 
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ope 1)=j+B+2.7+3.i, 
2.n (nh —1)=7+P4+2.f4+3.%. 
8. A cdté des singulariiés dont nous avons parlé jusqu’ici et qui 
ont rapport seulement aux nappes passant par la droite multiple, nous 
aurons aussi égard aux points ot la droite multiple rencontre une 


(6) 






































(n + d+ 1)-ieme nappe de la surface, et aux plans par elle qui ont 
. avec la surface un (n’ + d + 1)-ime contact. Nous désignerons par 
# le nombre de ces points (mn + d-+ 1)-tuples et par ¢ le nombre des 
plans tangents (n’ + d@ + 1)-tuples. Nous supposerons que les points 
et les plans stationnaires ne soient pas compris dans ces nombres. 

9. Caractéristiques Pliickeriennes de la section résidue dun plan 
passant par (IM) et @un cone circonscrit résidu mené dun point de (M). 
— Nous commencerons par déterminer ces caractéristiques dans le cas ot 





d= d’' =0 et ov, par conséquent, aussi 27 = 27’ = 3j = 37’ = 0. 
La droite (IZ) n’est alors que n-tuple, et un plan quelconque par elle 
n’a que »’ contacts. Alors (voir au n° 1) la courbe od un plan pas- 
sant par la droite multiple rencontre encore la surface, ou la section 
résidue de ce plan, est de lordre » — ». Elle rencontre la droite 
multiple 1° aux n’ points de contact du plan, 2° aux ¢ points de ren- 
contre de la droite multiple avec une (n+ 1)-itme nappe de la sur- 


. 


face, et 3° deux fois & chacun des # points stationnaires. Par con- 
séquent 
(7) n—n=n+t+2.8. 

Pour trouver la classe de la section résidue, il faut remarquer que 
le nombre total des tangentes qu’on peut mener d'un point dans un 
plan quelconque 4 la section qu'il fait 4 la surface, est égal a a*). 
Dans le cas actuel j de ces tangentes sont les droites qui passent par 
les points-pinces, et dans chacune des »’ droites qui passent par les 
n points de contact de notre plan de section avec la surface coinci- 
dent deux tangentes. Ces droites ne sont pas tangentes 4 la section 
résidue, et celle-ci ne sera done que de la classe 


a—2.n —j. 
Une section plane a en général des points doubles & tous les b 
points ot son plan rencontre la courbe double totale. Pour la section 
résidue d’un plan passant par (JZ) il faut soustraire de ce nombre 1° 


le nombre = 1) di & la droite multiple elle-méme, et 2° celui des 


*) Voir pour cette notation et pour les autres dont nous allons faire usage 
ici, ’'Snumération des notations au commencement de cet article, 
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points ot la courbe double résidue rencontre (M). Il y aura de ces 


intersections 4 chacun des ¢ points od la droite (M) rencontre une 
(n + 1)-itme nappe de la surface, 2(m—2) 4 chacun des B points 
stationnaires, et nous verrons quil y en a toujours wre a chacun des 
points singuliers dont nous avons désigné le nombre par f. Afin de 
n’avancer rien, nous désignons par X le nombre des intersections de 
(M) avec la courbe double qui se trouvent 4 ces f points. La section 
résidue sera done douée de 
b— =) —n.é—23(s —2) f— X 

points doubles. 

La section résidue aura de méme pour points cuspidaux les points 
dintersection de son plan avec la courbe cuspidale de la surface a 
Yexception de ceux qui sont sur la droite (JZ). Nous avons montré 





quil y en a frois & chacun des £ points stationnaires, et nous suppo- 
serons qu'il y en ait Y aux ¢ points singuliers dont nous avons parlé 
au n° 6. Il reste ainsi pour la section résidue 
e—3B-— Y 
points cuspidaux. 
La premiere relation Pliickerienne nous donne 


(n —n)(n—n—1)=a—2n'+j + 2 [2 — ef 5 .t— 2(n—2)6—x| 





+ 3(c—36 — Y). 
En en soustrayant l’équation connue 
n(n — 1)=a-+2b+ 3c 
on trouve 
0 = 2n(n —n —t —2B) —2n’ —j —2X — B— BY. 
Cette équation se réduit au moyen de (7) a la suivante 
2n' (n —1)=j +68+2X+43Y. 


Or nous avons démontré [la premiére équation (6)| que 
2n' (n -1) =j + B+ 2743), 
2X4-3Y =2/f+ 3%. 


Les propriétés des différents points singuliers étant indépendantes 
entre elles, cette équation nous montre que la courbe double résidue 


done 


passe une fois par chacun des / points singuliers, qui seront par con- 
séquent des points de contact de deux nappes, et que la courbe cus- 
pidale passe une fois par chacun des 7 points, comme nous I’avons 
avancé dans le n° 6. Les nombres des points doubles et cuspidaux 
de la section résidue deviennent ainsi 
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b— “@—1) _ 5 7-29(—2)B—7 
et > 
e— 3B —2. 


Les autres équations de Pliicker nous donnent ensuite les nombres des 
tangentes stationnaires et doubles de la section résidue. 

On trouve d'une maniére analogue les caractéristiques d’un cone 
circonscrit résidu mené d'un point de (JZ), et l’équation suivante qui est 
analogue a (7) 

(8) vn —n=n+t+2.p’. 

La déduction des caractéristiques du cone résidu donne en méme temps 
la démonstration des propriétés des f et des i plans singuliers que nous 
avons avancées dans le n° 6. 

On obtient ainsi dans le cas ot d = d’ = 27 = 27 = 3j=37 =0 
les valeurs suivantes des 


Oe) 


Caractéristiques Pliickeriennes 
de la section résidue d’un plan par (M): | du cone circonscrit résidu mené d’un 
point de (M1): 
: Ordre: n —- n. Classe: n’ — n’. 
Classe: a —2.”' —Jj. Ordre: a—2. n—Jj. 


Nombre de points doubles: Nombre de plans tangents doubles: 


» S88 i ta~95—7 | v2) 2 2-aee 
Nombre de points stationnaires: Nombre de plans tangents stationnaires 
¢—3.p—i. é—3.p—i. 
Nombre de tangentes stationnaires: Nombre de génératrices stationnaires 

x’ —8.P—i—6.8—8.jf+38.n. x—'3.8 —i—6.n—3.74+3.m. 


Nombre de tangentes doubles (y com- | Nombre de génératrices doubles (y com- 





pris? E—=") fois 1a droite an): pris & (8 —1) sis ta aroite an): 


2 
2 





4 [2.0’—(2.v+j)(2a—2.n’—j—10) | 4[2.8—(2.n4+,’)(2.a—2.n—j’—10) 
—8.n+9.8+3.i}. —8.v+9.8+3. i]. 

Les mémes procédés dont nous avons fait usage ici servent a 
déterminer les caractéristiques Pliickeriennes dans les cas od il y a sur 
la droite (JZ) des points-pinces doubles etc. Nous avons indiqué dans 
le n° 1 la valeur que prend alors l’ordre de la section résidue; la forme 
de l’expression de la classe que nous venons de trouver et celle des 
équations (7) et (8), ne seront pas altérées par l’introduction des nou- 
velles singularités. Mais dans la détermination du nombre des points 

















difficiles &4 déterminer directement. 
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cuspidaux de la section résidue on rencontre des coefficients qui sont 


J’ai trouvé leurs valeurs au moyen 


d’une application & un exemple que j’indiquerai dans le mémoire sui- 
vant (2me application). — Les résultats qu’on obtient ainsi seront 
exposés dans le n° 10, ot je réunirais pour les renvois les notations et 
les résultats dont nous aurons 4 faire usage dans l'article suivant. 


10. Notations relatives & une droite (M) qui se trouve sur 
une surface. 


n, nombre des plans tangents & un point 
de (M) qui ne sont pas tangents le 
long de toute la droite (n° 1); 


j=1j+2.2j7+ 3.3], nombre des 
points-pinces, 1j étant celui des 
points-pinces simples (n° 3), 27 = 26" 
celui des points-pinces doubles (n° 5), 
3j =36 celui des points - pinces 
triples (n° 5); 

6=1f8 + 2.28+ 3.38, nombre des 
points stationnaires, 18 étant celui 
des points stationnaires simples (n° 4); 

¢, nombre des points (n-+-27-+2.37'+1)- 
tuples, non compris les points sta- 
tionnaires (n° 8); 


f, nombre de contacts de deux 


n, nombre des points de contact d'un 
plan par (1) qui ne sont pas des 
points de contact de tout plan par 
la droite (n° 1); 

j =1j7+2.2j7+3. 37, nombre des 
plans-pinces, 17 étant celui des 
plans-pinces simples (n° 3) , 27 = 28 
celui des plans-pinces doubles (n° 5), 
3) = 3B celui des plans - pinces 
triples (n° 5); 

p=1f6'+2.28+ 3. 36’, nombre des 
plans stationnaires, 18° étant celui 
des plans stationnaires simples (n° 4); 


| t’, nombre des plans tangents 


(n’4+-2 j+2.3j+-1)-tuples, non com. 
pris les plans stationnaires (n° 8); 





nappes passant par (JZ) (n° 6); 


7, nombre 


de points d’intersection simples avec la 
courbe cuspidale résidue (n° 6), 


de plans tangents simples de l’enveloppe 
résidue des plans tangents stationnaires 
(n° 6), 


Equations indépendantes entre elles: 
(5) 2.n+jf+pP—2.v4+j74+ 8B =—2.n.n —2f—3.% 
(7) n=ntn+t+t+2.p 
(8) wo=ntnt+f+2. fp. 


Caractéristiques Pliickeriennes (n° 9) 


de la section résidue d’un plan par (M): 


> 


Ordre: n —n — 2j'— 2.37, 
Classe: a — 2n'’—j, 
Nombre de points stationnaires: 
e—8.68—i-—2.27—4.37. 





| du cOne circonscrit résidu mené d’un 
point de (1): 
’ <3 ss —, 
Classe: n’— n— 2j — 2.39, 
Ordre: a — 2n—J, 
Nombre de plans tangents stationnaires: 


é—3.p—i—2.2j7—4.3)j. 
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La déduction des équations (5) nous montre qu’elles sont aussi 
applicables au cas ov la surface est douée d’un point conique (w-tuple) 
sur (M) dont le cine tangent a (1) pour génératrice n-tuple, ou de 
la singularité réciproque. Les caractéristiques Pliickeriennes subiront 
dans ces cas des altérations, mais les expressions que nous venons d’en 
donner montreront toujours quelle sera l’influence des points et des 
plans singuliers dont nous avons rendu compte dans cet article. La 
méme chose aura lieu pour les équations (7) et (8). 


11. Note. Nous avons vu que le plan tangent de la surface 4 un 
point de simple intersection d’une droite double (multiple) d’une surface 
avec sa courbe cuspidale, est aussi plan tangent simple de l’enveloppe des 
plans tangents stationnaires de la surface, et qu'il a par conséquent la 
singularité réciproque a celle de son point de contact, et réciproque- 
ment. I] n’y a aucune raison particuli¢re pourquoi cette propriété 
appartiendrait 4 un point d’intersection de la courbe cuspidale avec 
une droite multiple plus qu’i son point d’intersection avec une courbe 
double. Par conséquent, le plan tangent dune surface a un des i points 
intersection de sa courbe double avec sa courbe cuspidale qui n’ont 
aucune singularité ultérieure, a lui-méme la singularité réciproque a 
celle de son point de contact, et réciproquement. Nous ne nous arréterons 
pas 4 une démonstration directe de ce fait, d’od résulte pour une sur- 
face algébrique queleonque |]’équation 


i=. 
Cette équation sera confirmée dans l'article suivant (8me application). 
12. Applications, Les quatre équations (5), (7) et (8) servent a 


déterminer les nombres caractéristiques n, n’, j etc., lorsqu’on en con- 
nait un nombre suffisant. Comme on sait que tous ces nombres carac- 
téristiques doivent étre entiers et positifs, le nombre des quantités 


inconnues peut en beaucoup de cas dépasser quatre. Au cas, par 
exemple, od » = 1 |’équation 
2n' (n —1)=j+B+2.743.i 
montre que j = B = f=i=0. 
Nous ne nous arréterons pas 4 reproduire, au moyen de nos équa- 
tions, des propriétés connues des droites d’une surface du troisitme 
ordre ou d’une surface du quatrieme ordre douée d’une seule droite 


double*). Nous nous bornerons, pour montrer l’usage de nos résultats, a 
les appliquer au cas d’une surface du quatriéme ordre douée de deux droites 


*) Cette derniére surface est discutée dans le mémoire de M. Clebsch: Ueber 
Ababildungenlgebraischer Flichen; Mathematische Annalen I, p. 280. 
Mathematische Aunalen IV. 2 
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doubles (M,) et (M,) qui se rencontrent 4 un point A. Nous suppo- 
serons que cette surface regardée comme lieu de ses points soit de la 
nature la plus générale: qu'elle ne soit pas réglée, qu'il n’y ait aucun 
plan tangent 4 elle le long d'une droite, et qu'elle ne contienne pas 
d’autres courbes doubles ou cuspidales que (M,) et (M,) ni aucun point 
conique ou point-pince double. 


Alors on a pour toutes les droites de la surface: 


Ju puia tin 0. 


Commengons par appliquer nos formules 4 une des droites doubles, 


par exemple 4 (/,). Alors, comme le point A est un point double de 
la courbe double, nous avons encore 


" pend det, Tok, 
et, comme » = 4, les équations (5) et (7) nous donnent 
n—=2, j=2, p=2. 


Nous ne pourrons faire usage de |’équation (8) qu’aprés avoir déter- 
miné la classe n’ de la surface. On voit, en appliquant une relation 
Plickerienne i wn cone circonscrit & la surface*), que 


n= a (a — 1) — 20 — 3x. 


a est la classe d'une section plane, qui est du quatriéme ordre et douée 
de points doubles 4 ses points d’intersection avec (M,) et (M,). Par 


conséquent 
a=12—4=8. 


é et x pourraient étre trouvés au moyen des équations (VIII) et (IX) 
au commencement de cet article; mais on peut aussi appliquer a leur 
recherche les résultats que nous venons de trouver, en observant qu’un 
cone circonscrit résidu a la droite (M,) pour génératrice double 


(EG—» -tuple)), et qu'il n’a pas d’autres génératrices doubles ou sta- 


tionnaires. En effet, s'il y en avait, elles rencontreraient la surface en 
6 ou 5 points (2 au sommet et 4 ou 3 aux points de contact) et se 
trouveraient donc en entier sur elle, ce qui est impossible parce que le 
sommet est un point queleonque de (M,) et que la surface n’est pas 
réglée. On trouve donc, en égalant 4 l’unité Vexpression du nombre 
des génératrices doubles, et 4 zéro celle du nombre des génératrices 
stationnaires d’un cone résidu: 


*) Comparer les formules (If) au commencemnet de cet article. 
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26 = (2n+j') (2Qa—2n—j— 10) 4+ 8n'— 9 —371+2=8, 
x= 38 +i4+ 6n+ 37— 3nr'= 12. 
En substituant ces valeurs on voit que 
Nox 12. 
Puis l’équation (8) nous donne 
Y == 4, 


La section résidue faite par un plan passant par (J/,) est une conique, 
et sera composée de deux droites au cas od le plan a un troisiéme 
contact avec la surface. Le plan joignant (J/,) a l’autre dreite double 


(M,) n’est pas au nombre de ces ¢ plans tangents triples; car il n’a 
que deux contacts réunis au point d’intersection A. On voit ainsi que 
(M,) rencontre quatre couples de droites et que les droites d'une méme 
couple se trouvent dans un méme plan passant par (J/,). Aucune de 
ces droites ne peut rencontrer (J/,), ne pouvant ni-passer par A, qui 
n'est qu’un point double, ni se trouver dans le plan [(2/,) (J/,)], dont 
la courbe d’intersection avec la surface se réduit aux deux droites 
doubles. Il y aura done quatre autres couples de droites qui rencon- 
trent (M,). Comme une droite de la surface doit rencontrer le plan 
|(M,) (M,)| ou & un point de (M,) ou a un point de (M,), ces 16 
droites seront les seules droites simples de la surface. 

Regardons maintenant les singularités qui ont rapport 4 une des 
8 droites qui rencontrent (J/,). Nous l’appellerons (B,). On a alors 


n=1, t=1, f=0, 


et, comme n = 4, n= 12, 7 =~ =i =O, on trouve au moyen des 
équations (5), (7) et (8) 


w=2, j= 0, Fa?, fd. 


Un des 5 plans tangents triples ((n’ + 1)- tuples) qu’on trouve ainsi 
sera celui qui joint (B,) a la droite de la méme couple et 4 la droite 
double (M,). La section résidue d’un plan par (B,), tant en général 
du troisitme ordre et douée d’un point double, se résoudra dans les 
autres 4 cas od le plan a un troisitme contact en une conique et une 
droite. (B,) rencontre done 4 des 8 droites qui rencontrent la droite 
double (,). Comme (B,) ne peut rencontrer deux droites d’une méme 
couple, il y aura dans chacune des quatre cowples qui rencontrent (M,) 
une droite qui rencontre (B,). On trouve ainsi la distribution suivante 
des droites simples de la surface (B,), (B,’), (B,) ete.: 


(M,) rencontre les couples (B;), (B,’); (C;), (C;); (Dy), (Dy); (A), (41) 
(M,) rencontre les couples (B,), (B,’); (C,), (Cy’); (D2), (Dx); (42), (42) 
Q* 
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(B,) rencontre les droites (B,), 
(B,’) rencontre les droites (B,), 
(C,) rencontre les droites (B,), 
(C,’) rencontre les droites (B,’), 
(D,) rencontre les droites (B,), 
(D,’) rencontre les droites (B,), 
(E,) rencontre les droites (B,), 
(E,’) rencontre les droites (B,'), 


De méme 


(B,) rencontre les droites (B,’), 


ZEUTHEN. 


(C,), (D.), 
(Cy), (D2), 
(Cy), (D2), 
(C.), (Dy), 
(C,), (D2), 
(Cy), (D,), 
(C,), (D,), 
(Cy),- (Dy), 


(C,), (D), 


(E,) 
(£,’) 
(£,) 
(£,’) 
(£,) 
(£,/) 
(£,') 
(£,) 


(£;) 


(By) 
(B,) 
(Cy) 
(C,) 

(D;’) 
(D, 

(Ey) 
(E,). 


, (By) ete. 











Etudes géométriques de quelques-unes des propriétés de 
deux surfaces dont les points se correspondent un-a-un. 


Par H. G. Zeuvrnuen 4 CorpEnHnAGUE. 


I. 
Remarques préliminaires*). 


1. Nous appellerons les deux surfaces [F'] et [F,|, et nous don- 
nerons aux nombres de leurs singularités les notations indiquées au 
commencement du précédent article, en y ajoutant seulement, pour 
distinguer celles des deux surfaces, les suffixes 1 et 2. Nous désigne- 
rons encore par p, et p, les genres des sections planes de [F'| et de 
|F’,], de fagon que pour chacune des surfaces 
(1) 2(p — 1) = n(n — 3) — 2b — 2c =a+e—2n. 

2. Aux deux points de l’une des surfaces qui coincident dans un 
méme point de sa courbe double, correspondent en général, sur l’autre 
surface, deux points différents, et le lieu de ces points est une courbe 
qui correspond & la courbe double. Nous désignerons la courbe double 
de [J',] par (B,), la courbe qui y correspond sur [J’,| par (B,, 2) et 
ordre de cette derniére courbe par };,2, et nous appliquerons les 
notations analogues (B:,1) et be,1 a la courbe de [F’,| qui correspond 
& la courbe double (B,) de [F',|. — S'il y a sur les deux surfaces des 
courbes doubles qui se correspondent, deux branches*de la courbe (By, ») 
coincideront dans l’une et deux branches de (Be, 1) coincideront dans 
l'autre de ces deux courbes doubles correspondauntes. 

3. Courbes cuspidales (3—5). A une courbe cuspidale de l'une des 
surfaces peut correspondre sur l'autre ou une courbe simple ou une 
courbe cuspidale, mais nous supposerons que seulement le premier de ces 
deux cas a liew pour nos surfaces |J’,) et [F,], et nous désignerons 


*) Nous renvoyons pour une partie de ces remarques préliminaires aux démon- 
strations analytiques dans un mémoire de Mr. Néther, Mathematische Annalen, 
2. Bd. 294 — 298. 
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par (C;, 2) la courbe simple de [F,| qui correspond a la courbe cus- 
pidale (C,) de [F], et par (C,,1) la courbe simple de [F'| qui corres- 
pond & la courbe cuspidale (C,) de [F]. Les ordres de ces deux 
courbes seront nommés ¢;, 2 et C2, 1. 


Pour nous rendre compte des propriétés de la surface [F,| & un 
point de (C;,2), nous regarderons la courbe cuspidale (C,) a laquelle 
elle correspond comme limite d’une courbe double (B,). Si nous désig- 
nerons par P; » et Pi,» les deux points de la courbe correspondante 
(B,, 2) qui correspondent aux déux points de [F’;| qui se trouvent dans 
un méme point P, de la courbe double (B,), on voit qu'une courbe 
sur |F’,] qui passe par tous les deux points P,,, et Pj, 2 correspond 
& une courbe sur [F’,] qui a P, pour point double, mais que les courbes 
sur |¥’,] qui passent seulement par un des points P,,, et Pi,» corres- 
pondent & des courbes dont une seule branche passe par P,. Si la 
courbe double (B,) tend a devenir cuspidale, les points P;,, et Pi,» 
tendront a coincider. La courbe (C,,2) qui correspond i la courbe 
euspidale (C,) sera done la limite de deux branches coincidentes de 
(Bi, 2), et comme la droite (P;,2Pi,2) qui joignait les deux points 
de (B,, 2) qui correspondaient & un méme point de (B,) doit avoir une 
limite déterminée, il y aura par chaque point P,,. de (C;,2) une 
direction qui joint les deux points infiniment voisins qui correspondent 
& un méme point de la courbe cuspidale (C,). Les autres directions 
par P,, 2 joignent seulement des points des deux branches de (B,, 3), 
coincidant dans (C;, 2), qui correspondent & des points de (C,) infini- 
ment voisins Yun de Vautre. A une courbe sur [7,] qui a Pi, » est 
tangente & la premiére direction (Pi, 2 Pi, 2) correspond sur [F',| une 
courbe douce d'un point cuspidal au point P,; mais aux autres cour- 
bes qui sur [F’,] passent par P,,» correspondent des courbes tangentes 
a (C,). 

4. En regardant une courbe sur [/’,| tangente 4 (P;, 2 Pi, 2) et la 
courbe correspondante sur [F',|, on voit que les parties de [F’,| qui se 
trouvent des deux cdtés de (C,,2) correspondent respectivement aux 
deux nappes de [F'] qui sont réunies A la courbe cuspidale (C,), et 
que, par consequent, aussi les courbes par P, et sur |F’,| dont les 
correspondantes ne sont pas tangentes a (P,,. Pi, 2), passent en général 
de l'une des deux nappes & l’autre*). Une courbe par P, et sur [F'] 
ne reste sur la méme nappe que dans le cas ot Ja correspondante sur 


*) En général, une courbe qui se trouve sur une surface douée d'une courbe 
cuspidale (C), passe de l'une des nappes 4 l'autre au cas ot elle a un contact 
biponctuel avec (C), et reste sur la méme nappe au cas d’un contact quatre- 
ponctuel, ce qu’on peut prouver ou directement ou au moyen de la représentation 
dont nous nous occupons. 
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Sur deux surfaces dont les points se correspondent un-a- un. 


[F,] est tangente a (C,;,2) — ou a Py,2 pour point cuspidal, — et 
alors elle aura avee (C,) un contact quatreponctuel. 

Ces considérations nous montrent que les courbes sur [Ff] qui 
passent par P,, ont, au moins, un contact triponctuel (osculation) avec 
une surface qui est tangente a [F| le long de la courbe cuspidale (C,) 
ou qui seulement au point P, est osculatrice 4 (C,) et tangente a [F’\]. 
Désignons par [G| une surface satisfaisant & ces conditions. 

5. A lexception des courbes tangentes a la direction particuliére 
(P:,2 Pi, 2), toute courbe par le point P;,2 et sur [F',] a done pour 
correspondante sur [F',;| une courbe tangente a (C,) & un méme point P, 
et osculatrice & la surface [G]. Les deux courbes sur [| qui corres- 
pondent & deux courbes par P;,» auront donc, en général, deux points 
communs coincidant au point P,. Elles en auront un troisiéme au cas 
ot les deux courbes sur [F,] se touchent a P;,2. Par conséquent, a 
deux courbes sur |F’,] qui ont un contact au point P;, 2, correspondent 
sur [F',] deux courbes qui ont au point P, le méme plan osculateur. — 
La proposition réciproque ne serait pas vraie; car bien que deux courbes 
sur [F,| qui ont au point P, le méme plan osculateur aient aussi la 
méme courbure (celle de la section faite par le plan osculateur a la 
surface [G]), et qu’elles aient par conséquent trois points communs 
coincidents au lieu de deux, le troisieme peut sur les deux courbes 
appartenir & des nappes différentes. On voit done que les courbes par 
P, et sur [F,] qui ont le méme plan osculateur, n’ont pour correspon- 
dantes des courbes tangentes 4 une méme direction par P;,2 que dans 
le cas ot leurs ares situés du méme cdté de P, se trouvent sur la 
méme nappe. Par conséquent, les courbes sur [F',| dont les correspon- 
dantes ont le méme plan osculateur au point P,, sont tangentes a l'une 
ou & l'autre de deux directions par P;,,. Le faisceau formé par ces 
couples de directions est en imvolution. 

Les directions d’une méme couple ne coincident que dans les cas ot 
le plan osculateur, qui passe toujours par la tangente de la courbe cus- 
pidale (C,) au point P,, y est. ow osculateur a la courbe (C,) ow tangent 
a la surface [F',|. Elles coincident au premier cas avec la tangente a la 
courbe (C;, 2) et, au second, avec la direction particuliere (P;,» Py, »)*). 

En appliquant ces considérations & une section plane faite a la 
surface |F',| par un plan passant par la tangente de la courbe (C;) au 


*) Ces propriétés subiront des altérations lorsque le plan tangent de [7] au 
point P, est aussi osculateur 4 la courbe (C,). Alors les différentes directions par 
P, , correspondront aux différentes courbures des courbes sur [F',], qui auront 
le méme plan osculateur. — Un autre cas exceptionnel se présentera lorsque le 
point P, , est un des points, dits fondamentaux, dont nous allons parler dans le 
n° 6. Alors toutes les courbes par P, et sur {F] auront pour correspondantes 
des courbes ayant une tangente commune au point P, 9, 
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point P,, on voit que la courbe correspondante sur |F,| a, en général, 
un point double au point P;,,2, que ce point double devient cuspidal au 
cas on le plan est osculateur a (C,) ow tangent a |F,|, et que dans ces 
cas la tangente au point cuspidal est tangente, respectivement, a la 
courbe (C,, 2) ow a la direction (P,, 2 Pi, 2). 

Il va sans dire que la surface |F| a, & un point de (C2, ;), des 
propriétés analogues & celles de |F’,] 4 un point de (C,, 2). 

6. Points fondamentaux (6—7). Il y aura en général sur les 
deux surfaces des points dont les homologues restent indéterminés, de 
fagon que tous les points d’une courbe correspondent & un de ces 
points. On les appelle les points fondamentaux ou principaux. Tout 
point dont on trouve plus d’un point correspondant doit étre un point 
fondamental. A un point infiniment voisin d’un point fondamental 
correspond un point infiniment voisin de la courbe correspondante. 
Comme le point infiniment voisin détermine une direction par le point 
fondamental, les directions par ce point correspondent aux points de 
la courbe correspondante. A une courbe (7 ;) qui sur une des surfaces 
|¥’,| passe 4 fois par un de ses points fondamentaux D,, correspond 
sur l'autre surface [’,] une courbe composée de la courbe (D;, 2) qui 
correspond au point fondamental et d'une autre courbe (7), 2) qui ren- 
contre (D,,») aux 4 points correspondant aux directions des tangentes 
de (7,) au point D,. Tout autre point de rencontre de (D,, 2) et de 
(T;, 2) sera — & moins que l’intersection ne soit due seulement 4 une 
multiplicité de [F',| & ce point — un point fondamental de [F,]; car 
il correspond a la fois & D, et & un autre point de [F’|. 

Les tangentes d’une surface & un point fondamental forment un 
plan tangent si le point est simple, et un cone s'il est conique. 11 
faut dans le premier cas que la courbe correspondante de l'autre sur- 
face, dont les points correspondent aux directions des tangentes au 
point fondamental, soit du genre zéro, et dans le second, qu'elle soit 
du méme genre que le cone tangent. 

7. Afin de ne pas étendre trop nos recherches nous supposerons 
qu il n’y ait sur aucune des deux surfaces aucun point fondamental doud 
@une direction fondamentale, c’est-a-dire un point ot toutes les courbes 
dont les correspondantes rencontrent une courbe fixe sur l’autre sur- 
face, sont tangentes & une méme direction. Cette restriction nous de- 
fendra @attribuer aux cones tangents aux points fondamentaux coniques 
@autres génératrices doubles ou cuspidales que 1° celles qui y sont tangentes 
a la courbe double ou cuspidale, et 2° celles qui correspondent a des points 
doubles ou cuspidaux de la courbe correspondant au point fondamental*). 


*) En effet, dans la direction d'une génératrice double du céne tangent a un 
point multiple qui n’est pas tangente 4 la courbe double, il n’y a qu’un sew! point 
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Nous commencerons par supposer que tous les points coniques des 
surfaces soient fondamentaux, et nous montrerons aprés que les résul- 
tats obtenus s’appliquent aussi & des cas ot il y a sur les deux sur- 
faces des points coniques qui se correspondent. De l'autre cdté, nous 
appliquerons les notations u, v, y, 4, 2, § non seulement aux points 
coniques, mais aussi aux points fondamentaux simples (u=1, v= ete. =O), 
Nous supposerons qu'il n’y ait aucun point fondamental qui se trouve 
a& un point-pince ou ad un point non-conique dune courbe cuspidale*). 
Pour le moment nous supposerons encore que les surfaces ne soient 
pas douces de points-clos (y=). 

Nous désignerons par 1,2 Yordre et par 1,2 la classe de la courbe 
(D;, 2) qui sur [¥,] correspond a un point fondamental D, de [F;]; la 
courbe (D,, 2) a, suivant les suppositions déja faites, y, points doubles 
et £, points cuspidaux correspondant aux génératrices doubles et cus- 
pidales du cone. tangent au point D, qui ne sont pas tangentes a la 
courbe double et a la courbe cuspidale, et nous lui attribuerons encore 
1,2 points doubles, apparents et propres, et 2,2 points cuspidaux™*), 
Alors on a, en désignant encore par 2, le genre commun au cone 
tangent a D, et a la courbe (D,, 2), les équations suivantes (ot l’équa- 
tion (V) de l’introduction du précédent article est renfermée) 


(2) eo ae +2, +8, —2 =e, (H, —3)—2 (YY +m +4 +6) 


=N,2+ 412+ & —2 t2= 1,2 (1,2—3) —2 (Yam +412 +6) 

Les caractéristiques Pliickeriennes de la courbe (Dz,1) qui sur 
[F’;] correspond a un point fondamental D, de [/’,] ‘seront désignées 
de la maniére analogue; elles satisfont aux équations arialogues aux 
équations (2). 
consécutif. Par conséquent, si dans le cas ot le point conique est fondamental, 
deux points distincts de sa courbe correspondante correspondaient aux génératrices 
du cone tangent qui coincident dans la génératrice double, l’'unique point consé- 
cutif dans cette direction aurait deux points correspondants et serait donc un 
nouveau point fondamental coincidant avec le premier, et la direction deviendrait 
fondamentale. Le cas d'une génératrice cuspidale peut étre regardée comme une 
limite de celui d’une génératrice double. 

On pourrait, du reste, obtenir les mémes résultats par une continuation des 
procédés analytiques de M. Nither. (Voir la premiére note du présent article.) 

*) On peut regarder séparément les deux nappes qui passent par les points 
de la courbe double, tant que les points de Ja surface qui y coincident ne sont 
pas consécutifs. (Aux points-pinces et aux points d’intersection avec la courbe 
cuspidale les points coincidents sont consécutifs.) Un de deux points coincidents, 
mais non pas consécutifs, peut étre fondamental; s‘ils le sont tous deux, on a 
seulement deux points fondamentaux simples. 

**) Les points doubles propres de (D,,.) qui ne sont pas au nombre des 7, 
que nous venons de nommer et les 4,,, points cuspidaux, se trouvent ow aux 
points fondamentaux de [F,] ow sur sa courbe double et sa courbe cuspidale. 
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8. A une courbe sur l'une des deux surfaces (dont aucune partie 
continue ne correspond & un point fondamental de l’autre surface et 
qui ne passe pas elle-méme par un point fondamental), correspond 
une courbe qui est du méme genre, parce que les points des deux cour- 
bes se correspondent un-a-un. 


A chaque intersection de deux courbes sur l’une des surfaces qui 
n’est pas due & une multiplicité de cette surface au point «intersection 
et qui n’a pas lieu & un point fondamental, correspond sur l’autre 
surface une intersection des deux courbes correspondantes. Lorsque 
deux des points d’intersection situés sur l’une des surfaces coinci- 
dent, la méme chose doit avoir lieu pour deux points d’intersection 
des deux courbes correspondantes. On en conclut que les points 
de contacts et les points doubles et cuspidaux des courbes de l'une 
des surfaces qui se trouvent & des points simples et non-fondamen- 
taux, ont pour correspondants des points de contact et des points 
doubles et cuspidaux des courbes correspondantes sur l’autre surface. 


Il. 


Propriétés des courbes qui sur Vune des deux surfaces corre- 
spondent & des sections planes de lautre. 


9. L’ordre s Vune courbe (S,) qui sur la surface [| correspond 
& une section plane de [F,], est égal au nombre des points oi elle 
rencontre une section plane de [Ff]. s est done le nombre des points 
d’une section plane de l'une des surfaces dont les correspondants se 
trouvent sur une section plane de l'autre. On voit ainsi que Vordre s 
@une courbe (S,) est egal a celui dune courbe (S,) qui sur [F,| cor- 
respond a une section plane de |F;). 


10. Nous désignons par r,,; la classe de la courbe (S,), par »,,1 
le nombre des plans osculateurs 4 elle qui sortent d’un point quel- 
conque, et par h,; le nombre des génératrices doubles d’un cone qui 
la projette d’un sommet queleconque. Les remarques préliminaires nous 
montrent qu'elle n’est pas, en général, douée de points cuspidaux, et 
quelle passe m;,2 fois par un point fondamental, w,,2 ayant la signifi- 
cation indiquée au n° 7. Les points fondamentaux comptent done 
dans le nombre h,,; pour 2 ePas—*) , ou lasomme & est étendue 
& tous les points fondamentaux de [F']. 

Comme le genre de (S,) est égal a celui d’une section plane de 
[F,|, que nous avons appelé p,, on trouve, en appliquant les formules 
de Pliicker et de Clebsch a un cone qui projette (S,), les expres- 
sions suivantes : 
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r51=2(p,—1)4+ 2s, 


7 (3,) 2hs.1 = s(s — 3) —2(p,—1), 

l Ms,1 = 6(p, —1)+3s. 

On trouve de méme en appliquant les notations analogues 4 une courbe 
(S,) qui sur [¥',] correspond & une section plane de [F], 

rs,2=2(p,—1)+ 2s, 

L (3p) 2hs,2 = s(s —3) —2(p,— J), 


“ 


Ms,2=6(p,—1)+3s. 
11. Comme toute courbe (S,) passe wi, fois par un point fonda- 
mental de [F|, deux courbes (S,) se rencontrent 2 (ui ,) fois aux 


\“ 


points fondamentaux. Elles se rencontrent encore aux points corres- 
pondant aux , intersections des deux sections planes de [F’,| qui cor- 
respondent aux deux courbes (S,). Deux courbes (S,) se rencontrent 
donc, en géneral, en 

, 2 (Uf 9) + me 

points, et & ce nombre s’ajoute seulement en des cas particuliers des 
intersections ,,impropres“ & des points de la courbe double ou cuspi- 
dale de [F,].*) 

On trouve de méme que deux courbes (S,) ont, en général, 
| = (uh) +m 
intersections. 

12. Les deux cones qui d’un méme sommet O projettent deux 
courbes (S,), étant de Vordre s, auront s? génératrices communes. 
: A ce nombre appartiennent les droites qui joignent O aux 2 (ui ,) + m, 
; points d’intersection des deux courbes (S,), et, dans le cas ot les deux 
- courbes sont infiniment voisines, on peut aussi trouver une expression 
du nombre de leurs intersections apparentes, qu'il faut y ajouter pour 
avoir celui de toutes les génératrices communes. En égalant celui-ci 
au s*, on trouve une équation 4 laquelle doivent satisfaire les nombres 
qui caractérisent les deux surfaces et les rapports de lune a l’autre. 

Le nombre des intersections apparentes de deux courbes (S,) in- 
finiment voisines l’une de l’autre, sera composé 1° de celui des 


= an — (Cee) 


points doubles apparents**) de l'une de ces courbes pris deux fois, et 


\ 
Bivvy is 


*) On voit que les mots ,,intersections impropres et ,,intersections apparen- 

= tes“ ont des significations différentes. Le nombre des intersections apparentes de 
deux courbes est celui des droites qui d’un méme sommet projettent a la fois des 

S points des deux courbes qui ne coincident pas dans un point d'intersection. 

- \ **) Y compris les points doubles impropres s'il y a des courbes doubles qui 

se correspondent. 
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2° de celui des génératrices de contact d’un. cone [O(S,)], projetant 
une courbe (S,), avec le cone enveloppe de la serie des cones qui pro- 
jettent toutes les courbes (S,) qui correspondent 4 un faisceau de sec- 
tions planes de [/’,|. Ce cone enveloppe se compose 1° du cone cir- 
conscrit & la surface [F',], et 2° du cone projetant la courbe cuspidale 
(C,) de cette surface. 

Pour trouver le nombre de contacts d’un cone [0 (S,)| avec le 
cone circonscrit 4 [Z’',| mené du méme sommet O, on fait usage de 
la premiére polaire de O par rapport a [F |, qui est une surface de 
Yordre n, — 1, passant par la courbe de contact (A,) du cone circon- 
scrit, par la courbe double (B,) et par la courbe cuspidale (C,) de la 
surface [F',|, tangente a elle le long de cette derniére courbe, et 
ayant pour (uw, — 1)-tuple tout point u,-tuple de la surface donnée 
[F,|. Cette polaire rencontre la courbe (S,) a s(n, — 1) points dont 
les 2 [ui,2(u, — 1)| sont aux points fondamentaux. Les autres sont 
les points (non-fondamentaux) oi (S,) rencontre les courbes (A,), (B,) 
et (C,). Les points d’intersection avec la courbe de contact (A,) déter- 
minent les génératrices cherchées le long desquelles le cone [0 (S,)| 
est tangent au cone circonscrit [O(A,)]. Les points d’intersection avec 
la courbe (B,) correspondent aux points d’intersection d’une section 
plane de la surface [J’,] avec la courbe (J,,2)*) correspondante a (B,), 
et leur nombre est done égal a l’ordre b;,2 de (B;,2). De méme (S,) 
rencontre**) la courbe cuspidale (C,) a ¢,2 points, ¢,2 étant l’ordre 
de la courbe (C;,2) correspondant & C,; mais a chacun de ces ¢,2 
points coincident (suivant le n° 4) ¢rois points d’intersection de (S,) 
avec la polaire. On trouve ainsi que le cone [O(S,)| qui projette 
(S,) a 

$(m, — 1) — 2 [us,2(u, — 1) — b1,2 —3 41,2 
contacts avec le cone circonscrit [O (A,)]. 

Les génératrices de contact du cone [0 (S,)| avee le cone [O(C,)| 
se déterminent au moyen des ¢,2 points de contact de la courbe (S,) 
avec la courbe (C,), et leur nombre est done ¢, 2. 


On obtient ainsi l’équation suivante 
2 (H1.9—1 
= ZB (a2) +m +2 [br — 2 (2s 9) 
+ {s (2, —1)- = | us, 2 (uy — 1)| —bhe2— 3 ¢1, 2} + 1,2. 


En y substituant l’expression (3) de h,.; on trouve l’équation suivante 





*) Si (B,) ou (C,) passe par des points fondamentaux, nous ne regardons pas 
comme faisant partie de (B, ,) ou de (C, ,) les courbes qui correspondent a ces 
points fondamentaux. 

**) Elle y est tangente; voir le n° 3. 
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(In)*)  ®.—2(p.—1)+8(m, —4) — 2m, 2 (4, —2)|] — bi, s— 24, 2 = 0. 
On trouve, en remplagant les deux surfaces [F’',| et [¥,] l'une par lautre 
(I,) 2,— 2(p,—1) + s(n, — 4) — 2 | ue, 1(up— 2)] — be, 1 — 202, 1 = 0. 


Ii. 
Construction et propriétés de surfaces auxiliaires. 


18. Construction des surfaces auwiliaives. Dans nos recherches 
ultérieures nous ferons usage d’une surface auxiliaire |F,| définie de 
la maniére suivante: les droites qui joignent les points de |F,| a un 
point fixe O, rencontrent les plans qui joignent les points correspondants 
de |F',| @ une droite fixe (M,), aux points de la surface |F,|. La sur- 
face |',| sera done engendrée par le faisceau de plans passant par 
(M,), et par la série de cdnes [O, (S;)| qui joignent O, aux courbes 
(S,) qui sur [F'| correspondent aux sections faites a [F',] par les plans 
du faisceau: chacun des cénes correspond a un plan du faisceau qu’il 
rencontre dans une courbe située sur [F%]. 

Nous ferons de méme usage d’une surface |/',| qu’on construit de 
la méme maniére que, |/’,| en substituant seulement les deux surfaces 


. Pune a Vautre. Nous désignerons par O, et (J/,) le point et le plan 


fixes dont on fait usage dans la construction de [F’,]. .La, od nous 
n’indiquerons pas directement les résultats qui ont égard a [F',|, on 
les déduit sans difficulté de ceux qui ont égard a |F%]}. 

Suivant la construction des surfaces [F'] et [F,], les points de 
toutes les quatre surfaces |F';|, [F,], [2] et [2,]| se correspondent un- 
a-un. 

14. Ordre de la surface |F |. Désignons par P et @ les points 
ou une droite fixe (Z) rencontre une droite par O, et un plan par 
(M,) qui sont déterminés par des points correspondants de [F'| et 
de [F,|.. Alors, comme une droite (AP) rencontre [F',| & ”, points, 
i un point P correspondent n, points Q, et, comme un plan [(1/,) Q] 
contient s points de [J’,] dont les correspondants se trouvent dans le 
plan [O,(Z)|, & un point @ correspondent s points P. Il y aura done, 
suivant le principe de correspondance, sur (L) », + s coincidences de 
points correspondants P et @, et le nombre des intersections de (L) 
avee |F], ou bien lordre de cette surface, sera par conséquent 
N, = NM, + 5. 

On aurait pu se contenter de chercher le nombre des intersections 
@une droite passant par O, avec la surface [7’,]. Une droite par O, 
rencontre [F,| 1° aux », points qui sur cette nouvelle surface corres- 





*) Si la courbe (B,) avait été k-tuple, on aurait da donner au terme — b, , 
le coefficient (/ — 1). 
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pondent aux intersections de la méme droite avec la surface [F',], et 
2° aux s points coincidant avec O, ov elle rencontre le cone [O, (S,)] 
déterminé par la courbe (S;) qui correspond A la section faite a [F’,| 
par le plan [(@M,)0,]. On voit ainsi en méme temps que la surface 
|F;| a, au point.O,, un point s-tuple: 

On aurait pu de méme se contenter de chercher l’ordre de la 
section faite 4 |F’,] par un plan passant par la droite (M,). Cette 
section est composée 1° de la courbe d’ordre s od son plan rencontre 
le cOne qui y correspond dans la série de cones [O, (S,)], et 2° d’une 
droite multiple coincidant avec (M,). Celle-ci est n,-tuple; car a un 
de ses points FR la surface [F’,] a pour plans tangents ceux qui joignent 
(M,) aux n, points de [F,] qui correspondent aux m, points de ren- 
contre de la droite (O,R) avec [F,]. 

La surface |F’,| est de Vordre n,=n,-+ s; le point O, y est 
s-tuple et la droite (M,) n,- tuple. 

15. Le point singulier O, de la surface |F;|. (15—17). Nous 
avons vu que le point O, est s-tuple sur la surface |F,], et la démon- 
stration elle-méme nous montre que le céne tangent a ce point est 
le cone [O, (S,)] qui joint O, a la courbe (S,) qui sur [F] correspond 
i la section faite 4 [F’,] par le plan [(1/,)0,|. Nous avons déja (dans 
le n° 10) parlé des caractéristiques Pliickeriennes de ce cone tan- 
gent. Nous avons encore 4 faire remarquer que les génératrices dou- 
bles de ce céne sont tangentes aux branches de la courbe double de 
[F’,] qui passent par le point O,, ce qu’on' voit sans difficulté, et que 
les génératrices suivantes se trowvent en entier sur la surface [F',|: 1° 
celles qui passent par les points fondamentaux de |F',\, chacune prise 
H1,2 fois, 2° celles qui passent par les n, points de |F | qui correspon- 
dent aux points ou |F | est rencontrée par la droite (M;), et 3° celles 
qui passent par les s points de la section que fait le plan [O,(M;)| a 
la surface |F',| dont les correspondants sur [F,| se trouvent dans le 
méme plan. 

En effet, les points de la surface |F',] qui déterminent les deux 
premiéres classes de droites, se trouvent, comme nous l’avons prouvé 
aux n° 10 et 11 — 2 ou une fois — sur toutes les courbes (S,) 
qui correspondent aux sections faites 4 [/’,| par les plans passant par 
(M,), et les droites qui y joignent le point 0, se trouvent par con- 
séquent — le méme nombre de fois — sur tenn les cones [0,(S8,)| de 
la série. Quant a la derniére classe de droites elles se trouvent a la 
fois dans le plan [(J/,) O,] et. sur le cone qui y correspond. 

16. Chacun des points de [F| qui déterminent ces droites devient 
un point fondamental dans la correspondance de [F';| avec la surface 
|F’,], et les directions par les points sur [/'\] correspondent aux points 
des droites sur [F',]._ Le plan par une des droites sur [F',| déterminé 
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par une direction par le point correspondant de [Ff], est tangent a 
[¥,] au point qui correspond a la direction. On a ainsi le moyen de 
déterminer les nombres caractéristiques*) de ces droites situés sur la 
surface [F']. 


Regardons premiérement la droite (Dj,3) qui joint O, & un point 
(D,) qui est fondamental sur [F',] déja dans sa correspondance avec 
Yautre surface donnée [F,|. Nous avons déja indiqué que (D,,3) est 
une droite u,2-tuple de [Ff], et lon trouve les mw, plans tangents 
de [F',] & un point queleonque P de (D,,3) au moyen du plan |(JDf,) P| 
qui joint le point P a la droite fixe (M,): ce plan rencontre la courbe 
(D,,2) qui sur [F,] correspond a D, 4 w,2 points dont les directions 
correspondantes par le point D, déterminent les plans tangents cherchés. 
Réciproquement, un plan passant par la droite (D,,3) contient uw, di-— 
rections par le point fondamental: il sera done tangent a la surface 
|#;] aux w, points que déterminent les plans joignant (M;) aux points 
de la courbe (D;,2) qui correspondent 4 ces directions. Deux des plans 
tangents 4 |F| 4 un méme point P de (D,,s) sont consécutifs dans 
le cas ot le plan joignant P a (M,) est tangent 4 la courbe (D,,»2), 
ou passe par un point cuspidal de cette courbe, ou par un des », 
points doubles**) dont les génératrices corréspondantes du cdne tangent 
ai D, sont doubles sans étre tangentes 4 la courbe double de [F;]; 
et deux points de contact d’un méme plan par (D,,3) sont consécutifs 
dans le cas ot le plan est tangent au cone tangent au point D,, ou 
passe par une des génératrices cuspidales de ce cdne, ou par une des 
n, génératrices doubles qui ne sont pas tangentes 4 la courbe double 
de [Ff]. On trouve ainsi — en observant que, la surface [/’,] étant 
construite comme lieu de points, les coincidences auront lieu des ma- 
niéres qui sont les plus générales pour des surfaces regardées comme 
lheux de points***) — les valeurs suivantes des caractéristiques de (D,, 3): 


*) Nous renvoyons, sur la signification de ces caractéristiques et sur les no- 
tations que nous y appliquerons aussi ici, & notre précédent article, notamment 
au résumé qui se trouve & son n° 10. 

**) Les notations qui ont égard aux points fondamentaux de [F',| sont indiquées 
au n° 7 du présent article. 

***) Voir dans le précédent article les n° 3, 4 et 5. On pourrait croire que 
les points de (D,,3), déterminés par les 4; points doubles et les g points cus- 
pidaux de (D,, 2) dont les génératrices correspondantes du céne tangent au point 
D, sont doubles et cuspidales sans étre tangentes 4 la courbe double et a la 
courbe cuspidale de [F;], appartenaient aux nombres f et 7 des points d’inter- 
section de (D,, 3) avec la courbe double et avec la courbe cuspidale de [F'] (voir 
le n° 6 du précédent article). On voit que cela n’a pas lieu, en regardant la 
section de [¥,] que fait le plan joignant (M,) A un de ces (n, + &,) points, Celle- 
ci aura 4 ce point un point cuspidal, et non pas un point de contact de deux 








32 H. G. Zevruen. 
n=(1,2, v= J=H=MN2+%,2, 27 =m, 37—E,. 
1p =», + 4, Jj=B=t =0. 
En cherchant aussi les points de (D,,3) et les plans par (D,,s) dont 
deux plans tangents ou deux points de contact coincident sans étre 
consécutifs, on trouverait le nombre f de contacts de deux des nappes 
de [F',] qui passent par (J);,3). Ce nombre se trouve aussi au moyen 
de lune des équations (5) du précédent article; l'autre de ces équa- 
tions donnera 
22+ yy + 4 = 2m + 1,2 + 4,2, 
qui est une des équations (2) du présent article. Les équations (7) 
et (8) du précédent article, qui subiront des altérations & cause du point 
singulier O, qui se trouve sur la droite (J,,3), ne nous donneront a 
présent aucun résultat nouveau. 

Des procédés analogues nous montrent que les autres n, +s 
droites par O, qui se trouvent en entier sur [/’,] sont simples, et qu'un 
plan passant par une de ces droites n’a, en général, qu’un seul contact 
avec [F,]. On a donc pour chacune de ces droites n = n= 1, 
juy=p=up=i=—/=—0. 

17.: Le. cdne tangent d’une surface 4 un point s-tuple est le 
lieu des droites par le point qui contiennent s + 1 points coincidents 
de la surface. Il y a s(s+ 1) génératrices du cdne qui contiennent 
s-++ 2 points coincidents. Pour le point O,, s-tuple sur la surface 
[F,], ces s(s-+ 1) génératrices seront: 1° les s*, dont nous avons 
déja rendu compte au n° 12, ov le cone correspondant 4 la section 
faite 4 [F',| par le plan [(2/,) O,] rencontre le cone consécutif de la 
série de cénes [O,(S,)] qui correspondent aux plans par (M3), et 2" 
les s droites d’intersection du méme cone avec le plan correspondant 
[(M,) 0). 

18. La droite multiple (M,) de la surface |F,). Nous avons vu 
que la droite (M,) est, sur la surface [/',], multiple de lordre 1,. 
Les plans tangents de la surface & un point quelconque R de (M,) 
sont ceux qui passent par les points de la surface [/,] qui correspon- 
dent aux », points de rencontre de la droite (O,R) avec la surface 
[F,]. Les points de contact d'un plan quelconque [Q| par (1/,), sont 
les points de rencontre de (M,) avec les droites qui joignent O, aux 
s points de la courbe d’intersection du plan [O, (J/,)| avee [F] dont 
les correspondants sur [F’,] se trouvent dans le plan [Q]. Ces derniers 
points sont les points d’intersection du plan [@Q] avec la courbe (S,) 


branches ou un point de rebroussement de seconde espéce. — Nous verrons, du 


reste, que [F] n’a aucune courbe cuspidale, de fagon que ¢ (ainsi que ~) doive étre 
égal & zéro. 
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qui sur [F',] correspond a la section faite a [F’,] par le plan [O,(2/,)}. 
En cherchant encore les points de (M,) ot deux plans tangents sont 
consécutifs, et les plans par (JZ) dont deux points de contact sont 
consécutifs — ce qui ne causera aucune difficulté — on trouve pour 
la droite multiple (J7,) les nombres caractéristiques suivants: 


7 cy 7 
N=N,, N=s, j=ate, B=—=n,:, 


Le nombre / indiquera lordre d'un cone, lieu de droites joignant 
deux points de [/’,| dont les correspondants sur [/’,] se trouvent sur 
des droites qui rencontrent une droite fixe. Le sommet du cone est 
ici 4 Og, et la droite fixe est 4 (M,). 

Les formules (5) du précédent article nous donneront ici, 1° qu’une 
courbe (S,) est du méme genre qu’une section plane de [/';|, ce que 
nous avons déja fait remarquer, et 2° l’expression suivante de /: 


2f=2n,s—2s—a,—G, 


ou bien (voir les formules (1) du présent article) 

f= (n, — 1) (s—1) —p. 
Le méme résultat se trouve sans difficulté au moyen du principe de 
correspondance. — L’équation (7) du précédent article ne nous donnera 
que le résultat évident que le nombre ¢ des intersections de la droite 
(M1,) avee dauires unappes de la surface que les », qui passent par 
elle, est égal a zéro. L’équation (8) du précédent article nous sera 
utile dans ce qui suit. 


19. Section plane de la surface |F|. On trouve les caractéri- 
stiques Pliickeriennes d’une section plane de la surface [/',] au moyen 
du précédent article **), oi nous avons exprimé les caractéristiques 
Pliickeriennes de la section résidue dun plan passant par la droite mul- 
tiple — c’est-i-dire de ce qui reste de la courbe d’intersection lorsqu’on 
fait abstraction de la droite multiple — au moyen de celles d'une section 
queleconque. Nous ferons ici, des mémes expressions, l’usage inverse, 
en sachant que la section résidue faite 4 la surface [F] par un plan 
passant par la droite multiple (J/,) est la courbe d’intersection de ce 
plan avee un cone [O, (S,)], et qu’elle est par conséquent de ordre s, 
de la classe r,,, et dénuée de points cuspidaux. Ce procédé est iden- 
tique au troisitme de ceux qui nous ont donné Yordre n,; =n, +s 


*) Dans le cas, que nous avons negligé, ot il y a sur les deux surfaces des 
courbes cuspidales correspondant lune & l'autre, ¢ sera lordre de celle de la sur- 
face [F’]. 


**) Voir le résumé 4 son n° 10. 
Mathematische Annalen IV. 
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de la surface [F,]. On trouve de méme, en désignant par a, la classe 
@une section plane de [F;], 
ag =1,,1+2s+a,+¢, 

ou bien, en réduisant cette expression au moyen des formules (1) et 
(3) du présent article 

a, = 48 + 2n, + 2(p, — 1) + 2(p, — 1) 
(4) =a,+e,+a,+¢,—2n,+ 4s. 
On trouve enfin 
(5) ¢=0, 


de fagon que [/’,] soit dénuée de courbe cuspidale. Les autres carac- 
téristiques Pliickeriennes de la section dépendent de n,, de a, et de ¢,. 

On aurait trouvé les mémes résultats en regardant la section faite 
i [#',] par un plan passant par son point multiple 0,. 


20. On voit sans difficulté que le point O, est le seul point fon- 
damental de [/’,] dans sa correspondance avee [fF] ou [F,], et qu'il 
a pour courbes correspondantes, sur [/’,] la section faite par le plan 
[O, (M,)|, et sur [2] la courbe (S,) qui correspond a cette section 
et qui détermine le céne tangent de [F’,] au point O,. Nous avons 
indiqué au n° 16., que, dans la correspondance de [F',] avec [fF], les 
points fondamentaux de [F’;] sont ceux ot elle est rencontrée par les 
droites par O, qui se trouvent en entier sur [F’,], et que les courbes 
correspondantes sont ces droites, On en déduit que les points fonda- 
mentaux de |#',| dans sa correpondance avec [/’,| sont, 1° ceux qui le 
sont dans sa correspondance avec [F',|, 2° les n, points ov elle est 
rencontrée par la droite (M,), et 3° les s points de la section faite 
par le plan |[O,(2/,)|, dont les correspondants sur [Ff] se trouvent 
dans le méme plan. 

L’application de la formule (I) (au n° 12) a la correspondance de 
la surface [J’,] avee [F',] ou |F,] ne donne aucun résultat nouveau et 
important, mais elle peut servir de vérification des résultats déja trouvés. 


IV. 
Cones circonscrits 4 [7',] ou a [7]; usage des surfaces auxiliaires. 


21. Nous avons déja trouvé au n° 19. lordre a, d’un cone circonserit 
i [F,], qui est égal 4 la classe d’une section plane. Deux autres ca- 
ractéristiques Pliickeriennes du cone circonscrit seront déterminées, 
chacune par deux voies différentes, qui donneront deux expressions 
différentes. En égalant les deux expressions dun méme nombre on trouve 
les équations relatives aux deux surfaces données qui sont le but de la 
construction des surfaces auxiliaires. 
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22. Classe de la surface [F,| (22—24). On trouve la classe n,’ 
de la surface [f’,] en appliquant la formule (8) du précédent article 


Ww=nvt+n+f+2.p 
i la droite multiple (M,) de la surface [F,]. Alors »’ sera la classe 
cherchée »,'; ”’, » et 6’ auront, comme nous l’avons indiqué au n° 18., 


les valeurs s, ”, et 7,2. Il reste done & chercher le nombre ¢ des 
plans [Q] par la droite (Z,) qui ont un (s+ 1)-itme contact avec 
la surface [2',|, ou des plans dont les sections résidues ont des points 
doubles qui ne sont ni au point multiple 0, ni sur la courbe double 
de [Ff]. Or, la section résidue d’un plan [Q] est la section que fait 
le céne de la série [O,(S,)] qui correspond au plan [Q], et ce plan 
sera done un des ¢’ plans cherchés si le cdne correspondant a une 
génératrice double qui n'est pas au nombre des h,,; dont tous les cones 
[O,, (S,)] sont doués (voir le n° 10.), et qui déterminent seulement des 
points de la courbe double de [/’,]. Cela n’arrivera que lorsque la 
courbe (S,) obtient un point double propre autre que ceux qui sont 
aux points fondamentaux de [/’,], ce qui a lieu dans les cas suivants: 
1° lorsque le plan [Q] est tangent & [7’,], 2° lorsqwil est tangent 4 la 
courbe cuspidale de [F’,], et 3° lorsqu’il passe par un point fondamen- 
til D, de |F,|. En effet, dans les deux premiers cas, le point de 
|F';| qui correspond au point de contact sera un point double de (S,), 
suivant les ns 8. et 5. Dans le troisitme, la courbe (S,) se divisera, 
suivant le n° 6., en deux courbes qui se rencontrent aux mw, points de 
[|F’|| correspondant aux uw, directions du point fondamental (et u,-tuple) 
D, qui se trouvent dans le plan [Q], et la courbe (Ds,1) qui corres- 
pond au point D, aura encore y, points doubles et £, points cuspidaux, 
correspondant aux génératrices doubles et cuspidales du cone tangent 
i D, qui ne sont pas tangentes 4 la courbe double et a la courbe 
euspidale de [/’,|. On voit ainsi que dans le plan [(J/,) D,] coinci- 
dent uw, + 7, plans tangents simples et ¢ plans tangents stationnaires 
de [F,], de fagon qu'il compte pour uw, + 9, + 26€, plans tangents 
simples. Ou aura donc*): 
t= ny + 7, + 2 (u, + 2 + 26), 

et la formule du précédent article que nous venons de citer, nous 
donne ainsi 


(a) My = S$ My +H My +H 12 + UV (Wg + te + 26) + 2%, 
ou, suivant la premiére formule (3,) au n° 10., 


(6) m= my + 4 (py) — 1) + y+ ry + Z(H + +26) +55 





*) On aurait trouvé le méme résultat en regardant immédiatement la corre- 
spondance des surfaces [F] et [J',] et des sections qu’y fait un méme plan [Q], 
au lieu de celle de [¥,] avec [#",] et de la section plane de [F',] avec une courbe (8,). 
3* 
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ou bien, suivant la derniére formule (1) au n° 1., 


(Ge) my = 2ay + Ze, — 3m + My + 1, + ZS (Uy, + % + 26) + 5s. 

23. On obtient par une voie différente une autre expression de 
n,;, qui est la classe, non seulement de la surface [F’], mais aussi 
d'un cone circonscrit mené a elle d'un sommet queleonque EL. Ce cone 
aura la droite (/O,) pour génératrice multiple, le degré de multipli- 
cité étant égal au nombre r,,; des plans tangents au cdne tangent au 
point O. qui passent par (/O,). On trouve done la classe n,’ du cdne 
circonserit en ajoutant le nombre 27,,; 4 celui des plans qui passent 
par (#0,) et qui sont tangents a [/’,] 4 des points différents de O,. 
Nous allons chercher ce dernier nombre. 

Comme les points correspondants des surfaces [F’;| et [/’,] se trou- 
vent sur les mémes droites par O,, ils sont aussi sur les mémes plans 
par (70,), et les sections que fait un méme plan [Jt] par (£O,) sont, 
par conséquent, des courbes correspondantes. On voit done, en y appli- 
quant les mémes raisonnements qu’au n° 22., que les plans par (/O,) 
tangents i [/’,| & des points différents de O, sont: 1° les m,’ qui sont 
tangents a [7], 2° les 7, qui sont tangents & la courbe ecuspidale (C;) 


de cette surface, et 3° ceux qui passent par les points de [/’,] qui sont 


fondamentaux dans sa correspondance avec [/’,|._ Ces derniers plans 
tangents a [/’,| sont (voir le n° 20.) les plans passant par ies droites 
de [Ff] qui sortent de O,. Si lon emploie, pour déterminer leurs 
degrés de multiplicité, les mémes régles*) que dans le n° 22., on trouve 
quvils comptent pour 2 (u, + 9, + 26) + », +s plans tangents 
simples. Le nombre cherché-des plans tangents a [/’,| & des points 
différents de O,, est done 


mtr 2H, +m +26) +2, +s. 


On trouve ainsi 


(7) Ny = 8 + Ny + n+ mA A (H +m +26) + 2%5,1. 
Autrement. On pourrait trouver le méme résultat d’une maniére 
un peu différente. Les plans tangents a [/’,| menés par (/0O,) dont 
les points de contact ne sont pas a O,, sont 1° ceux qui sont tangents 
au cone lieu des droites tangentes 4 (F',) 4 des points différents de O,, 
et 2° ceux qui passent par les droites par O, qui se trouvent en entier 
sur [F,|. Comme [/’,] n’a aucune courbe cuspidale (voir au n° 19.), 
toute droite qui rencontre cette surface en deux points consécuti/s y sera 
tangente, et dans cette condition seront les droites par O, qui ren- 





*) La légitimité de l’application de ces régles au cas actuel ou la courbe 
(P,, 5) qui sur [F',] correspond 4 un point fondamental D, de (F’,] dégénére en mw, , 
droites coincidentes, pourrait sembler douteuse; mais le résultat sera assuré par 
notre seconde démonstration. 
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contrent {F',] en deux points consécutifs. Le cone lieu de ces tan- 
gentes sera done composé du cone [O,(A,)] circonserit & [7’,] et du 
cone [O, (C,)] qui projette sa courbe cuspidale. Il sera par conséquent 
de la classe n,/-+ 7,. Les plans passant. par les droites de [F,| 
auront suivant le précédent article n’+ 27 + 2.3) contacts avec cette 
surface, n’, 2j et 3j prenant pour les droites respectives les valeurs 
indiquées au n° 16. Les plans joignant (HO,) aux droites de [| 
comptent done pour 2 (u; + 9, + 2) +,-+s plans tangents. — 

L’expression (7) se transformera par les mémes substitutions que 
nous avons appliquées a l’expression (6) dans la suivante 


(7_) M3 = 2a, + 2c, — 3m, + m+ 7, + Su, +m +26) + 5s. 
24. En égalant les deux expressions (6,) et (7,) trouvées dans 
les n° précédents on obtient l’équation suivante: 


(Il) ny — 2a, +7, — 26 +3, 4+ 2, +0, +26) 

= Ny’ — 2 My + 7p — 2 ey + 3m, + DS (Uy + . + 26). 
Cette relation est la méme que j’ai exposée dans les Comptes Rendus 
de V Académie des Sciences*) (T. UXX, p. 745). 

25. Identité des caractéristiques Pliickeriennes de certains cones cir- 
conscrits aux deux surfaces auxiliaires [I] et [7’,|. On voit, au moyen 
du précedent article **) et des formules (4), (6.) et (7.) du présent 
article, que, pour un sommet P situé sur la droite (,), le cone 
résidu circonscrit a [F’,] est de Vordre 


a, — 2n, = 485+ 2(p, —1)+2(p, — 1), 
et de la classe 
ny — 8 = 2a, + 2¢, —3n, + y+ 7, + ZV (Uo + ty + 26) + 4s 
au. 2 , " ‘ : 
= 2a, + 2¢,—3n, + +7, + Z(H, +m +26) + 4s. 
L’expression de lYordre du cone est symétrique par rapport aux 
nombres caractéristiques des deux surfaces données [/’,] et [£,], et 
les deux expressions de la classe se transforment l'une en I|’autre par 
la substitution de l'une des surfaces [F'] et [7] & autre. Les autres 
*) Nous n’avons ici démontré la formule que dans les suppositions que nous 
avons déja indiquées, au nombre desquelles se trouve celle qu il ny ait pas sur 
les surfaces données des courbes cuspidales correspondant lune a Vautre. Sil y en 
a je crois avoir trouvé qu’on doit ajouter aux deux membres de l’équation les 
nombres respectifs des points cuspidaux des courbes cuspidales qui se correspon 
dent sur les deux surfaces [F,] et [7]. J’aurais done di, dans les Comptes 
Rendus ot je n’ai pas fait cette méme restriction, trouver ce résultat un peu 
modifié. — Dans les Comptes Rendus je n’attribuais aux surfaces que des points 
fondamentaux simples. 
**) Voir le tableau a son n° 10. 
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caractéristiques Pliickeriennes du méme cone offriront la méme symé- 
trie, ce qu’il suffira — a cause des relations Pliickeriennes — de 
prouver pour une seule de celles qui restent. Nous le ferons pour le 
nombre de ses arétes cuspidales, c’est-i-dire pour le nombre des droites 
par le sommet P qui ont un contact triponctuel avec [F,]}. 

Soit (Z) une de ces droites. Alors il faut que le plan [0,(Z)}| 
contienne trois génératrices consécutives du cone [O, (S,)| mené de O, 
& la courbe (S,) qui sur [F’] correspond a Ja section que fait le plan 
[(M,) (L)| & la surface [F,], ou bien, quil ait un contact triponctuel 
avec cette courbe (S,). Le nombre cherché est done celui des plans 
d'un faisceau qui ont un contact triponctuel avec une courbe (S,) qui 
sur [F’,] correspond a une section faite a [/,| par un plan d’un autre 
faisceau. Or le contact triponctuel d’un plan avec une courbe (S,) ou, 
ce qui est la méme chose, celui de la section que fait le plan a [F;] 
avec (S,), améne aussi celui de la courbe (S,) qui sur [F’,] correspond 
& la section plane de [F’,| avec la courbe plane qui sur [F’,] correspond 
a (S,). Le nombre des arétes cuspidales du cone dont nous parlons 
dépend done d'une maniére symétrique de [7’,| et de [F,]. 

On voit ainsi, en se rappelant la symétrie des constructions des 
deux surfaces auxiliaires [2’,] et [F',], que les cones résidus circonscrits 
a [F | et & [F,] dont les sommets se trouvent, respectivement, sur les 
droites multiples (M,) ct (M,) de ces surfaces, ont les mémes caracté- 
ristiques Pliickeriennes. 

A lendroit déja cité des Comptes Rendus j’ai démontré cette pro- 
position d’une maniére plus immédiate, en prenant, dans la construc- 
tion de [F',|, pour droite (M,) une droite qui joint O, & un point de 
(M,) et pour point O, (point multiple de [7’,]) un autre point de 
(M,). Alors on voit sans difficulté que le point de rencontre P de 
(M;) et de (M,) est le sommet d'un cone circonscrit 4 la fois aux 
deux surfaces auxiliaires [F',] et [F',]. La proposition démontrée de 
cette maniere permettrait de prouver la formule (IT) au moyen d’une 
seule des deux formules (6) et (7). La formule (6,), par exemple, 
nous montrerait alors que la classe du cone circonscrit & la fois a 
toutes les deux surfaces [J] et [7',], est égale a 


ns — 8 = 2a, + 2, — 3m + my + ry + Ze + me +26) +45 
et a 
my — 8 =2a,+ 2¢,—3m, +0, +7, + Z(H +m +26) + 4s. 
26. Nombre c, des plans tangents stationnaires @un céne circon- 
scrit ad la surface |F|. Les plans tangents stationnaires d’un cone 
circonscrit & une surface sont les plans tangents stationnaires de la sur- 
face qui passent par son sommet. Cette série de plans a pour enve- 
loppe une surface développable dont il faut compter les plans tangents 
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passant par un point donné. Prenons le point O,. Les plans cher- 
chés se trouvent alors au nombre des plans tangents a [J’,] qui sor- 
tent de O,. Ceux-ci sont (voir le n° 23.): 1° les plans tangents au 
cone tangent [0, (S,)] de [Z’,] au point O,, 2° les plans qui passent 
par les droites de [F’,] qui sortent de O,, et 3° les plans tangents au 
cone [O,(A,)] circonscrit a [F'] et au cone [O,(C,)] projetant son 
aréte cuspidale. 

On voit sans difficulté que les plans tangents du cone tangent a 
un point s-tuple d'une surface qui ont un contact stationnaire avec 
cette surface, seront 1° les plans tangents stationnaires du cone, et 
2° ceux dont les génératrices de contact rencontrent la surface a 
(s + 2) points coincidant avec le point multiple, & moins que ces 
génératrices ne soient seulement tangentes a des branches de la courbe 
double et de la courbe cuspidale. Comme toutes les droites le long 
desquelles ces plans sont tangentes 4 l’enveloppe des plans tangents 
stationnaires de la surface, passent par le point multiple, les plans 
comptent, au moins, pour deux au nombre cherché des plans tan- 
gents stationnaires qui sortent du point multiple. Kn regardant un 
exemple*) qui n’offre aucune circonstance particulitre qui pourrait 
altérer la regle générale, on voit que les plans de la premiére classe 
comptent pour deux, et ceux de la seconde classe pour trois plans 
tangents stationnaires de la surface. On trouve ainsi les deux termes 
suivants **) du nombre cherché c¢,’ 


2.5.1 +3. [s(s+ 1) — 2h,,1]. 

Comme les droites de [J’,] qui sortent du point 0, sont au nombre 
des |s(s + 4) — 2h,,,| droites qui rencontrent [J’,] en s + 2 points 
coincidant avec O,, les plans qui ont ces droites pour génératrices de 
contact avee le cone tangent a O.,, se trouvent au nombre des plans 
que nous venons de nommer. Les autres plans par ces droites qui 
ont des contacts stationnaires avee [J’,] sont, suivant l'article précé- 
dent***), leurs B’ (= 1f’+ 2.2j+3.3)) plans stationnaires pris 
trois fois, et encore deux fois les 2j plans tangents a leurs points- 
pinces doubles et quatre fois les 3j plans tangents a leurs points- 
pinces triples, le nombre ¢ étant égal & zéro pour toutes les droites. 


*) On peut regarder une surface du quatritme ordre douée d'un point 
triple. — Les applications de la formule que nous cherchons (voir dans ce qui 
suit les applications 2 et 3) le montreraient aussi, si nous avions attribué des 
coéfficients indéterminés aux termes diis & ces deux classes de plans. 

**) Pour le nombre des plans de la seconde classe voir les n° 17. et 12. 
***) Voir dans le tableau du n° 10. le nombre des plans tangents stationnaires 
du cone circonscrit résidu. 
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Pour les droites (D,,3) qui joignent O, aux points fondamentaux D, 
de [F,] on a (voir le n° 16. du présent article) 


7 - et > — ” eae = 
L1p=y+%, 2j7=y, 37)=8, P=44+24,*), 
et pour les autres », + s droites ces nombres caractéristiques sont 
égaux & zéro. On trouve ainsi le terme suivant du nombre cherché c,’ 


2 (3a, + 32,+ 2, +48). 

Un plan tangent a un des cones [O, (A,)] et [O,(C,)] sera plan 
tangent stationnaire de [J’,] si sa courbe d’intersection avec [J*,] a un 
point cuspidal. Comme les sections que les plans par O, font a la 
surface [J’,] correspondent a celles quils font & la surface [F,] (voir 
le n° 23.), les plans cherchés seront 1° les ¢,’ plans tangents station- 
naires de la surface [F’,] (voir le n° 8.), 2° les plans osculateurs a la 
courbe cuspidale (C,) de [2], dont nous désignerons le nombre par 
Me,1 (voir le n° 5.), et 3° les 6, plans qui sont tangents a la surface 
[7’,] & des points de la -courbe (C,) (voir le n° 5.). La tangente de 


rebroussement de la section que fait un de ces derniers plans, sera la (ILL) 


droite qui joint son point cuspidal 4’ O,; car cette droite, qui ren- 
contre [J’,] en trois points consécutifs, doit aussi rencontrer [FJ] en 
trois points consécutifs **). Or la tangente de rebroussement de la 
section faite par un plan tangent stationnaire est génératrice de l’enve- 
loppe des plans tangents stationnaires. Done chacun des 6, plans 
dont nous parlons compte pour deux plans tangents stationnaires de 
[F,| sortant de O,. On trouve ainsi les termes suivants de ¢,’ 
Cy + M1 +26,. 
L’expression totale de ¢,’ devient 
(8,) €, = 2.1 +3.[s(s + 1) — 2hg, 1] 
a 7(2 » 2» ace ¢ 
+ 2Bx, +32, +2, +48) +e + m1 + 26,. 


En remplagant »,,; par lexpression quwen donnent les relations 


Pliickeriennes 
Ne,1 = B, + 3r,—d3e,, 
et n,,, et h,, par les expressions (3), on trouve 
(8,) . a one e+ Bi + 37r,—3 a+ 2 6, 
+ Z(32, +34, +2, + 48) + 18(p, — 1) + 18s. 
27. On trouve, au moyen du précédent article et du n° 18, du 
présent article, qu’un cone circonscrit résidu. mené a la surface [F’;] as 


*) Dans la formule (VI) de lintroduction du précédent article nous avons » 
posé vp-+2yn+3E=—2. ‘ed 
**) On voit aussi sans difficulté que cette droite qui joint O; au point cuspidal 
de la section, que nous appelons P, ,, est tangente a la direction (P, ; P; 5) 
qui est tangente aux courbes par P, , et sur [F';] dont les courbes correspon- 
dantes sur [J’,] ont des points cuspidaux (voir les n° 4, et 5.). 
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d'un point de sa droite singuliére (M,) est doué de ¢,’— 37,2 plans 
tangents stationnaires. Comme c,' a la valeur que nous venons d’in- 
diquer, et 37;,2, celle qui est exprimée dans la premiere formule (34), 
le cone circonscrit résidu aura 
e+ By +37, —3¢, +26, —6(p, — 1) 
+ BBx, +32, +2 +46) + 18(p, — 1) + 12s 
plans tangents stationnaires. 

Ce nombre doit, selon le n° 25., étre égal & celui des plans tan- 
gents stationnaires @ un cone circonscrit réeidn mené d’un point de la 
droite (JZ,) & l'autre surface auxiliaire [J’,], ou a 

Cy + B, + 37, — 3e, + 26, — 6(p, — 1) 
+ 2(3a,+32, +2, + 48) + 18(p, —1)+ 12s. 
On trouve ainsi I’équation suivante, oi nous avons substitué a 2 (p — 1) 
son expression a -+ ¢ — 2» [voir les formules (1)], 


fe.— 12a, + 24n, + 6,+3r, — 5e,4+ 26,4+ 2(3z,+ 32, + 2y,+ 46,) = 
le’— 12a, + 24n, + B,+ 3r,— 15¢,+ 26,+ 2 (32,+ 32, + 2n,+ 46). 


Les deux membres de cette équation feront, si l’on en soustrait 24, 
respectivement pour les deux surfaces [J’,] et [7], le 24-tuple de 
expression que M. Cayley*) a donné du genre d'une surface. L’équa- 
tion (III) exprime done le théoreme de M. Clebsch**): que deux 
surfaces dont les points se correspondent un-d-un sont du méme genre. 


V. 


Extensions des résultats exprimés par les équations 
(I), (IT) et (ITT). 


Nous avons supposé dans la déduction des équations (I), (II) 
et (III) (voir les n°* 12, 24 et 28) qu’aucune des surfaces [F’,] et [J’,] ne 
soit douée de points-clos, c’est i dire de points non-coniques ot la courbe 
cuspidale est rencontrée par les courbes de contact de tous les cones cir- 
conscrits a la surface. Sil y en a sur nos surfaces et si tous ces points 
sont fondamentaux on verra, en y appliquant les mémes procédés qu’aux 
autres points fondamentaux, qu’on peut, dans les formules (II) et (IID), 
regarder ces points comme des points coniques doués des caractéristiques 
suivantes: w=2, yve=sg=1, y=y=f=—0, «@—1). Il wen 


*) Philosophical Transactions 1869, p. 227. Il faut qu’on se rappelle que 
nous avons supposé que y= # = 0 (voir le n° 7. du présent article et l’introduc- 
tion du précédent article. @ est le nombre des ,,off-points“). Quant 4 y, nous y 
aurons égard dans le n° suivant, et son coefficient sera d’accord avec l’expression 
de M. Cayley. Dans ce qui suit nous aurons aussi égard A des points coniques 
non - fondamentaux. 

**) Comptes Rendus de l’Académie des Sciences 1868, Tome LXVII, p. 1238. 
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sera pas de méme des formules (I); mais en appliquaut les mémes u 
procédés qui ont donné ces formules 4 des surfaces douées de points- c 
clos fondamentaux, et en observant qu’une courbe passant par un point- 

clos y est tangente a toute « premiére polaire par rapport a la surface », s] 
on trouve sans difficulté les modifications que ces formules subiront. 8 
4%, et zy sont les nombres des points-clos, et nous désignons par %:,2 a 
et ye,1 les ordres des courbes composées des courbes correspondant a d 
ces nouveaux points fondamentaux. On aura donc, en séparant dans s 
les équations nommées ces points des autres points fondamentaux (et n 
en remplacant en méme temps dans les équations (1) 2(p— 1) par 8 


son expression a + ¢ — 2%) les équations suivantes: 
3 Ny — Ag — Cy + 8 (m, — 4) — fr,2 — Z [1,2 (Uy — 2)] — O12 — 21,2 =, 


3 nm, — a, — ¢, + 5 (nm, — 4) — 42,1 — DZ [ue 1 (u. — 2)] — bo, 1 — 2,1—0, I 
n—2a,+3n, +7, —2¢e,+24,+ 2(4% +74 8) c 
= ny — 2a, + 3n, + 1, — 26, + 2H + Z (ho + M + &), } 
ce, — 12a, + 24n, + 8, + 3r, — 15e,+ 26, + 6y, 
+ 234, +32, +2, + 46) 
= ¢, — 12a, + 24n, + 6B, +3r, — 15¢,+ 26,+ 64, 
4 2(3 ay + 3a + 2m +46), , 


ott les sommes 2 sont clenducs aux points fondamentaux qui se trou- 
vent aux points coniques ect a des points simples. 4,2, ¢1,2 et wi1,2 deé- 
signent les ordres des courbes de [/’,] qui correspondent a la courbe 
double, & la courbe cuspidale et & un point fondamental de [/’,]; 02,1, 
(2,1 et we,1 ont les significations analogues. 

29. Nous avons supposé dans le n° précédent que tous les points 
coniques et tous les points-clos soient fondamentaux; mais les formu- 
les trouvées resteront justes, s'il y a sur les deux surfaces: 

1° des points coniques qui se correspondent et qui sont du méme 
ordre w, du méme genre aw (car 2(a — 1) = v+2+€—2y), et 
doués des mémes nombres 9 et € de génératrices doubles et station- 
naires non-tangentes & la courbe double et a la courbe cuspidale, 

2° des points-clos qui se correspondent, 

et 3° des points coniques doués des caractéristiques w= 2, v = 2, 
y = 7 = etc. = 0, et des points-clos qui y correspondent, 

et si la somme & est étendue a tous les points coniques des sur- , 
faces et aux points fondamentaux simples.*) Comme les points fonda- i 
mentaux simples n’entrent pas dans l’équation [III], celle-ci exprime 





*) Les équations de l’introduction du précédent article ne seront pas altérées 
si on étend la somme & aussi 4 des points simples. — Pour un point conique 
non-fondamental est w, = 0 (ou wy , = 0). 
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une condition nécessaire, mais non pas suffisante, i laquelle les nombres 
caractéristiques des deux surfaces doivent satisfaire. 

On peut prouver que si deux surfaces dont les points se corre- 
spondent un-i-un ont des points coniques qui se correspondent sans 
satisfaire aux conditions nommées, l’une ou l'autre de ces surfaces 
aura, au point conique qui s’y trouve, un point fondamental doué d’une 
direction fondamentale (voir le n° 7.). Les formules [I], [II] et [III] 
seront done applicables & deux surfaces, douées des singularités nom- 
mées dans l’introduction du précédent article, dont les points se corre- 
spondent un-i-un, si elles n'ont pas 

1° des courbes cuspidales correspondant l'une a l'autre (voir le n° 3.), 

2° des points fondamentaux doués de directions fondamentales (voir 
le n° 7.), 

3° des points fondamentaux qui se trouvent & des points -pinces 
ou & des points de la courbe cuspidale qui ne sont ni points coniques 
ni points-clos (voir le n° 7.). 


VI. 
Applications. 

1. Les surfaces [F,| et [F,| sont des plans.*) Dans ce eas les 

formules [I] nous donnent 
2 (tr, 2) = 2 (2,1) = 3(s — 1). 

2 (u1,2) et Y(us,,) sont les ordres des courbes qui, dans chacun des 
plans, sont composées de toutes les courbes correspondant & des points 
fondamentaux. 

L’équation [II] nous dit que les deux figures planes ont le méme 
nombre de points fondamentaux. 

L’équation [I1]] devient identique. 

2. [F,] est un plan, [P| wa aucune courbe cuspidale. Liéquation 
[111] nous donne la condition nécessaire (mais non pas suffisante): 
(9) e'— 12a, + 24n,+ LBsr2,+2y, +46) —24—0, 
qui exprime que le genre de la surface [F’,] doit étre égal a zéro. 

L’équation [I,] nous donne l’expression suivante de ordre de la 
courbe qui correspond & la courbe double de | F;] 





(10) bi,2 = 8 (nm, — 4) +3 — 2 [m,2 (4, — 2)]- 
L’équation [I,] nous donne 
(11) 2 (U2,1) = 3s —3n, + 4,. 


L’équation [II] nous donne l’expression suivante du nombre m, des 
points fondamentaux du plan [F,]: 


*) Les résultats indiqués ici sont trouvés par M. Cremona (Sulle trasfor- 
maziont geometriche delle figure piane, Nota IIa; tomo-V (serie 2@) delle Memorie 
delV Academia di Bologna 1865 et Giornale di matematiche tomo ITI. 
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(12) Mm, = ny — 2a, + 3m, + Z(m, + y, + 26) —3. 

Dans le cas ot la surface [F',] n’a aucun point fondamental les for- 
mules (10) et (11) sont démontrées par M. Clebsch*), et la formule 
(12) est d’accord avec les résultats trouvés par ce savant pour des sur- 
faces particuliéres. 

On peut appliquer les formules (9)— (12) au cas d'une surface 
[’,] douée d’un point conique D, dont nous désignerons les nombres 
caractéristiques comme ordinairement par u, v etc.**), et qui est elle- 
méme de l’ordre uw + 1. 

La courbe double de cette surface est composée de y droites dou- 
bles, la courbe cuspidale de z droites cuspidales, et il y a encore 
u (uw + 1) —4y — 62 droites simples qui se trouvent sur la surface. 
Toutes ces droites passent par D. Il y a sur chacune des z droites 
cuspidales encore un point conique 

(u=3, v=3, e=—1, y=n=f=0). 

On peut trouver la classe n’ de cette surface et le nombre c¢ de ses 
plans tangents stationnaires qui sortent d’un point quelconque, par le 
méme procédé qui nous a donné les mémes nombres pour la surface 
[F,], en cherchant les plans tangents qui passent par le point co- 
nique D. On trouve les coefficients difficiles 4 déterminer directement 
qu’on rencontre dans cette recherche, et les autres nombres caracté- 
ristiques de la surface, en faisant usage des formules données dans 
Yintroduction du précédent article. Puis on peut véritier les résultats 
trouvés en appliquant les formules (9) — (12) & la surface et a un 
plan qui y correspond. Les valeurs qu’on trouve sont les suivantes: 


n=u+l1 
a=2u+a (@=v +2438) 
n=2y+32—y—32—yn—2E 
c=9x—62 —2y—46E 
x= 3a4+3y+3e+n+2¢ 
26 =ax(4u+2e—9)+62—2yn—46 
b=y, o=y, j=2y, [=O 
ec=2, r=0, o=0, y=2, B=9, t=0 
ete. 
Nous projetterons cette surface du centre D sur un plan. Alors les 
points de la surface et du plan se correspondent un-a-un. Afin de 


*) Intorno alla rappresentazione di superficie algebriche sopra un piano, 
Istituto Lombardo 1868; Mathematische Annalen Bd. 1, p. 280 ete. 

**) Quoique z doive étre égal 4 zéro dans l’application actuelle, je suppose 
qwil ne sera pas dénué dintérét de connaitre les nombres caractéristiques de la 
surface dans les cas ot 2 n’est pas zéro. 
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Sur deux surfaces dont les points se correspondent un- i-un. 






pouvoir faire usage des résultats trouvés dans cet article-ci, nous de- 






























r- vons supposer que ¢=0Q; car & une droite cuspidale correspondrait 
le un point fondamental doué d’une direction fondamentale. Alors on a 
r- ce =O [ee qu’on a aussi supposé dans les formules (9) —(12)]. La 
surface donnée n’a qu'un seul point fondamental, qui est placé au 
pe point conique d’ordre u. La courbe qui y correspond est de lordre 
Ds 1,2. Les points fondamentaux du plan sont ceux ov il est ren- 
p~ contré par les droites de la surface, et les courbes correspondantes 
sont ces droites, dont les y sont doubles (ue,; == 2) pendant que les 
l- autres w(u + 1) — 4y (= 2u+ 4 —2y) sont simples (ue, = 1). 
e On a done 
B. mM, =2u+x—y, 
S 2 (u2,1) = 2u+2. 
Comme les droites doubles correspondent i des points, on a by, = 0, 
Ces valeurs sont les mémes qu’on trouverait au moyen des équations 
S (10), (11) et (12), s étant égal a w+]. 


Les nombres caractéristiques de la surface satisfont aussi i l’équa- 
a . mie , . - 

“4 tion (9). Les coefficients de y et de € dans cette équation, qui est 
un eas particulier de [III], sont déterminés au moyen de cet exemple- 


t ee ; = , . as 

ci, “et cest ainsi que nous avons trouvé les coefficients de 27 et de 
. 3j dans lexpression, indiquée dans le n° 10. du précédent article, du 
. nombre des plans tangents stationnaires du ,,cone circonscrit résidu “. 
a 3. Les surfaces |f',| et [F,| sont denx surfaces réciproques ({[F | et 


|F’}). Dans ce cas on a 


mn =n=N,, 
, ’ 
n, =n =N,, 
, 
a, =a=@=4,, 
ete. 


Un point od il y a une infinité de plans tangents sera un point fon- 
damental, et s'il y a, au nombre de ces plans tangents 4 un méme 
point, une infinité qui passent par une méme droite, celle-ci sera une 
direetion fondamentale. Les points fondamentaux se trouveront done 
aux points coniques, aux points-pinces et aux points-clos. Ces der- 
niéres deux classes de points auront toujours des directions fondamen- 
tales, et les points coniques en auront, si les cOnes tangents sont doués 
de génératrices doubles et cuspidales non-tangentes 4 la courbe double 
, et a la courbe cuspidale. Comme nous n’avons pas eu égard, dans la 
déduction de nos formules, 4 des directions fondamentales, nous devons 
supposer qu'il n’y en ait sur aucune des deux surfaces, ou que 









jrj=r—71=0, 































46 H. G. Zeuruen. 





et que, pour tout point conique et pour tout plan tangent le long 
dune courbe de [F'], de 


n=€=0 et f¥—f’—0, 


? 
d'or x=v ec cr—v. 





La courbe correspondant 4 un point conique est celle le long de la- tic 
quelle le plan correspondant est tangent a la surface réciproque, de x 
facon que pour tous ces points et plans (I 
er. te? ee ee eT 0 
On aura encore re 
s=4@, be 
bi2=@, bo,1 = @, 
1,26, (21= 6. ” 
L’équation [I,] nous donnera alors, si l’on y remplace 3”’— c’ par la (1 
quantité 3a— x, qui y est égale (équation réciproque i la 3me équa- 
tion (II) de lintroduction du précédent article): 0 
a(n—2)=x+e4+26+42[u(u—2], ’ 
qui est la lre équation (VIII) du précédent article. a 
L’équation [I,] donne l’équation réciproque. 
Nos deux autres équations, [II] et [III], nous donnent (comme 
a=) les résultats suivants 
(13) 2n+r—2e+ 2 (wu) = 2n+ 7—2e+4 Jv), p 
24n+ 6+ 3r— 16c+ 26+ 2 (382+ 32) 
(14) hn + 4 Br — 1664-204 F304 32). - 
On ne peut déduire ces résultats-ci des équations qui sont indiquées 
dans Vintroduction du précédent article et des équations réciproques, e 
mais bien |’équation suivante qu’on trouve en soustrayant les deux 
membres de (14) de ceux de l’équation (13) aprés avoir maultiplié ces ( 
derniers par 6: ts 
—12n+3r+4c—p—26+4 2 (6u—32—32)— ° 
(5) - 12n'+ 8974 4¢— p—20'+ (6p —32'— 32). 
L’une des deux équations (13) et (14) peut remplacer l’une des deux ( 
équations que nous avons negligées dans lintroduction du précédent 
article. | 
Au lieu de déduire l’équation (15) des équations du précédent ar- : a 


ticle, au nombre desquelles se trouve l’équation i’ i, on peut faire 
usage de l’équation ‘15), trouvée ici par une autre voie, pour démon- 
trer*) que i’= i. 


*) Voir le n° 11, du précédent article. 
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En effet, on trouve au moyen de la premiére équation (II) *) et 


g 
de l’équation (IV) 
e.n(n—1)=ac+2be+3c+3r+6h+96. 
En en soustrayant la derniére équation (IX) et la derniere équa- 
_ tion (VIII) aprés avoir multiplié celle-ci par quatre, on trouve (comme 


le gq f=) 
(16) e+3r—6—56+2i—2(2)+ 227) =0. 
On déduit, de la méme maniére, de la premiére équation (II), de 
Yéquation réciproque 4 la deuxitme équation (II) et des premiéres 
équations (VIII) et (IX): 

—a+n—zx+6+ 2(2)=—0, 
ou bien, comme 

x=c-+3a—3m [équation réciproque 4 la 3me (ID)], 
(17) 4n°X—4a—ce+o6+ 2(z2)=0. 
On voit, au moyen des équations (16) et (17) et des équations réci- 
proques (et de l’équation a’= a), que les quantités 
e+3r—B —56+ 21— 2(e¢+ 20) 
et —4nte+o4+ 5(2) 
sont égales aux quantités réciproques qu’on forme en substituant les 
lettres accentuées aux lettres non-accentuées. La quantité 
— 12n+4ce¢+3r—6—26+4 214+ 2(24—2—20), 
qui en est composée, satisfait donc ’ la méme condition. 
La méme chose a lieu, selon I’équation (15), par rapport a la 

quantité 
; —12n+4ce+3r—6 —26+ Z2(6u —-3e—32), 
et, par conséquent, aussi par rapport a 

2i+ V(6xe —G6u+22—2v). 
Or on a pour chaque point conique de [7’] et pour chaque plan tan- 
geut & [F'] le long d'une courbe [2™ équation (VII)] 

v=2+3e—3u, 
v=¢+3a—3y3 

(car, dans le cas actuel, oh 4 =O et od lon doit regarder séparément 
une nappe passant par un point conique formé par d’autres nappes, 
le cdne tangent & un point conique ne peut étre composé de parties 
: au nombre desquelles il y a des plans). Done 





i=i. 

*) Les formules de l’introduction du précédent article sont, dans cette dé- 
monstration, les seules qui sont marquées de chiffres romains. — 

Nous suivons, dans la déduction des équations (16) et (17), des caleuls faits 

par M. Cayley. Phil. Trans. 1869, pp. 203 et 227. 
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Addition sur la représentation @une surface sur un plan 
multiple. 


On peut appliquer les mémes procédés dont nous avons fait usage 
dans ce mémoire, & la recherche des propriétés de deux surfaces dont 
les points se correspondent d’une maniére multiple. Nous nous con- 
tenterons ici de nous occuper de la représentation d’une surface sur 
un plan multiple, disons N-tuple. Dans ce cas, 4 chaque point de 
la surface correspond un seul point d’un plan, mais & un point du 
plan correspondent N points de la surface. Pour les points d’une cer- 
taine courbe du plan, la cowrbe de liaison (Uebergangscurve), deux 
de ces N points coincident. On voit que cette courbe jouera le méme 
role que, dans ce qui précede, la courbe de contact d’un cone circon- 
serit ou la courbe cuspidale, et nous désignerous son ordre par A, sa 
classe par N’ et le nombre de ses tangentes stationnaires par C’. Le 
plan multiple peut contenir des points fondamentaux: l’ordre uw d’un 
de ces points fondamentaux indique le nombre de nappes du plan mul- 
tiple qui contribuent 4 le former [les points des (N — uw) autres nap- 
pes qui coincident avec le point fondamental ont pour correspondants 
(N — pw) points isolés de la surface], et la classe v indique le nombre 
des branches de la courbe de liaison qui passent par le point. 

Si nous supposons que c’est la surface |/,| qui se réduit 4 un 
plan multiple, nous aurons, en faisant l’usage ordinaire des indices 1 
et 2 et de la notation s, les équations 
[1] 3N —A+s (n, —4) — y1,2 — 2 [m1 2 (U, — 2)] —bi 2—24,.=—0 
[2] my — 2a, + 3n, +7, —2¢e, +24, +2 [4 +1 +2 6)] 

= N’—2A43N+ 2(u) 
. Pr 12a, + 24n, + B, + 37, — 15¢, +26, + 6y, 
3] ) 4 se, + 32, + 2n, +46) —C'—12A+24N+4 2(3>,), 
qu’on prouve comme les équations analogues [I,|, [II] et [III]. Dans 
la démonstration de [1] on fait usage de l’équation suivante, que j'ai 
prouvée dans les ,,Mathematische Annalen“ 3. Bd. p. 324, 
[4| 2(P—1)=—=A—2N, 
ot P est le genre de la courbe de [/';] qui correspond & une section 
plane du plan multiple. (On pourrait appeler P le genre de cette 
section qui est une droite multiple. L’analogie de l’équation .[4| avec 
léquation (1) dans le n° 1 est alors évidente.) 

En appliquant au cas actuel les mémes procédés qui donnent 
Yéquation [],], on voit qu’il faut remplacer, dans cette équation, 


(s(n, — 1) — 2 [pe 1 (H, — 1)) — b21— 38 C2, 1) + C21 
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par ordre A, , de la courbe qui sur [F’] correspond & la courbe de 
liaison. On trouve ainsi 
[5] Ay, =a, +e, —3n, +38 — Z (ue 1). 

Pour compléter ces résultats nous placerons ici l’équation géné- 

rale dont l’équation [4] est un cas particulier: 
A=2(P2,;—1)—2N(P,—1), 

oi P, est le genre d’une courbe dans le plan d’image pénétrant toutes 

ses N nappes, et P2,; celui. de la courbe correspondante. Cette équa- 

tion est prouvée 4 l’endroit cité. 

M. Clebsch a appliqué la représentation sur un plan double a 
la recherche des propriétés dune surface du cinquiéme ordre douce 
dune courbe double du quatriéme ordre de la premiére espéce.*) Cette 
surface a les nombres caractéristiques : 

m=5, a=ml2, c=r=6=71=h=—0 
n=20, ¢=48. 

Dans la représentation de cette surface sur un plan double dont 
M. Clebsch fait usage on a 

N=?2, s=5, A=6, N=i6é, C=, 
bem=8, 44:27, P=?2. 
Il y a sur la surface trois points fondamentaux simples, auxquels 
correspondent des droites (u, = 1, u:,2= 1). Dans le plan il y a 
deux points fondamentaux: on a 
.pour l’un fo = 2, v=4, w1=—3, 
pour autre wp, =2, »,=2, be1—2. 

Ces quantités satisfont aux équations [1] — [5], qui pourraient aider 
i les trouver. — 

Nous proposons comme exercice l’application de nos formules i 
la question suivante: 

Qu’on représente une surface du sixiéme ordre, douée de deux droites 
doubles qui ne se rencontrent pas, sur un plan double en projetant 
tous ses points sur le plan par des droites qui rencontrent les droites 
doubles; quelles seront alors les propriétés de limage, et quelles pro- 
priétés de la surface peut on trouver au moyen de cette représen- 
tation ? 

Quant 4 la solution de ces questions je me suis borné, moi-méme, 
i la détermination des nombres qui entrent dans mes formules. 


*) Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen 15. Bd. 


Copenhague, Février 1871. 
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Ueber diejenigen ebenen Curven, welche durch ein 
geschlossenes System von einfach unendlich vielen*) ver- 
tauschbaren linearen Transformationen in ‘sich tibergehen. 


Von Fextrx Kiew in Girrincen und Sopnus Lie in Curisriania. 


In dem nachstehenden Aufsatze wird eine geometrische Schluss- 
weise mit Consequenz angewandt werden, die wir, obwohl sie durch- 
aus nicht neu ist, gleich hier beim Eingange unserer Arbeit mit Be- 
stimmtheit bezeichnen wollen. 

Dieselbe findet bei der Untersuchung aller solecher geometrischer 
Gebilde ihre Stelle, bei welchen man Transformationen kennt, durch 
die sie in sich selbst iibergefiihrt werden. 

Sie lisst sich in dem allgemeinen Satze zusammen fassen: dass 
ein beliebiges anderes Gebilde, welches zu dem urspriinglichen in irgend 
einer durch die zugehirigen Transformationen unzerstirbaren Beziechung 
steht, durch diese Transformationen in solche Gebilde tibergeht, welche 
dieselbe Beziehung zu dem urspriinglichen haben**). 

Zum Beweise wende man auf beide Gebilde gleichzeitig diese 
Transformationen an; ihre gegenseitige Beziehung bleibt dabei, nach 
Voraussetzung, unveriindert dieselbe. Ob man aber auf beide Gebilde 
oder nur auf das hinzutretende die Transformationen anwendet, macht 
keinen Unterschied, weil ja das urspriingliche durch dieselben in sich 
iibergeht. Unser allgemeiner Satz ist also bewiesen. 

Wir betrachten nun diesen Satz in den einzelnen Fiillen, auf die 
er Anwendung findet, und geben ihm, wenn dies angeht, eine den 
speciellen Voraussetzungen entsprechende Form. 

Um dies voéllig klar zu stellen, folge hier ein modglichst einfach 
gewihltes Beispiel. 


*) Unter ,,einfach unendlich viel“ sei hier, wie auch immer im Folgenden, 
eine continuirliche Mannigfaltigkeit von einer Dimension verstanden. 

**) Diese Schlussweise ist seither wohl besonders bei kinematischen Unter- 
suchungen angewandt worden, vergl. Schell, Theorie der Bewegung und der 
Kriifte. Theil I, Cap. ILL. 
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Betrachten wir eine Schraubenlinie A. Dieselbe geht durch eine 
continuirliche Bewegung (die zugehérige Schraubenbewegung) in sich 
iiber. Hieraus schliesst man, dass der Ort der Mittelpunkte der 
Schmiegungskugeln eine Schraubenlinie ist, die mit A die Axe und 
die Héhe der Schraubengiinge gemein hat. Man construire niimlich 
in einem beliebigen Punkte von A die zugehérige Schmiegungskugel 
und deren Mittelpunkt. Wenn man auf das so gebildete System die 
zu A gehérigen Bewegungen anwendet, so bleibt A selbst unveriindert, 
wiihrend die Schmiegungskugel in die Schmiegungskugel in einem an- 


er- deren Punkte von A, ihr Mittelpunkt in den Mittelpunkt dieser Kugel 
en. iibergegangen ist: da Beriihrungs- und metrische Relationen bei der 


Bewegung unveriindert bleiben. Man erhilt also die Mittelpunkte aller 
Schmiegungskugeln, wenn man einen auswihlt und auf ihn die zu A 
gehérige Schraubenbewegung anwendet, was der zu beweisende Satz ist. 

Die hiermit dargelegte Schlussweise erscheint um so fruchtbarer, 





a je einfacher die Transformationen, durch welche das _ urspriingliche 
-- % Gebilde in sich iibergeht, an sich und in ihrer gegenseitigen Beziehung 
Be- sind, so wie, je grosser ihre Zahl ist. 

} Zwei Arbeiten, in denen wir von dieser Schlussweise als Hilfs- 
al mittel Gebrauch machten, waren geeignet, uns ihre Fruchtbarkeit in 
arch sdlehen Fallen zu zeigen. 

” In der einen Arbeit*) behandelte der eine von uns (Lie) den 
lass Linien-Complex, dessen Linien ein festes Tetraeder nach constantem 
pond Doppelverhiltnisse schneiden. Kin derartiger Complex geht durch die 
fied dreifach unendlich vielen linearen Transformationen, welche sein festes 
lche Tetraeder unveriindert lassen, in sich selbst tiber. Von dieser fun- 
‘ damentalen Kigenschaft ausgehend liessen sich nun eine Reihe weiterer 
Hose Kigenthiimlichkeiten desselben unmittelbar ableiten. Uebrigens werden 
rach wir eine aus dieser Arbeit entstandene gemeinsame ausfiihrlichere Arbeit 
— bei einer niichsten Gelegenheit in dieser Zeitschrift veréffentlichen. 
on ; In der anderen Arbeit**) betrachtete der andere von uns (Klein) 
_— insonderheit die Kummer’sche Fliche 4. Gerades mit 16 Knoten- 
sila punkten. Die Untersuchungsmethode ging davon aus, dass diese Fliiche 
oo durch 16 lineare und 16 reciproke Transformationen, welche unter 
den einander vertauschbar sind, in sich selbst iibergeht. Diese Transfor- 

mationen lassen sich — was iibrigens hier nicht in Betracht kommt -— 
— durch den Uebergang von Punkt- und Ebenen-Coordinaten zu Linien- 

Coordinaten im Raume in sehr einfacher Weise untersuchen; ist das 

geschehen, so erhilt man, gemiiss der auseinandergesetzten Schluss- 
nden, 3 weise, eine Reihe weiterer Higenschaften der Kummer’schen Fiche. 
Inter- 4 *) Ueber die Reciprocitiits-Verhiiltnisse des Reye’schen Complexes. Gitt. 


| der F Nachrichten 1870, 2. 
**) Zur Theorie der Complexe des ersten und zweiten Grades. Math, Ann. II, 3. 
4% 








Feurx Krew und Sornvs Lie. 
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Hiernach Jag es uns nahe, iiberhaupt soleche geometrische Gebilde 
aufzusuchen, welche durch méglichst einfache und méglichst viele 
Transformationen in sich iibergehen, und nachzusehen, welche EKigen- 
schaften solche Gebilde gemiiss der in Rede stehenden Schlussweise 
besitzen. 

Ankniipfend an die genannte Arbeit iiber den Linien- Complex, 
dessen Gerade ein festes Tetraeder nach constantem Doppelverhiiltnisse 
schneiden, wandten wir unsere Aufmerksamkeit solchen Curven und 
Fliichen zu, welche durch geschlossene Systeme von einfach bez. zwei- 
fach unendlich vielen unter sich vertauschbaren linearen Transforma- 
tionen in sich iibergehen. So entstand ein gemeinsamer Aufsatz, der 
unter dem Titel: Sur une certaine famille de courbes et de 
surfaces in den Comptes Rendus des vergangenen Jahres (6. und 
13. Juni) erschienen ist. F 

In der gegenwirtigen Abhandlung wollen wir nun den Inhalt 
dieser Arbeit, soweit er sich auf ebene Curven bezieht, ausfiihrlicher 
darlegen. Indem wir uns auf die Betrachtung ebener Curven be- 
schrinken, wird es méglich sein, der Darstellung eine abgerundetere 
Form zu geben, als dies bei Zuziehung der betreffenden riiumlichen 
Gebilde bei deren grosser Mannigfaltigkeit gelingen will, ohne dass 
. wir desswegen auf die Auseinandersetzung der allgemeinen Gesichts- 
punkte zu verzichten brauchten, welche bei der Untersuchung solcher 
Gebilde in Betracht kommen. 

Nur einen Punkt der allgemeinen Theorie, zu dessen Discussion 
man bei der Untersuchung der genannten ebenen Curven keine rechte 
Veranlassung hat, wollen wir, abgetrennt von dem Uebrigen, in einem 
besonderen Paragraphen (§ 7) behandelu. Derselbe betrifft die Inte- 
gration solcher Differentialgleichungen erster Ordnung mit 2 Variabeln, 
die durch unendlich viele Transformationen in sich iibergehen. Man 
kann dieselbe immer auf die Integration einer anderen Differential- 
gleichung zuriickfiihren, die einzig von der Art der unendlich vielen 
Transformationen abhingt. 

Die Darstellung der in den Kreis unserer Betrachtung fallenden 
riiumlichen Verhiiltnisse haben wir aus genannten Griinden hier aus- 
geschlossen; wir hoffen indessen, bei einer niichsten Gelegenheit eine 
solche geben zu kénnen. Dabei wiirde es sich weniger um die Erle- 
digung principieller 'ragen handeln, als vielmehr darum, die Frucht- 
barkeit der in dem gegenwiirtigen Aufsatze entwickelten Gesichtspunkte 
an dem reicheren Material, welches die Raum-Geometrie bietet, dar- 
zulegen. 

Gegenstand der nachstehenden Untersuchung sind also dicjenigen 
ebenen Curven, welche durch ein geschlossenes System von einfach un- 
endlich vielen unter sich vertauschbaren linearen Transformationen in 
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sich tibergehen*). Wir werden fiir diese Curven eine beliebig zu er- 
weiternde Reihe von Kigenschaften ableiten; insbesondere werden wir 
zeigen, dass dieselben durch unendlich viele geometrische Verwandt- 
schaften in sich iibergehen. Wir legen iibrigens auf diese Entwicke- 
lungen nur insofern Werth, als wir zu denselben einzig und allein 
vermige Raisonnements gelangen und nicht nur die Richtigheit der Re- 
sultate, sondern die innere Nothwendighcit derselben cinschen. 

Wir beginnen damit, dass wir die verschiedenen in den Kreis 
unserer Betrachtung fallenden Curven aufziihlen. Unter diesen Curven 
findet sich insbesondere, wie hier gleich angefiihrt sein soll, die loga- 
rithmische Spirale. Die bekannte merkwiirdige Eigenschaft dieser Curve: 
dass sie durch eine Anzahl einfacher Operationen in eine Curve der- 
selben Art iibergefiihrt wird**), subsumirt sich unter allgemeinere Eigen- 
schaften der von uns betrachteten Curven. Gleichzeitig ergeben sich 
eine Reihe bis jetzt, wie es scheint, nicht bemerkter Eigenschaften 
der logarithmischen Spirale. Man kann wohl durch die von uns an- 
gewandte Schlussweise die Theorie der logarithmischen Spirale auf 
ihren einfachsten Ausdruck zuriickfiihren. 

Ks mag ferner noch die folgende Bemerkung hier ihre Stelle finden. 


Die Betrachtungen tiber geschlossene Systeme vertauschbarer linearer 
Transformationen, wie sie im Folgenden vorkommen werden, - haben 
eine intime Beziehung zu Untersuchungen, welche in der Theorie der 
Substitutionen und damit zusammenhiingend in der Theorie der alge- 
braischen Gleichungen auftreten***). Indess findet ein durchgreifender 
Unterschied Statt zwischen der Form, unter der diese Probleme in den 
genannten Disciplinen und unter der sie hier auftreten, naimlich der, 
dass in jenen immer von discret veriinderlichen, hier von continuirlich 
veriinderlichen Gréssen die Rede ist. Dadurch vereinfachen sich im 
vorliegenden Falle die zu lésenden Fragen in hohem Grade. Vielleicht 
ist es fiir die Durechfiihrung der complicirteren Betrachtungen, welche 
bei discreten Variabeln néthig werden, richtig, dieselben zuerst, in 
einer ihnlichen Weise, wie dies nachstehend geschieht, fiir continuir- 


*) Die hier gegebene und auch in der Ueberschrift zu Grunde gelegte Defi- 
nition der in Betracht kommenden Curven ist mit der scheinbar. weiteren gleich- 
bedeutend: Curven, welche durch einfach unendlich viele lineare Transformationen 
in sich tibergehen. Es liegt dies daran, dass Curven Mannigfaltigkeiten von einer 
Dimension vorstellen (vergl. § 1. n. 4, Note). Wir haben vorgezogen, die Definition 
in der gewihlten Form zu geben, weil sie in derselben auf die unseren Curven 
analogen Mannigfaltigkeiten von mehr Dimensionen ausgedehnt werden kann. 

**) Vergl. hierzu insbesondere den Artikel ,,Spirale“ in Kliigel’s mathe- 
matischem Worterbuch. 

***) Cf, Serret, Traité d’Algébre Supérieure. +t. II, 4. und Camille Jor- 
dan, Traité des Substitutions et des Equations Algébriques. t. I, Il, 2. 
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liche Veriinderliche zu behandeln und erst hinterher die Variabilitiit 
der Veriinderlichen zu beschrinken. 


§. 1. 
Einfach unendliche, geschlossene Systeme von vertauschbaren 
linearen Transformationen. W-Curven. 

1. Von linearen Transformationen in der Ebene giebt es bekannt- 
lich fiinf Classen. 

Bei Transformationen der ersten Classe bleiben die 3 Ecken und 
die 3 Seiten eines bestimmten Dreiecks (des Fundamentaldreiecks) unver- 
indert, die iibrigen Punkte und Geraden der Ebene veriindern ihre Lage. 
Eine Seite des Dreiecks mag unendlich weit riicken, die anderen sollen 
bez. mit der X- und Y-Axe zusammenfallen*). Dann ist eine solche 
Transformation dargestellt durch: 

“=arz, 
(1) 
y = by, 
wobei @ und b zwei verschiedene Constante bedeuten. 

Die Transformationen der zweiten und dritten Classe lassen sich 
als Granzfall der Transformationen erster Classe ansehen. Die 
Transformationen zweiter Classe sind dadurch characterisirt, dass fiir 
sie zwei der Ecken und zwei der Seiten des Fundamentaldreiecks bez. 
zusammenfallen; bei denen dritter Classe fallen siimmtliche Seiten und 
bez. simmtliche Ecken des Fundamentaldreiecks zusammen. Diejenige 
gerade Linie, in welche fiir die Transformationen zweiter Classe zwei 
Seiten des Fundamentaldreiecks zusammenfallen, mag unendlich weit 
riicken; die dritte Seite des Dreiecks werde zur X-Axe gewihlt. Die 
Y-Axe sei eine beliebige Gerade, welche durch den isolirten dritten 
Eckpunkt des Dreiecks geht. So ist die Transformation durch die 
Formel gegeben: 

“=ax, 


@) y=y+b. 

Bei den Transformationen dritter Classe soll die Gerade, in welche 
die 3 Seiten des Fundamentaldreiecks zusammenfallen, wnendlich weit 
riicken. Die X-Axe enthalte den Punkt, in welchen die 3 Eckpunkte 
des Dreiecks zusammengeriickt sind; die Y-Axe sei eine beliebige Ge- 
rade. Dann hat die Transformation die Form: 


, 





*) Wenn wir von einer besonderen Lage des Fundamentaldreiecks und von 
nicht homogenen Coordinaten Gebrauch machen, so geschieht dies, weil sich dann 
die geometrischen Beziehungen, welche wir betrachten miissen, besser bezeichnen 
und die Formeln, welche vorkommen, kiirzer schreiben lassen. Wir verstehen diese 
Ausdrucksweise immer allgemein: d. h. nicht nur in Beziehung auf die besondere, 
sondern in Beziehung auf eine beliebige Annahme des Fundamentaldreiecks und 
der Coordinaten. 
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_ e=an+ta, 
©) y=y+tax+b. 

Die Transformationen der vierten Classe sind die sogenanuten per- 
spectivischen. Bei ihnen bleibt ein isolirter Punkt (Centrum der Per- 
spectivitiit) und eine Punktreihe (Axe der Perspectivitét) und in Folge 
dessen eine isolirte gerade Linie (die Axe) und ein Biischel gerader 
Linien (diejenigen die durch das Centrum gehen) unveriindert. Solche 
Transformationen werden durch (1) dargestellt, wenn entweder a = b, 
oder eine der beiden Gréssen = 1. Unter Zugrundelegung der ersten 
Annahme haben wir also fiir Transformationen der vierten Classe: 


, 


== az, 
(4) y = ay. 

Die Transformationen der /fiinften Classe sind als ein Grinzfall 
derer vierter Classe anzusehen. Sie entstehen aus diesen, indem das 
Centrum der Perspectivitiit auf die Axe derselben riickt. Nehmen 
wir die Axe unendlich weit, die X- und Y-Axe beliebig, so hat man 
fiir diese Transformationen die Formel: 

7 “=ue+a, 

9) y=ytb. 

Bei der gewiihlten Coordinatenbestimmung kommt die Transformation 
auf eine Translation der Ebene hinaus. 

Wegen seiner ausgezeichneten metrischen Kigenschaften mag hier 
noch ein besonderer Fall der Transformationen erster Classe hervor- 
gehoben sein. Derselbe entspricht der Annahme, dass zwei der Ecken 
des Fundamentaldreiecks mit den unendlich weit entfernten imaginiren 
Kreispunkten zusammenfallen. Alsdann besteht die Transformation 
in einer Rotation der Ebene um den dritten Eckpunkt des Fundamental- 
dreiecks und einer ihrer Liinge proportionalen Vergrésserung (oder 
Verkleinerung) der von diesem Eckpunkte ausgehenden Radiivectores. 

2. Man wende nun eine jede der Transformationen (1)... (5) 
Amal hinter einander an. So erhalt man eine Transformation, welche 
dieselben Elemente der Ebene unveriindert liisst, wie die urspriingliche. 
Dieselbe ist in den 5 Fallen bez. durch die nachstehenden fiinf Glei- 
chungen gegeben: 


:' aa a2, ” Sumas, TI a=a+aa, 
" y=dy, " ysyt+di, " y=ytaha+ba 
9 A(A—1) 
a qe. 1G ? 
ay. x=a'x, g=x“2+ai, 


y=ay, Ve my tba. 
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Nun fasse man 4 nicht mehr als eine gegebene Zahl, sondern als 
einen continuirlich veriinderlichen Parameter auf. Dann stellen die 
Gleichungen I ...V Systeme von einfach unendlich vielen linearen 
Transformationen dar, welche die folgenden Eigenschaften haben: 

Zwei beliebige Transformationen des Systems geben, hinter einander 
angewandt, unabhingig von ihrer Reihenfolge, dieselbe neue Trans- 
formation. 

Diese neue Transformation ist selbst eine Transformation des Systems. 

Mit Riicksicht auf die erste EKigenschaft heissen die Transforma- 
tionen des Systems vertauschbar, mit Bezug auf die zweite*) heisst 
das System geschlossen**). 

3. Unter den Transformationen der Systeme I1...V_ findet sich 
jedesmal eine, welche wir als die wnendlich kleine Transformation des 
Systems bezeichnen, insofern sie ~, y in solche wz’, y’ iiberfiihrt, die 
sich von den 2, y nur um unendlich kleine Gréssen unterscheiden. 
Man erhiilt diese unendlich kleinen Transformationen, wenn man in 
1...V A unendlich klein, also etwa = dd, nimmt. Beispielsweise findet 
man fiir I: 

“e=«x+loga.dia.x, 

(6) y=y+logb.dia.y, 
und fiir V: 

° a=ata.da, 
y=y+b.da. 
Man kann sich die Systeme I...V durch unendlich-malige Wieder- 
holung der betreffenden unendlich kleinen Transformation entstanden 
denken. 

Es ist nun auch umgekehrt klar, dass es keine weiteren Systeme 
einfach unendlich vieler linearer Transformationen geben kann, die 
die in n. 2. genannten beiden Eigenschaften besitzen, als die aufge- 
stellten I....V. Denn ein derartiges System muss alle Transfor- 
mationen enthalten, welche sich aus einer beliebigen Transformation 
desselben durch Wiederholung ergeben. Man wiihle nun die in dem 
Systeme enthaltene unendlich kleine Transformation. Dieselbe gehért 
entweder der Classe (1) oder (2).... oder (5) an und fiihrt bei un- 


(7) 


*) Im vorliegenden Falle ist die erste Eigenschaft nothwendig vorhanden, 
wenn die zweite erfiillt ist. Es ist dies aber nur dem Umstande zuzuschreiben, 
dass wir Systeme mit nur einfach unendlich vielen linearen Transformationen be- 
trachten. Beispielsweise bilden die dreifach unendlich vielen linearen Transfor- 
mationen, die einen Kegelschnitt unveriindert lassen, auch ein geschlossenes Sy- 
stem; aber vertauschbar sind die ‘lransformationen dieses Systems nicht. 

**) Der Ausdruck ,,ein geschlossenes System von Transformationen“ entspricht 
also ganz dem, was man in der Theorie der Substitutionen als ,,eine Gruppe von 
Substitutionen“ zu bezeichnen pflegt. 
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> 2 endlich oft wiederholter Anwendung zu einem der Systeme I oder 

J Il.....oder V mit Nothwendigkeit hin. 

L 4. Wir fragen nun nach solchen Curven, welche durch die Trans- 
formationen der Systeme I... V in sich tibergehen. 

; Zuvorderst ist klar, dass es solche Curven giebt. Man transponire 


: niimlich einen in der Ebene beliebig angenommenen Punkt p durch 
alle Transformationen eines der Systeme. Dann beschreibt er eine 
Curve, welche, mit Bezug auf dieses System, die verlangte HKigen- 
schaft hat. Zum Beweise sei g ein beliebiger Punkt der Curve. Man 


; wende auf ihn irgend eine Transformation des Systems an. So geht 

er in einen Punkt iiber, in den p iibergeht, wenn man p zuniichst 
] durch eine passende Transformation des Systems in q iiberfiihrt und 
; alsdann auf p die betreffende Transformation anwendet. Zwei Trans- 
formationen des Systems hinter einander angewandt geben aber eine 


neue Transformation des Systems; p geht also, und mithin auch gq, 
| in einen Punkt der Curve iiber. Bei einer beliebigen Transformation 
des Systems geht also die Gesammtheit der Punkte der Curve in die 
Gesammtheit derselben Punkte, mit anderen Worten, die Curve in sich 
selbst iiber, w. z. b. 

Die hiermit definirten Curven werden wir im Folgenden, der 
-Kiirze wegen, mit einem Buchstaben, als Curven W bezeichnen*). 

W-Curveh, welche durch dieselben Transformationen in sich iiber- 
gehen, nennen wir W-Curven eines Systems. Von W-Curven eines 
Systems giebt es einfach unendlich viele. Wendet man niimlich auf 
alle (zweifach unendlich vielen) Punkte der Ebene die Transformationen 
eines Systems an, so beschreibt jeder eine demselben angehdrige W- 
, Curve; aber von diesen Curven sind, nach der vorstehenden Ausein- 
, andersetzung, jedesmal einfach unendlich viele identisch, nimlich alle 
diejenigen, die aus Punkten einer selben dem System angehorigen 
W-Curve hervorgehen. 

Es sei hier gleich angefiihrt, dass die Herren Clebsch und Gor- 
dan in einem gemeinsamen Aufsatze in diesen Annalen (Zur Theorie 
der terniren Formen mit contragredienten Variabeln. t. I, 3.) eben 


*) Wenn iiberhaupt ein geometrisches Gebilde durch eine Transformation in 
sich tibergeht, so geht es selbstverstiindlicher Weise auch in sich iiber durch jede 
Transformation, welche aus der einen durch Wiederholung entsteht. Gesetzt nun, 
cine Curve gehe durch unendlich viele lineare Transformationen in sich iiber. 
Unter denselben findet sich eine unendlich kleine. Durch unendlichmalige Wieder- 
holung derselben entsteht eins der Systeme I...V. Durch alle Transformationen 
des Systems geht die Curve in sich selbst iiber; mit anderen Worten, sie ist eine 





von den im Texte betrachteten Curven. Hieraus folgt, was schon in der Einlei- 
tung gesagt wurde: dass fiir diese Curven auch die scheinbar weitere Definition 
gilt: diejenigen Curven, welche durch einfach unendlich viele lineare Transfor- 
mationen in sich iibergehen. 
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die hier zu untersuchenden W-Curven betrachtet haben, nur unter 
anderen Gesichtspunkten, als die sind, von denen wir hier ausgehen. 
Bei ihnen tritt die Curve nur beiliiufig auf, als geometrischer Ort fiir 
einen Punkt, der durch wiederholte Anwendung derselben linearen 
Transformation transponirt wird, und die Untersuchung dreht sich 
darum, welche speciellen Eigenschaften die sc erzeugte Punktreihe fiir 
besondere Annahmen der Constanten (Invarianten) der betreffenden 
lmearen Transformation hat. 

5, Fiir die W-Curven erhalten wir, dem entsprechend, dass man 
sich die Transformationen des zugehérigen Systems durch Wieder- 
holung einer unendlich kleinen entstanden denken kann, noch eine 
zweite Definition. Wir wollen dabei von der Betrachtung des Systems 
I. ausgehen. Die in demselben enthaltene unendlich kleine Trans- 
formation (6) fiihrt einen Punkt x, y in einen benachbarten Punkt 
x2+dxz, y+ dy iiber, wobei offenbar: 

dzx=loga.dia.u, 

dy=log b.da.y, 
Hieraus folgt: 
(9) 
und dieses ist eine Differentialgleichung, als deren Integrale die W-Cur- 
ven des Systems erscheinen. 

Auf ganz ahnliche Weise wird man zu Differentialgleichungen 
’ fiir die W-Curven der Systeme II...V_ gefiihrt. Dieselben haben 
die Gestalt: dx: dy = p:q, wo p, q zwei ganze lineare Functionen 
von x und y bezeichnen. Wiirde man in diese Differentialgleichung 
statt « und y irgend drei homogene Coordinaten &, 4, € einfiihren, 
welche sich auf ein beliebig gewihltes Coordinatendreieck beziehen, 
so wiirde sie die allgemeinere Form annehmen: d§:dy:d§=p:q:7r, 
wo p, q, r jetzt homogene lineare Functionen von &, y, € sind. 

Andererseits ist klar, dass jede solche Differentialgleichung die 
W-Curven eines Systems zu Integralen hat. Eine solche Differential- 
gleichung sagt niimlich aus, dass gewisse gesuchte Curven durch eine 
gegebene unendlich kleine lineare Transformation in sich tibergehen*). 
Kine Curve, die dies thut, geht aber auch durch alle Transformationen 
des Systems, welches durch Wiederholung der unendlich kleinen Trans- 
formation entsteht, in sich iiber. Also: 

Die W-Curven lassen sich auch definiren als die Integrale der 
linearen Differentialgleichungen erster Ordnung: 


. a 2 
loga-x  logb-y? 


*) In ihnlicher Weise lisst sich jede Differentialgleichung auffassen. Die be- 
treffende unendlich kleine Transformation ist bei linearen Differentialgleichungen 
eindeutig, gehért also zu den sogenannten Cremona’schen Transformationen. 
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(iO). d&é:dy:d&=—p:q:r, 

wo p, q, ¥ homogene lineare Functionen von &, yn, & sind, und zwar 
sind die W-Curven eines Systems die Integrale desselben Systems von 
Differentialgleichungen. 

Die bekannte Umformung der Differentialgleichungen (10) auf eine 
canonische Form ist gleichbedeutend mit der Umformung der durch 
dieselbe ausgesprochenen unendlich kleinen linearen Transformation 
auf ihre canonische Form. 

6. Wir wenden uns dazu, die Gleichungen der W-Curven aufzu- 
stellen, insbesondere diejenigen sonst bekannten Curven aufzuzihlen, 
welche unter denselben enthalten sind. 

Allgemein erhalten wir die Gleichung der W-Curven, wenn wir 
aus der Gleichung des zugehérigen Transformationen-Systems I oder 
lI... oder V den Parameter 4 eliminiren und z, y als Anfangswerthe, 
x’, y als veriinderliche Gréssen betrachten. 

Um diese Elimination nach gleichférmiger Methode durchfiihren 
zu kénnen, bemerken wir, dass sich die Systeme 1, II, II], IV in der 
folgenden Weise schreiben lassen, die der Form entspricht, welche 
das System V von vorne herein hat: 


log a’ = log «+ Ad log « = log x + Aad 


iF 


log y = log y+ Ba : y= ytBa 
m1 a oe a+ Aa , loga=—lgx+Aa 
" (a? — 2y'/) = (@ — 2y)+ Ba " logy =logy+ Ad. 


Fiir die vorkommenden Constanten haben wir kurz A, B geschrieben, 
da es auf die Ausdriicke derselben in den friiheren Constanten a, b 
nicht ankommt. 

Kiigen wir noch die urspriingliche Gleichung des Systems V hinzu, 
indem wir in derselben statt a, b auch A, B schreiben, also: 
v= 2 ot Aa 
y =y+ Bi. 
Eliminirt man nun zwischen den beiden Gleichungen jedes Systems 4, 
so erhilt man die Gleichungen der betreffenden W-Curven. Dieselben 
werden, indem man noch statt x, y bez. 2), yy) schreibt und bei 2’, y 
die Accente fortlisst: 


T 


I. B(log x — log 1) = A(log y — log y) , 





Il. B(logx—loga)—A( yr Yo) 

(1) 40 BC 2— —%)—Al(a? —2y) — (a? — 2y)], 
| IV. logx—lgxz = lgy—lgy, 
Vv. BO t£- %)=AC ¥—  w)- 


Statt I und IV mégen wir noch schreiben: 
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(12) 


7. Wir nennen kurz einige in den Gleichungen (11), (12) ent- 
haltene bekanntere Curven. 

Zuniichst die Gleichung (11, V.) stellt gerade Linien dar und zwar 
bei festem A: B gerade Linien derselben Richtung. Man sieht an 
diesem einfachsten Beispiel deutlich, wie die Curven W eines Systems 
durch die zugehdrigen linearen Transformationen in sich iibergehen. 
Die zugehérigen linearen Transformationen bestehen im vorliegenden 
Falle in gleichgerichteten Translationen der Ebene, dabei verschieben 
sich die parallelen Geraden, welche dieselbe Richtung haben, in sich 
selbst. 


Uebrigens geht aus dieser geometrischen Vorstellung hervor, dass 
man nicht nur diese Linien, sondern auch die unendlich weit liegenden 
Punkte als W-Curven des Systems V. anzusehen hat. Denn dieselben 
gehen durch die Transformationen des Systems auch in sich selbst 
iiber. An und fiir sich sind dieselben den Transformationen des Sy- 
stems V gegeniiber mit den geraden Linien, die durch dieselben ‘un- 
verindert bleiben, ganz gleichberechtigt. Sie entgehen nur der hier 
gewihlten analytischen Darstellung; hiitten wir statt Punkt-Coordi- 
naten Linien-Coordinaten gebraucht, so wiirden wir zunichst nur die 
Punkte und erst hinterher, durch Ueberlegung, die geraden Linien 
gefunden haben. Diese Bemerkung wird uns spiiter wiederholt ent- 
gegentreten (cf. n. 15.). 


Die Gleichung IV. stellt gerade Linien dar, welche durch den 
Coordinaten-Anfangspunkt (das Centrum der Perspectivitiit) gehen. 
Als W-Curven des Systems miissen wir ausser diesen geraden Linien 
auch noch die Punkte zihlen, welche unendlich weit liegen, d. h. der 
Axe der Perspectivitait angehéren. 

Gleichung (11, III.) stei!t Parabeln dar, deren Durchmesser zur 
X-Axe parallel sind. Diejenigen Parabeln, welche denselben Werthen von 
A, B mgehéren, d. h. also W-Curven desselben Systems sind, be- 
riihren sich in unendlicher Entfernung auf der X-Axe vierpunktig. 
Als W-Curven des Systems III. erhilt man also, allgemein zu reden, 
sich vierpunktig beriihrende Kegelschnitte. 

Die Gleichung (11, II.) stellt transscendente Curven dar von der 
Art der logarithmischen Linie: y = log z. 

Gleichung (11, I.) endlich umfasst zuniichst alle sogenannten 
Parabeln. Unter denselben finden sich, entsprechend einem rationalen 
Verhiltnisse von A: B unendlich viele algebraische Curven. 
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Setzt man insbesondere A—1, B=—1 oder A=1, B=2 
oder A = 2, B=1, so hat man Kegelschnitte. Dieselben gehen 
durch zwei Eckpunkte des Fundamentaldreiecks hindurch, indem sie 
in jedem die beziiglich dem anderen gegeniiberliegende Dreiecksseite 
beriihren *). 

Weiterhin findet man Curven dritter Ordnung mit Spitze u. s. w. 

Bei beliebiger Annahme von A und B finden sich unter den 
W-Curven des zugehérigen Systems die drei Seiten des Fundamental- 
dreiecks, und auch, in dem eben auseinandergesetzten Sinne, dessen 
drei Eckpunkte. 

Zu den W-Curven (11, I.) gehért namentlich auch die schon im 
Kingange erwihnte logarithmische Spirale. Man wird auf dieselbe ge- 
fiihrt, wenn man, wie dies schon in n. 1. geschah, das Fundamental- 
dreieck so particularisirt, dass zwei seiner Eckpunkte in die beiden 
unendlich weit entfernten imaginiren Kreispunkte hineinfallen. Die- 
jenigen logarithmischen Spiralen, welche mit den Radii vectores vom 
Pole gleiche Winkel bilden, sind W-Curven desselben Systems. Bei 
den linearen Transformationen, durch welche die logarithmische Spirale 
in sich selbst iibergeht, bleiben die Winkel unverindert, alle ebenen 
Figuren sich selbst iihnlich. 


§ 2. 
Einige Eigenschaften der W-Curven. 


8. Wir werden uns in diesem Paragraphen, in welchem wir be- 
absichtigen, die Anwendung der im Kingange erwiihnten Schlussweise 
auf die W-Curven als solche darzulegen, auf die Betrachtung der 
W-Curven des Systems I. beschriinken Die analogen Betrachtungen 
fiir die W-Curven der anderen Systeme wird man ohne Weiteres dem 
hier Vorgetragenen nachbilden kénnen. 

Wir beginnen mit zwei Beispielen. 

1. Beispiel. Denken wir uns mehrere demselben Systeme I. an- 
gehérige W-Curven gegeben und an eine derselben eine Tangente 
gezogen. Bei Anwendung der zugehérigen linearen Transformationen 
bleiben die Curven W selbst unveriindert, wihrend die Tangente nach 
und nach die Lage jeder anderen Tangente derselben Curve einnimmt. 
Dabei gehen der Beriihrungspunkt mit der einen W-Curve und die 
Schnittpunkte mit den anderen bez. in den Beriihrungspunkt und die 


*) Man hat hiernach den Satz: Kegelschnitte, welche sich in zwei Punkten 
beriihren, gehen durch dieselben einfach unendlich vielen linearen Transformationen 
in sich tiber. Riicken die beiden Beriihrungspunkte unendlich nahe, so ergiebt 
sich der im Texte unter III. genannte Fall der vierpunktig beriihrenden Kegel 
schnitte, 
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Schnittpunkte der neuen Tangente mit derselben Curve iiber. Hieraus 
der Satz: dass die Schnittpunkte mit dem Beriihrungspunkte eine Punkt- 
reihe bilden, die, fiir beliebige Lagen der Tangente, derselben Punkt- 
reihe projectivisch ist. — Da die 3 Seiten des Fundamentaldreiecks 
immer auch als W-Curven des gegebenen Systems zu betrachten sind, 
so folgt das Corollar: Das Doppelverhiltniss des Beriihrungspunktes 
einer Tangente einer W-Curve und ihrer drei Durchschnittspunkte mit 
den Seiten des Fundamentaldreiecks ist constant*). 

2. Beispiel. Sei eine Curve W gegeben. Man schneide dieselbe 
durch irgend eine gerade Linie a und construire in beliebigen » ihrer 
Schnittpunkte die Tangenten. Von den weiteren Schnittpunkten dieser 
n Tangenten mit der Curve liegen jedesmal n wieder auf einer geraden 
Linie. 

Zum Beweise heisse einer der Schnittpunkte der Linie a mit der 
gegebenen Curve 0, und einer der weiteren Schnittpunkte seiner Tan- 
gente mit der Curve p. Sei o’ ein zweiter Schnittpunkt von a mit 
der Curve. Bei der Transformation des Systems, welche o in o’ iiber- 
fiihrt, geht die Tangente in o in die Tangente in o’, der Schnittpunkt 
p in einen Schnittpunkt p’ der neuen Tangente iiber. Hiernach sind 
die Transformationen 0 — 0’, p — p’ dieselben. Man setze nun beide 
Transformationen mit der Transformation 0 — p zusammen. So ent- 
steht aus der ersten die Transformation 0 — p, aus der zweiten aber, 
indem man, was bei der Vertauschbarkeit der Transformationen ge- 
stattet ist, zuerst o’— p und dann p— yp’ anwendet, die Transfor- 
mation 0 —p’. Das heisst also: p geht aus o durch dieselbe Trans- 
formation des Systems hervor, durch welche p’ aus o’ hervorgeht. Zu 
den weiteren Schnittpunkten von a mit der Curve 0”, .... findet man 
auf dieselbe Weise Punkte p”, .... und dabei ist die Transformation 
0 — p =o — p’ immer gleich der Transformation o”— p”,..... Man 
wende nun auf a, welches die Punkte 0, o’, o”.... enthijlt, diese 
Transformation an. So geht a in eine neue gerade Linie iiber, welche 
Pp, p, p’.... enthilt. Damit ist unser Satz bewiesen. 


9. Die vorstehenden Siitze finden ihren Beweis beide in der von 
uns im Eingange auseinandergesetzten Schlussweise. Ausserdem be- 
nutzt der zweite Satz die Vertauschbarkeit der Transformationen 
unter sich. 

Um die beiden Siitze zu verallgemeinern, wollen wir hier die Art 
der Beziehungen, welche bei den zugehérigen Transformationen unver- 
iindert bleiben, niher definiren. Es sind dies alle im Sinne der neueren 


*) Fiir die Curven des Systems II. erschliesst man auf gleiche Weise die Con- 
stanz der Subtangente, was ja auch cin bekannter Satz jiber die logarithmische 
Linie ist. 
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Algebra covarianten Beziehungen zu dem von der W-Curve und dem 
Fundamentaldreiecke gebildeten Systeme. 

Von dieser Definition ausgehend kénnen wir in den beiden aufge- 
stellten Siitzen beispielsweise an Stelle der Tangente beliebige solche 
gerade Linien setzen, welche mit den 3 Verbindungslinien mit den 
Kcken des Fundamentaldreiecks ein constantes Doppelverhiiltniss be- 
stimmen*). Wir kénnen statt ihrer 2, 3, 4, Spunktig beriihrende 
Kegelschnitte setzen, welche bez. 3, 2, 1, 0 der Eckpunkte des Fun- 
damentaldreiecks enthalten**) oder 3, 2, 1, 0 der Seiten des Dreieks 
beriihren, u. s. w. 

In dem zweiten Satze kénnen wir die schneidende gerade Linie 
a durch eine beliebige Curve ersetzen; die Schnittpunkte p, p’, p”,.... 
liegen dann auf einer Curve, die aus dieser durch eine dem Systeme 
angehorige lineare Transformation entsteht, u. s. f. 


Es wird dies geniigen, um das Schluss-Princip vollig klar zu 
stellen; man sieht, wie man ohne weitere Betrachtungen eine unbe- 
griinzte Reihe von Higenschaften der W-Curven ableiten kann, und 
die einzige Frage, die man in dieser Richtung nur noch stellen kann, 
ist die: Welche dieser Eigenschaften sind besonders bemerkenswerth? 

10. Wir heben aus der Reihe solcher Eigenschaften zuniichst nur 
die folgenden heraus: 

Curven W eines Systems (und zu diesen gehéren immer die Seiten 
des Fundamentaldreiecks) kénnen sich nur in Kckpunkten des Fun- 
damentaldreiecks schneiden. (Wenn also W-Curven transscendent 
sind, sind sie es nicht in der Art, dass sie einen Theil der Ebene 
mit einem Netzwerk bedecken.) 


Curven W besitzen in keinem ihrer Punkte, ausser etwa in Eck- 
punkten des Fundamentaldreiecks, die sie enthalten, irgend eine 
Singularitiit. 

Jede im Sinne der neueren Algebra covariante Curve einer Curve 
W (Hesse’sche Curve ete.) ist eine Curve W desselben Systems. 

Wenn man auf eine beliebige Curve, die nur nicht selbst eine zu 
dem Fundamentaldreiecke gehérige Curve W sein soll, die zu einem 
W-Curven-Systeme gehérigen linearen Transformationen anwendet, 
so besteht die Umhiillungs-Curve der dadurch erzeugten Curvenreihe 
aus lauter Curven W des gegebenen Systems. 


*) In dem Falle der logarithmischen Spirale sind dies die unter constantem 
Winkel schneidenden Geraden. — Dass dieselben logarithmische Spiralen derselben 
Art umhiillen (caustica, diacaustica, evoluta), ist nach unserer Schlussweise selbst- 
verstiindlich und subsumirt sich unter den letzten Satz der n. 10. des Textes, 

**) Fiir die logarithmische Spirale gehéren hierher die Beriihrungskreise, 
welche den Pol enthalten, und die Kriimmungskreise. 
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— Besonders auf den letzten Satz machen wir aufmerksam, da 
wir ihn in der Folge benutzen werden. — 


Aufstellung solcher geschlossener Systeme vertauschbarer linearer 
Transformationen, welche die bisher behandelten umfassen. 


11. Wir legen uns jetzt die Frage vor, ob die einfach unendlichen 
geschlossenen Systeme von Transformationen I, Il, ...V noch in um- 
fassenderen (mindestens zweifach unendlichen) Systemen enthalten sind, 
die, gleich ihnen, die beiden Eigenscnaften der,n. 2. besitzen: dass 
die ihnen angehdérigen Transformationen unter einander vertauschbar 
sind- und mit eimander combinirt eine wieder dem Systeme angehidrige 
Transformation ergeben. Insonderheit fragen wir nach den umfassend- 
sten solchen Systemen, d. h. denjenigen, die nicht noch in weiteren 
Systemen gleicher Beschaffenheit enthalten sind. In unserem Falle, 
in welchem nur zwei Variable vorkommen, ergiebt sich, dass die um- 
fassendsten Systeme der gesuchten Beschaffenheit immer nur zweifach 
unendlich sind*), so dass es also zwischen den seither betrachteten 
einfach unendlichen und diesen umfassendsten keine Mittelstufe mehr 
giebt. 

12. Zum Zwecke der Aufstellung der hier in Rede stehenden Sy- 
steme betrachten wir zuniichst zwei ! -liebige lineare Transformationen, 
A und B. 


Damit dieselben vertauschbar siad. miissen die Elemente der Ebene, 
welche bei der einen fest bleiben, auch fiir die andere fest sein oder 
durch dieselbe unter sich vertauscht w-rden. 

Sei niimlich o ein festes Element von A; durch die Transformation 
B gehe es in p iiber. Wenden wir a'so auf o zuerst A, dann B an, 
so erhalten wir p. Wenden wir '' “gen zuerst B, dann A an, so 
erhalten wir dasjenige Element, } weches p durch A iibergeht. Dies 
aber muss p selbst sein, weil we rt der Aufeinanderfolge von A 
und B gleichgiiltig sein soll. p also dleibt bei der Transformation A 
unverindert, w. z. b. 


*) Dass die Zahl der in diesen System: vorkommenden ‘T'ransformationen, 
namlich 90%, mit der Zahl der Variabeln =’ mmt, ist eine besondere Eigenschaft 
der Zahl 2. Fiir drei Variable giebt es B. neben einer grisseren Zahl drei- 
fach unendlicher Systeme ein vierfach unendliches. Dasselbe stellt sich etwa in 
der folgenden Form dar: 


a=ar+az+b, 
y=y+ez4+d, 


&=>2. 
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Die Transformationen der hier gesuchten Systeme sollen nun nicht 
nur mit einander vertauschbar sein, sondern continuirlich sich an ein- 
ander anschliessen. Damit ist die Méglichkeit aufgehoben, dass die 
festen Elemente einer einem solchen Systeme angehérigen Transfor- 
mation — wofern dieselben nicht in continuirlicher, sondern nur in 
discreter Aufeinanderfolge vorhanden sind — durch irgend eine andere 
ihm angehérige Transformation unter sich vertauscht werden; vielmehr 
miissen dieselben unverindert bleiben. 

13. Dieser Satz erlaubt nun sofort alle geschlossenen Systeme 
vertauschbarer linearer Transformationen der Ebene, die nicht noch 
in umfassenderen enthalten sind, aufzustellen. 

Findet sich unter den Transformationen des Systems eine, welche 
der ersten Classe angehért, so muss fiir alle Transformationen des 
Systems das betreffende Fundamentaldreieck ungeiindert bleiben.. Ein 
solches System kann also héchstens diejenigen Transformationen um- 
fassen, welche diese Eigenschaft besitzen, nicht aber noch andere. 
Diese Transformationen sind nun durch (1) dargestellt, 

“=ar, 

y = by, 
wenn man a, b nicht mehr die Bedeutung von Constanten, sondern 
von Parametern giebt. Die Combination irgend zweier solcher Trans- 
formationen mit den Parametern a, b und a’, b’ ergiebt aber, wie 
man unmillelbar verificirt, eine neue Transformation des Systems, 
niimlich diejenige mit den Parametern aa’, bb’, und zwar unabhingig 
von der Reihenfolge der beiden Transformationen dieselbe. 

Die zweifach unendlich vielen Transformationen: 


v= aL, 


y = by 
bilden also ein geschlossenes System vertauschbarer linearer Transfor- 
mationen, das nicht noch in einem umfassenderen enthalten ist. 

In diesem Systeme sind alle einfach unendlichen Systeme I. ent- 
halten. Andererseits sind die Systeme I. in keinem anderen geschlossenen 
Systeme vertauschbarer linearer Transformationen’ enthalten als eben in 
diesem. 

Denn nach der vorstehenden Nummer miisste ein solches System 
in A. enthalten sein, also eine Zwischenstufe zwischen Systemen I. und 
A. bilden. Eine soleche Zwischenstufe giebt es aber nicht, da A. nur 
zweifach unendlich viele Transformationen enthilt, wihrend I. bereits 
einfach unendlich viele enthiilt. 

Wie man von den Transformationen erster Classe zur Aufstellung 
des Systems A. gelangt, kommt man von den Transformationen zweiter 
und dritter Classe zu den folgenden beiden: 


Mathematische Annalen IV. 5 


A. 
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8 Y= az, 
. y =y+); 
. sige i Mag 


y =ytar+h. 
Die Beziehung von B. und f. zu den einfach unendlichen Systemen 
IL., III. ist ganz dieselbe, wie die von A. zu den Systemen I., so dass 
wir dieselbe hier nicht weiter auseinander setzen. 


14. Bei den Transformationen vierter und fiinfter Classe wird eine 
besondere Untersuchung ndthig, weil bei ihnen feste Elemente in con- 
tinuirlicher Aufeinanderfolge vorhanden sind. 

Transformationen der vierten Classe kinnen, nach dem Satze der 
12. Nummer, nur vertauschbar sein, wenn entweder beide dasselbe 
Centrum und dieselbe Axe der Perspectivitit besitzen, oder wenn das 
Centrum der einen bez. auf der Axe der anderen liegt. In beiden 
Fillen sind die beiden Transformationen auch wirklich vertauschbar, 
wie man leicht verificirt. Aber man wird dabei zu nichts Neuem ge- 
fiihrt. In dem ersten Falle kommt man iiberhaupt nur zu dem einfach 
unendlichen Systeme IV.; in dem zweiten wird man zu dem Systeme 
A. gefiihrt, welches man offenbar aus den beiden perspectivischen 
Transformationen: 


, ’ 


a == at, eam Z, 
¥=y9; y' = by 
zusammensetzen kann. 

Ebensowenig gelingt es durch Combination von 'Transformationen 
der vierten und fiinften Classe neue geschlossene Systeme vertausch- 
barer Transformationen zusammenzusetzen. Nach dem Satze der 12. 
Nummer wird man, wenn man dies versucht, zu dem Systeme B. zu- 
riickgefiihrt, welches man als aus der Combination der perspectivischen 
Transformation : ' 

gm at, 


¥=Y, 
mit der Translation: : 
f= 2, 
y=y+h, 
entstanden ansehen kann. 
Dagegen lassen sich aus Transformationen /iinfter Classe zwei neue, 
auch wieder zweifach unendliche Systeme der gesuchten Art bilden. 
Zwei 'l'ransformationen fiinfter Classe kénnen nimlich nach n. 12. 
vertauschbar sein, sowohl wenn die feste Punktreihe, als auch, wenn 
das feste Strahlbiischel fiir beide identisch ist. Man verificirt unmittelbar, 
dass sie unter einer dieser Voraussetzungen auch wirklich vertauschbar 
sind und mit cinander combinirt eine neue Transformation gleicher 
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Art erzeugen. Wir haben also zwei neue, wiederum zweifach unend- 
liche Systeme der gesuchten Art. 

Das eine umfasst alle Transformationen der fiinften Classe, bei 
welchen dieselbe Punktreihe fest bleibt. Es mag diese Punktreihe mit 
der unendlich weit entfernten geraden Linie zusammenfallen. Dann 
sind die Transformationen des Systems dargestellt durch: 

e=ae-+a, 
y =y+b. 
Kin Beispiel giebt die Gesammtheit der Translationen der Ebene. 

Das andere umfasst alle Transformationen derselben Classe, bei 
denen das feste Strahlbiischel dasselbe ist. Wihlt man fiir das letztere 
die zur X-Axe parallelen Geraden, so sind die Transformationen des 
Systems gegeben durch: 





A. 


Yam 2, 
E. , 
y =ytaxr+h. 

15. Wenn wir zusammenfassen, sind wir zu dem folgenden Ke- 
sultate gelangt: 

Es giebt in der Ebene fiinf verschiedene zweifach wnendliche ge- 
schlossene Systeme von unter sich vertauschbaren linearen Transforma- 
tidnen: A., B., [., A., E. 

Dieselben sind nicht noch in umfassenderen Systemen derselben Be- 
schaffenheit enthalten. 

Transformationen erster, zweiter und dritter Classe, so wie die aus 
ihnen gebildeten einfach unendlichen Systeme I., II., ILI. finden sich nur 
beziiglich in den Systemen A., B., T. 

Transformationen vierter Classe und die aus solchen gebildeten ein- 
fach unendlichen Systeme IV. finden sich in A. und B.; Transformationen 
fiinfter Classe und die aus ihnen gebildeten einfach unendlichen Systeme 
V. finden sich in B., T., &., E. 

Wir werden nun im Folgenden die W-Curven betrachten nicht 
mit Bezug auf das einfach unendliche System I., ....V., durch dessen 
Transformationen sie in sich tibergehen, sondern mit Bezug auf das 
zweifach unendliche A., .... E., welchem das betreffende einfach un- 
endliche angehért: wir werden uns ein solches zweifach unendliches 
System gegeben denken und diejenigen W-Curven in Untersuchung 
ziehen, deren zugehorige einfach unendliche Systeme in diesem ent- 
halten sind. 

Solcher W-Curven giebt es fiir jedes der Systeme A., B. . . . E. zwei- 
fach unendlich viele. 

Kiir A., B., F., A. sind dieselben durch die Gleichungen (n. I., IL., 
III., IV.) dargestellt, wenn man den in denselben vorkommenden Con- 


stanten beliebige Werthe beilegt. Nicht eingeschlossen in diese Dar- 
5* 
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stellung sind fiir die 4 Systeme jedesmal einfach unendlich viele 
W-Curven, nimlich (vergl. n. 7.) diejenigen Punkte, welche durch 
unendlich viele Transformationen des Systems unveriindert bleiben. 
Es sind dies fiir A., B., [. die auf den Seiten der bez. Fundamental- 
dreiecke gelegenen Punkte, fiir A. die Punkte der bei allen, A. ange- 
hérigen , Transformationen festen Punktreihe. Diese Punkte lassen sich 
nicht durch eine Gleichung darstellen, weil wir von Punkt-Coordinaten 
Gebrauch machen. Wiirden wir dagegen Linien-Coordinaten anwenden, 
so hatte man sofort die Darstellung dieser Punkte durch eine Glei- 
chung: es wiirde aber unmdglich, diejenigen W-Curven, welche etwa 
. gerade Linien sind, darzustellen. Insbesondere fiir das System A., 
dessen zweifach unendlich viele W-Curven — bis auf die eben ge- 
nannten Punkte — die geraden Linien der Ebene sind, wiirde man 
die W-Curven im Allgemeinen gar nicht, sondern nur diese einfach 
unendlich vielen Punkte darstellen kénnen. Das ist nun gerade, was 
bei dem Systeme E., das dem Systeme A. dualistisch gegeniiber steht, 
bei dem Gebrauche von Punkt-Coordinaten Statt findet. Man findet 
ohne Weiteres einfach unendlich viele gerade Linien, welche W-Curven 
sind, niimlich die geraden Linien des festen Biischels: 
Z == Bq. 

Aber ausserdem giebt es zweifach unendlich viele W-Curven, die sich 
der Darstellung durch eine Gleichung entziehen: das sind simmtliche 
Punkte der Ebene. Das System E. hat darum den anderen gegeniiber 
keine Sonderstellung; dass es hier eine solche zu besitzen scheint, be- 
ruht auf dem (zufalligen) Gebrauche von Punkt-Coordinaten. 

In den folgenden Betrachtungen wird von dem Systeme A. ausge- 
gangen werden; indess iibertragen sich dieselben ohne Weiteres auf 
die iibrigen Systeme. Nur muss man dabei beriicksichtigen, dass in 
dem Falle A. die geraden Linien, im Falle E. die Punkte der Ebene 
die W-Curven sind, und man daher nicht, wie bei A., B., [. im ersten 
Falle die geraden Linien, im zweiten die Punkte als Beispiele fiir be- 
liebige Curven betrachten darf. Es ist iibrigens so einfach, die Be- 
trachtungen, welche wir fiir das System A. machen werden, aufB., I, 
A., E. zu iibertragen, dass wir diese letzteren Systeme fortan ganz bei 
Seite lassen werden. 


g§ 4. 
Die W-Curven gehen durch eine unendliche Reihe von Trans- 


formationen (geometrischen Verwandtschaften) in W-Curven 
desselben Systems iiber. 


16. Die Gleichung der W-Curven, die zu dem zweifach unendlichen 
Systeme A. gehéren, ist von der folgenden Form: (vergl. n. 6.) 














viele 
lurch 
iben. 
ntal- 
nge- 

sich 
raten 
iden, 
Glei- 
etwa 
- ae 
| ge- 
man 
ifach 

was 
teht, 
indet 
irven 


sich 
liche 
iiber 


, be- 


isge- 
auf 
s in 
bene 
rsten 
r be- 
Be- 


, bei 


‘ans- 
rven 


chen 











69 


Geometrisches iiber vertauschbare lineare Transformationen. 


13) . Aut a= By, 
wo A, B, k, lirgend welche Constanten bedeuten. Diejenigen W-Curven, 
welche dasselbe k, 1 besitzen, gehen durch dieselben einfach unendlich 
vielen linearen Transformationen in sich iiber. Wir bezeichneten friiher 
solche W-Curven als ‘W-Curven eines Systems und wir wollen hier 
diese Bezeichnung beibehalten, da ja wohl keine Verwechselung mit 
dem zweifach unendlichen Systeme A., dem alle W-Curven, die wir 
hier betrachten, angehéren, mdglich ist. 

Aus der Form der Gleichung (13) ersieht man nun unmittelbar: 
dass die W-Curven durch eine Anzahl von Transformationen, die noch 
jedesmal 2 willkiirliche Constanten einschliessen, in W-Curven desselben 
Systems, bez. bei passender Bestimmuug der beiden Constanten wnendlich 
oft in sich selbst tibergefiihrt werden. 

Dies ist zunichst der Fall fiir die linearen Transformationen von A.: 


“Umar, 
y = by, 
es ist allgemeiner der Fall fiir die Transformationen: 
= ax, 
y = by, 


wo m irgend eine Zahl ist. 

Es ist ferner so hinsichtlich der Umformung durch reciproke Po- 
laren mit Bezug auf einen Kegelschnitt, der das Fundamentaldreieck 
von A. zum Polardreieck hat. Damit nimlich eine gerade Linie: 

ta+uy+1=—d0, 

Tangente der Curve (13) sei, erhiilt man die Bedingung (Tangential- 
gleichung der Curve): 

At = Bw, 
wo A’, BD aus A, B, k, | zusammengesetzt sind. Kine solche Glei- 
chung entsteht aus (13), indem man setzt: 

r=at, 

‘y=bu, 
und diese Transformation stellt die Umformung durch reciproke Po- 
laren hinsichtlich des Kegelschnittes dar: 


ae 2 
= + i +1=0, 
der ein beliebiger Kegelschnitt ist, fiir welchen das Fundamentaldreieck 
Polardreieck ist. 
Ferner haben die W-Curven dieselbe Eigenschaft hinsichtlich der- 
jenigen Transformationen, die sich aus den genannten zusammensetzen 


lassen u. s. f. - 
Wir werden nun im Nachstehenden, ankniipfend an die Erzeugung 
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der W-Curven, auf geometrischem Wege den Grund dieses Verhaltens 
suchen. Dabei werden wir zur Aufstellung einer unbegriinzten Reihe 
von Transformationen , oder, wie wir, weil bei ihnen ein Wechsel des 
Raumelementes eintritt, lieber sagen wollen, geometrischen Verwandt- 
schaften gelangen, durch die jedesmal die W-Curven in W-Curven 
desselben Systems, bez. bei passender Wahl der in denselben vor- 
kommenden zwei willkiirlichen Constanten einfach unendlich oft in 
sich selbst iibergehen. Diese Verwandtschaften wmfassen eine grosse 
Zahl sonst angewandter Verwandtschaften; abgeschen von ihrer Be- 
zichung zu den W-Curven, die hier in den Vordergrund tritt, scheinen 
dieselben auch darum Interesse zu besitzen, weil durch ihre Aufstellung 
diese specielleren Verwandtschaften auf cinen einheitlichen Algorithmus 
suriickgefiihrt werden. Das Wesentliche bei diesen Verwandtschaften 
ist, dass sie nach einer festen Regel erzeugt werden, indem wir von 
den zu dem Fundamentaldreieke gehérigen linearen 'Transformationen 
als Grundoperationen ausgehen. In tihnlicher Weise kann man an 
jedes geschlossene System vertauschbarer Transformationen bei beliebig 
viel Verinderlichen einen Verwandtschafts-Cyclus ankniipfen. Die 
hiermit angedeutete Theorie scheint an und fiir sich beachtenswerth 
zu sein. 
17. Wir betrachten zuniichst die Transformationen : 


, 


ae | | a“, 
(14) y = by”. 

Die Punkte der X Y-Ebene, sowie die der X’Y’-Ebene, kann man 
sich — und diese Vorstellungsweise ist hier fiir uns fundamental — 
in der Art und Weise entstehend denken, dass man von einem Punkte 
Loy Yo bez. %', Yo als gegeben ausgeht und auf denselben alle zu dem 
Fundamentaldreiecke von A. gehérigen linearen Transformationen an- 
wendet. 

Gemiiss dieser Anschauung kann man nun in der folgenden Weise 
eine Beziehung (Verwandtschaft) zwischen den beiden Ebenen fest- 
stellen. 

Die Punkte x, y) und x’, yy’ betrachte man als entsprechend. 
Man betrachte ferner als entsprechend jedesmal diejenigen Punkte 2, 
y und 2’, y, welche aus den gegebenen durch dieselbe zu dem Fun- 
damentaldreieck von A. gehérige lineare Transformation hervorgehen. 
Ist also etwa «= ax), y= by, so ist « =azx',, y =by,. Die in 
dieser Weise festgelegte Beziehung zwischen den beiden Ebenen ist 
keine andere, als die durch eine lineare Transformation, welche zu 
dem Fundamentaldreieck gehért, ausgedriickte Verwandtschaft. In der 


: a5) x“ x a yf 
That, bei dem angegebenen Verfahren ist immer “= +, 7 = 4 
Xo X Y Yo 
: ‘ : ' : : 
und diese Formeln stellen eben eine solche lineare Transformation dar. 
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Worauf es aber hier ankommt, ist, dass man bei dieser Auffassung 
der linearen Verwandtschaft ohne Weiteres einsieht, dass W-Curven 
durch dieselbe in W-Curven desselben Systems iibergefiihrt werden. 
Transformirt man niimlich den Punkt 2, y, durch solche zu dem 
Fundamentaldreiecke gehérige lineare Transformationen, dass er auf 
einer W-Curve fortriickt, so bewegt sich der entsprechende Punkt 
X»» Yo nothwendig auf einer W-Curve desselben Systems, da er durch 
ganz dieselben linearen Transformationen versetzt wird. Zugleich aber 
sieht man ein, dass, wenn 2, y) und 4%, Y von vornherein auf 
derselben in Betracht kommenden W-Curve liegen, dass dann diese 
W-Curve und auch alle W-Curven desselben Systems in sich selbst 
iibergefiihrt werden. — Wir machen noch darauf aufmerksam, was 
auch fiir alle im Folgenden aufzustellenden Verwandtschaften gilt, dass 
die Art der Beziehung unveriindert dieselbe bleibt, wenn wir, statt 
VON Xp, Yo und x, Yy als gegebenen entsprechenden Punkten auszu- 
gehen, von irgend einem anderen Punktepaare ausgegangen wiiren, 
das aus %, Y) und x, yy durch dieselbe zu dem Fundamentaldreiecke 
gehérige lineare Transformation hervorgeht. 

Wir wollen wieder von %), yp und 2’, yy) als gegebenen, einander 
entsprechenden Punkten ausgehen, Dem Punkte «, y, der aus 2, y, 
dyrch eine gewisse zu dem Fundamentaldreieck gehérige Operation 
hervorgeht, wollen wir denjenigen Punkt 2’, y’ zuordnen, der sich aus 
%, Yo nicht durch dieselbe Transformation, sondern durch m-malige 
Wiederholung derselben Transformation ergiebt. Sei « = ax, y= by, 
so wird a’ = a"a,', y' =b”y,. Eliminirt man hieraus @ und J, so 
erhiilt man: 

- av & y y 


Die so festgelegte Verwandtschaft ist also gerade von der unter (14) dar- 
gestellten Art. 

Nun wende man auf den Punkt 2, y, solehe zu dem Fundamen- 
taldreieck gehérige lineare Transformationen an, dass er eine bestimmte 
W-Curve durchliuft. Dann wird a’, y,' eine W-Curve desselben 
Systems durchlaufen. Denn die Reihe der Transformationen, durch 
welche die W-Curven eines Systems in sich iibergehen: « = A’xy, 
y = B’y,, wnd die Reihe der Transformationen, die durch m-malige 
Wiederholung derselben entstehen: «= A*"a%, y= B’my,, sind in 
ihrer Gesammtheit nicht von einander verschieden, und kénnen es 
auch nicht sein, da ja tiberhaupt die Reihe dieser Transformationen 
durch fortwihrende Wiederholung einer (unendlich kleinen) Trans- 
formation entsteht. Der Punkt a’, y)’ wird also eine W-Curve des- 
selben Systems durchlaufen, wie der Punkt #, y, nur, um uns so 
auszudriicken, m-mal so schnell. 
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Es ist also bewiesen, dass W-Curven durch eine Transformation 
(14) in W-Curven desselben Systems iibergehen. 

Wiahlt man insbesondere die Punkte 2, y, und 2, y, auf der 
W-Curve, die man betrachtet, so geht dieselbe durch die Transformation 
in sich iiber. 

18. Die allgemeineren Verwandtschaften, in welchen die in der 
letzten Nummer betrachteten als eine besondere Gattung enthalten 
sind, erhalt man in ganz ihnlicher Weise, wie diese letzteren, indem 
man gleichzeitig an Stelle des Punktes ein anderes Gebilde als Element 
der Ebene einfiihrt. 

Wir wollen niimlich als Elemente der Ebene die zweifach unendlich 
vielen Curven betrachten, die aus einer belicbig*) gewihlten: 


p(x, y) = 9, 
durch die su dem Fundamentaldreiecke gehirigen linearen Transforma- 
tionen hervorgehen. 

Die Gleichung dieses Curvensystems wird sein, unter «, 6 Para- 
meter verstanden: 

gy (ax, By) =0. 
Die Parameter «, B mag man geradezu als Coordinaten der Curven 
betrachten. 

Eine Gleichung zwischen «, B stellt, sagen wir, diejenige Curve 
dar, die von solchen Curven g umbhiillt wird, deren a, 6 der Glei- 
chung geniigen. 

Die allgemeineren Verwandtschaften bestehen nun darin, dass 
man einem Punkte 2’, y’ eine Curve  entsprechen liisst, wo: 

(15) geaa", y= bf. 

In Worten ausgesprochen: Man ordne einem willkiirlich gewéihlten 
Anfangspunkte x, yy eine bestimmte Curve gp, zu. Hine jede andere 
Curve gp geht aus , durch eine bestimmte zu dem Fundamentaldreiecke 
gehorige lineare Transformation hervor. Man lasse ihr denjenigen Punkt 
x’, y entsprechen, der aus %), Yo durch m-malige Wiederholung der- 
selben Transformation entsteht. 

Den Beweis, dass durch eine solche Transformation W-Curven 
in W-Curven desselben Systems iibergefiihrt werden, mag man da- 
durch in zwei Schritte zerlegen, dass man die Gleichungen (15) durch 
die Aufeinanderfolge der beiden Gleichungen ersetzt: 

(16) dam , y= by", 
(17) ema 86, y=B. 


*) Ausgeschlossen bleibt dabei die Annahme, dass die Curve g = 0 eine zu 
dem Fundamentaldreiecke gehérige W-Curve sei. In diesem Falle wiirde man 
nur einfach unendlich viele Curven » erhalten. 
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Durch (16) gehen die W-Curven in W-Curven desselben Systems 
tiber, wie in der vorstehenden Nummer gezeigt ist. Es ist also nur 
noch von (17) zu zeigen. In Worten: es ist zu zeigen, dass eine be- 
liebige Curve » eine W-Curve und zwar eine W-Curve desselben 
Systems umhiillt, wenn man auf sie diejenigen zu dem Fundamental- 
dreiecke gehérigen linearen Transformationen anwendet, vermége deren 
ein Punkt x, y eine bestimmte W-Curve durchliuft. Das aber ist 
der letzte Satz der 9. Nummer. 

Wihlt man den Anfangspunkt x, y, und die Curve g, so, dass 
der erstere auf der W-Curve liegt, die man betrachtet, die zweite 
eben diese Curve beriihrt,‘so geht die W-Curve durch die Verwandt- 
schaft (15) in sich selbst iiber. Es muss dabei nur eine Bemerkung 
hinzugefiigt werden. Die den Punkten der W-Curve entsprechenden 
gm wnuhiillen die W-Curve, aber sie kénnen recht wohl noch weitere 
Umhiillungs-Curven haben. Diese weiteren Umhiillungs-Curven sin 
dann aber immer W-Curven desselben Systems. 


19. Wir wollen den Satz: dass W-Curven durch die Verwandt- 
schaften (15) in W-Curven desselben Systems iibergehen, auch noch 
analytisch beweisen. 

Kine solche Verwandtschaft ist analytisch durch eine sogenannte 
aéquatio directrix*) dargestellt. Man erhilt dieselbe, wenn man die 
Werthe fiir « und B aus (15) in die Gleichung der Curve: 


, p (ax, By) =0 
eintrigt. So entsteht: 


za ™ yy ™ 
as) (22, ) =. 
Betrachtet man in dieser Gleichung x, y' als fest, so stellt sie das 
dem Punkte 2’, y’ entsprechende gm dar. Umgekehrt, hilt man 2, y 
fest, so stellt sie diejenige Curve dar, deren Punkten solche Curven 
g entsprechen, welche durch x, y hindurchgehen. 





Einem bestimmten Punkte 2’, y’ oder x, y wird durch eine aequatio 
directrix erst dann ein bestimmter Punkt z, y oder x’, y zugeordnet, 


wenn man =f oder et kennt. Und zwar bestimmt sich, wenn man 
dy + a ais dy — ° . 
“,Y, q kennt, 2’, y, 7", und umgekehrt. Es ist dies geometrisch 


evident. Denn dem Punkte x, y entspricht zuniichst eine ganze Curve 
von Punkten wz’, y. Dadurch, dass man von 2, y zu einem benach- 
barten Punkte iibergeht, dem seinerseits eine benachbarte Curve ent- 
spricht, fixirt man auf dieser Curve, als Durchschnittspunkte mit der 
benachbarten, eine discrete Mannigfaltigkeit von Punkten 2’, y’. Aber 





*) cf. Pluecker. Analytisch-geometrische Entwickelungen. Band II. p. 265. 











74 Feux Kiem und Sornus Liz, 


gleichzeitig ist fiir diese Punkte die Fortschreitungsrichtung, d. h. ot, 


gegeben. Sie fallt niimlich bez. in die Tangenten der beiden benach- 
barten Curven in ihren Durchschnittspunkten. Analytisch stellt sich 
dies so. Sei 
g=0 
die aequatio directrix. Betrachtet man x, y als veriinderlich, so 
kommt: 29 ao 
——- QL ~-:-dy=0. 
Cx 7 oy y 
Sieht man dagegen 2’, y' als veriinderlich an, so hat man: 
Cy , CO” , 
a + U0 ~7 dy=9O. 
Cx 7 oy y ; 
* “1 ay 
Aus den vorstehenden drei Gleichungen kann man entweder 2, ¥, Ped 
r dy > oe dy , 
dur 4 ; re 2 rch x, 4 “ bes nn. 
ch zx, y, Fes oder 2’, y, 7: durch x, y, 7 bestimme 


In unserem Falle hat man nun offenbar: 


= Tn to. oe 
r vr, 4 imms 2 | aie Y ‘ ’ m? 
lie A(wa ) oy ouy 
und 
6 . C , Op 
oe = — maa'-"-! . sy a= — mye" -'— ee 
ex 0d (xa’—™) oy é (yy) 


Hieraus schliesst man, unabhiingig von der besonderen Form, die 
gp hat: 


da dy __ dx’, dy. 


es “° y 
Nun aber ist die Differentialgleichung der W-Curven (un. 5): 
dx 7 dy 
“Read C y 


Dieselbe bleibt also bei der Umformung wmgedndert. 

Mit anderen Worten: durch die Umformung gehen W-Curven 
in W-Curven desselben Systems iiber, w. z. b. 

20. Auf dieselbe Art, wie wir in n. 18. zwei Punkte, in n. 19. 
einen Punkt und eine Curve einander zugeordnet haben, kann man 
auch zwei Curven einander entsprechen lassen. Sei die eine Curve: 
p(x, y) =9, 

v(x, y) = 9. 
Dann wiirde man die zweifach unendlich vielen Curven, die aus gp = 0 
durch die zu dem Fundamentaldreiecke gehérigen linearen Transfor- 
mationen hervorgehen, niimlich: 

p (ax, By) = 9 
den zweifach unendlich vielen, die sich auf gleiche Weise aus ¢ = 0 
ergeben, niimlich: 


die andere: 


y (ax, By) =0 
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entsprechend der Gleichung (15) in der folgenden Art zuordnen: 
e=aa", B= bp", 

und dadurech eine Verwandtschaft begriinden. Durch eine solche Ver- 

wandtschaft wiirden dann wieder W-Curven in W-Curven desselben 

Systems iibergehen. 

Allein diese Verwandtschaften, die begrifflich die in n. 18. und 
n. 19. aufgestellten Verwandtschaften umfassen, insofern man den 
Punkt als eine Curve specieller Art ansehen kann, sind von den bisher 
behandelten nicht verschieden. Den* unendlich vielen Curven w niim- 
lich, welche durch einen Punkt gehen, entsprechen unendlich viele 
Curven g und diese haben eine Umhiillungs-Curve © = 0 (die in be- 
sonderen Fiillen auch ein Punkt sein kann). Die Beziehung der Punkte 
der Ebene zu den ihnen zugehérigen ® ist dabei offenbar ganz von 
der in der n. 19. betrachteten Art. Weiter ist aber auch klar, dass 
man die Verwandtschaft, welche durch den Uebergang von den yw zu 
den g definirt war, ebenso gut durch den Uebergaug von den Punk- 
ten zu den entsprechenden ® definiren kann. Es folgt das aus dem 
nachstehenden Raisonnement, das iibrigens in ganz gleicher Weise 
bei allen Verwandtschaften seine Stelle findet, welche zweifach unend- 
lich viele Curven der Ebene zweifach unendlich vielen anderen Curven 
enttsprechen lassen. 

Den Curven g, welche irgend eine Curve C beriihren, mégen w 
entsprechen, die eine andere Curve C’ beriihren. Durch einen Punkt 
von C gehen zwei consecutive y, denen zwei consecutive m entsprechen, 
welche C’ beriihren. Dieselben @ miissen aber auch das dem Punkte 
zugehorige ® beriihren, da ja das ® die Enveloppe aller p ist, die 
solehen ~ entsprechen, die durch den Punkt gehen. Mithin wird C’ 
auch von ® beriihrt. Mit anderen Worten: Wenn der Punkt die 
Curve C durchliuft, so umhiillt die Curve ® die Curve C’. Die Ver- 
wandtschaft zwischen den yw und den @ ist also dieselbe, wie die 
zwischen den Punkten und den ®, w. z. b. 

§ 5. 
Aufziihlung einiger unter den allgemeinen Verwandtschaften 
enthaltenen besonderen Fiille. 


21. Wir wollen hier einige unter den eben aufgestellten Verwandt- 
schaften enthaltene besondere Fiille herausheben, die besonderes 
Interesse zu haben scheinen. 

Zuniichst mégen wir bemerken, dass wir in der im Eingange er- 
wihnten Arbeit in den Comptes Rendus die beiden Fille, welche den 
Werthen m—=-+ 1 und m=—1 entsprechen, unter dem Namen 
der cogredienten und contragredienten Verwandtschaften behandelt haben. 
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Die contragredienten Verwandtschaften haben zuniichst das gréssere 
Interesse. Fiir sie gilt niimlich der Satz: dass sie zweimal hinterein- 
ander angewandt zur Identitét fiihren, dass also bei ithnen die Beziehung 
zwischen dem urspriinglichen und dem verwandten Gebilde eine gegen- 
seitige ist. 

Fiir die betreffende Verwandtschaft der n. 18. iiberzeugt man sich 
davon unmittelbar aus der Gleichung (14). Setzt man in derselben 
m==-— 1, so kommt: 

saa» yy=b. 
Kine Vertauschung von x, y mit 2’, y lisst diese Formeln ungeindert. 
Wird man also durch sie von x, y zu 2’, y’ gefiihrt, so gelangt man 
bei Wiederholung derselben von wz’, y' zu x, y zuriick. 

Dasselbe gilt fiir die betreffenden Verwandtschaften der n. 19. 
Fiir m = — 1 wird die aequatio directrix (18): 


9 (7, %)—0 


und ist also wieder mit Bezug auf x und z’, y und y symmetrisch, 
was denselben Schluss, wie im vorhergehenden Falle begriindet.*) 

22. Die allgemeinen, in n. 18. auseinandergesetzten Verwandt- 
schaften sind vielfach Gegenstand geometrischer Untersuchung ge- 
wesen. Wir verweisen insbesondere auf Salmon’s Treatise on the 
Higher Plane Curves, wo p, 238—242 eine Zusammenstellung der- 
artiger Forschungen gegeben ist. 

‘tir m=-+ 1 sind diese Verwandtschaften, wie schon gesagt, 
von der collinearen Verwandtschaft nicht verschieden. 

Fiir m = — 1 geben sie die bekannte Verwandtschaft, welche 
eine gerade Linie in einen durch die 3 Ecken des Fundamentaldreiecks 
gehenden Kegelschnitt verwandelt. 

Besonderes Interesse haben diese Transformationen in dem Falle, 
dass zwei Ecken des Fundamentaldreiecks in die beiden Kreispunkte 
fallen. Dieselben lassen dann die Winkel**) der Ebene unveriindert, 

*) In unserer Arbeit in den Comptes Rendus haben wir diesen Satz auf geo- 
metrische Weise begriindet, indem wir das System A aller Translationen zu Hiilfe 
nahmen. In diesem Falle wird niimlich der Satz des Textes identisch mit dem 
Satze tiber relative Verschiebung: Wenn zwei Kérper gegeneinander verschoben 
werden, so ist es gleichgiiltig, ob der eine ruht und der andere sich bewegt. 
oder ob der andere ruht und der erste sich im umgekehrten Sinne bewegt. 

**) Es ist dies eine Folge davon, dass durch die Transformation die W- Cur- 
ven, d. h. in diesem Falle die logarithmischen Spiralen, in W-Curven desselben 
Systems tibergefiihrt werden. Die logarithmischen Spiralen zweier Systeme schnei- 
den sich niimlich unter constantem Winkel; bleiben bei der Transformation nun 
die Systeme ungeiindert, so miissen es auch die Winkel thun. Es gilt diese Be- 
merkung auch fiir die in der folgenden Nummer betrachteten Verwandtschaften, 
soweit sie sich auf das Fundamentaldreieck der logarithmischen Spirale beziehen. — 
Die betreffende Arbeit von Herrn M. Roberts findet sich: Liouville’s Journal XIII. 
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ein Umstand, den Herr M. Roberts zur Ableitung einer Reihe sché- 
ner Siatze benutzt hat. Ist in diesem Falle insbesondere m= — 1 
und setzt man gleichzeitig statt « (— x), so hat man die Transfor- 
mation der reciproken Radien. Im Uebrigen vergleiche man Salmon, 
die angefiihrte Stelle. 

23. Unter den Verwandtschaften der n. 19. sind diejenigen be- 
sonders bemerkenswerth, welche man erhalt, wenn man fiir die Curven 
g = 0 gerade Linien nimmt. Dann entsprechen den Punkten der 
Ebene die geraden Linien derselben. Die Parameter a, 6, welche wir 
als Coordinaten der Curven  auffassten, sind dabei die reciproken 
Werthe der gewéhnlichen Linien-Coordinaten ¢ und wu. 


A. Betrachten wir zunichst den Fall m = — 1, d. h. 
19 at=2, 
(19) bu=y, 


Diese Formeln stellen die Verwandtschaft der reciproken Polaren hin- 
sichtlich des Kegelschnittes: 

a y? 

S+¥£+1—0 
dar, d. h. also hinsichtlich eines Kegelschnittes, welcher das Funda- 
mentaldreieck zum Polardreieck hat. Wir haben also den folgenden 
Satz, den wir, unmittelbar aus der Gleichung bewiesen, bereits in 
n. 16. anfiihrten: 

Die reciproke Polare einer W-Curve hinsichtlich eines Kegelschnit- 
tes, der das Fundamentaldreieck zum Polardreieck hat, ist eine W-Curve 
desselben Systems. 

Hieran kniipft sich noch das folgende Corollar: 

Die W-Curve ist ihre eigene reciproke Polare hinsichtlich eines 
solchen Kegelschnitts, wenn sie von dem Kegelschnitte beriihrt wird.*) 

Denn bei der durch einen solchen Kegelschnitt vermittelten Zu- 
ordnung von Punkt und gerader Linie entspricht einem Punkte der 
W-Curve — nimlich dem Beriihrungspunkte mit dem Kegelschnitt — 
eine Tangente derselben Curve — niimlich die Tangente im Beriih- 
rungspunkte, und also (n. 18.) allen Punkten der W-Curve eine Tan- 
gente derselben Curve. 

Durch Uebertragung friiher aufgestellter Eigenschaften der W- 
Curven vermége der Theorie der reciproken Polaren finden wir unter 
Anderen, was man iibrigens vermége der von uns immer gebrauchten 
Schlussweise ohne Weiteres einsehen kann: Das Doppelverhiiltniss der 


*) Fiir die logarithmische Spirale sagt dieser Satz aus: Die logarithmische 
Spirale ist ihre eigene reciproke Polare in Bezug auf jede gleichseitige Hyperbel, 
deren Mittelpunkt in ihren Pol fillt, und welche sie beriihrt. 
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Tangente einer W-Curve zu den drei geraden Linien, welche ihren Be- 
riihrungspunkt mit den Ecken des Fundamentaldreiecks verbinden , ist 
constant. Wir fiihren diesen Satz hier an, weil er fiir die logarith- 
mische Spirale diejenige Eigenschaft ausspricht, die man gewdhnlich 
als Definition derselben giebt: dass niimlich fiir sie die Radiivectores 
vom Pole aus mit der Curve gleiche Winkel bilden. — Man schliesst 
ferner noch, dass dieses Doppelverhiiltniss dasselbe ist, welches der 
Beriihrungspunkt und die drei Durchschnittspunkte der Tangente mit 
den Seiten des Fundamentaldreiecks miteinander bilden, wie dies auch 
aus bekannten Eigenschaften des Dreiecks ersichtlich ist. 


B. Sei zweitens m — -+ 1. So sind die Formeln fiir die Ver- 
wandtschaft: 


(20) st=a, yu=b. 
Man kann diese aus den Formeln 


sai=a, yy¥=—b, 
und a= t, Suan 
zusammensetzen; die hier betrachtete Verwandtschaft entsteht also, 
wenn man die Verwandtschaft: 


Zi=a, yy=—b 


mit der der reciproken Polaren verbindet. 

Die Transformation (20), wie iiberhaupt jede Transformation, die 
nicht reciprok ist, kann in doppeltem Sinne aufgefasst werden, je 
nachdem man von den x, y der ersten Ebene zu den ¢, « der zwei- 
ten, oder von den ¢, w der ersten zu den x, y der zweiten iibergeht. 

In dem ersten Falle liisst sie dem Punkte eine gerade Linie, der 
geraden Linie einen Kegelschnitt entsprechen, welcher die 3 Seiten 
des Fundamentaldreiecks beriihrt. — In dem zweiten Kalle entspricht 
der geraden Linie ein Punkt, dem Punkte ein Kegelschnitt, der durch 
die drei Ecken geht. 

Ks ist dabei ein besonderer Fall bemerkenswerth. Derselbe ent- 
spricht der Annahme a + 6 + 1 =0, also: 


ta +uy+ti=d0. 

Alsdann liegen Punkt und entsprechende gerade Linie_ (unter 
beiden Annahmen) jedesmal vereinigt. 

Unter diesen Fall gehért namentlich auch die Beziehung der 
Punkte der W-Curven eines Systems zu deren Tangenten, wie man 
dies an der Gleichung der W-Curven unmittelbar verificirt. Die vor- 
stehend ausgesprochenen Eigenschaften der Transformation (20) er- 
geben fiir diesen besonderen Fall die beiden Sitze: 


Die Tangenten in den Schnittpunkten einer geraden Linie mit einer 
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W-Curve beriihren einen dem Fundamentaldreiccke eingeschriebenen 
Kegelschnitt.*) 

Die Beriihrungspunkte der von einem Punkte aus an eine W-Curve 
gelegten Tangenten liegen auf einem durch die drei Ecken des Funda- 
mentaldreiecks gehenden Kegelschnitt.**) 

Noch mag als ein besonderer Fall der durch (20) dargestellten 
Verwandtschaft die Beziehung angesehen werden, die Pluecker in 
seinem ,,Systeme der analytischen Geometrie“ p. 10 als Polaritit hin- 
sichtlich eines Dreiecks***) bezeichnet. Dieselbe entsteht aus (20), 
wenn man @a=b=1 nimmt. Geometrisch ist diese Beziehung in 
folgender Weise definirt. Man ordne einem Punkte der Ebene die- 
jenige Gerade zu, welche diejenigen drei Punkte enthiilt, in denen die 
Seiten des Fundamentaldreiecks von den Verbindungslinien der Ecken 
des Dreiecks mit dem gegebenen Punkte noch ausser in diesen Ecken 
geschnitten werden. — 


§ 6. 
Allgemeine Probleme, die sich an das Vorige ankniipfen. 


24. Mit der im vorstehenden Paragraphen gegebenen Aufziihlung 
specieller Verwandtschaften schliessen wir unsere Auseinandersetzungen 
iiber die W-Curven. Es soll hier nur noch kurz angedeutet werden, 
zu welchen allgemeineren Problemen dieselben hinfiihren. 

Indem wir auf einen Punkt alle Transformationen eines einfach 
unendlichen geschlossenen Systems vertauschbarer linearer Transfor- 
mationen anwandten, erhielten wir die W-Curven. 

Aber_statt des Punktes kénnen wir eine beliebige Curve wihlen. 
Indem wir auf sie die nimlichen Transformationen anwenden, erhalten 
wir eine Curvenreihe, deren Umhiillungscurve, wie schon gesagt, aus 
W-Curven desselben Systems besteht. Diese Curvenreihe nun kén- 
nen wir statt der Punktreihe, die wir seither betrachteten, in die Unter- 
suchung einfiihren. 

Wir kénnen weiter gehen. Auf eine beliebig angenommene Curve 
wende man die Transformationen eines geschlossenen zweifach unend- 
lichen Systems vertauschbarer linearer Transformationen an. Dann 
erhilt man ein zweifach unendliches System von Curven und nach 
dessen Kigenschaften kann man fragen. Auf dasselbe wird ebenso 


*) Fiir die logarithmische Spirale ist dies eine Parabel, deren Brennpunkt 
in den Pol fillt. 

*t) Fiir die logarithmische Spirale ein durch den Pol gehender Kreis. Der 
Satz kommt darauf hinaus, dass im Kreise Peripheriewinkel auf gleichen Bogen 
constant sind. 

***) Man kann ein Dreieck als eine Curve dritter Ordnung betrachten. Die 
dem Punkte zugeordnete Linie ist seine gerade Polare mit Bezug auf diese Curve. 
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wie auf die vorstehend genannten Curvenreihen unsere Schlussweise 
Anwendung finden. Wenn wir seither nicht zur Betrachtung solcher 
Systeme als selbststindiger geometrischer Gebilde gefiihrt wurden, so 
liegt das daran, weil wir vom Punkte als Element der Ebene aus- 
gingen. Ein System von zweifach unendlich vielen Punkten fiallt nim- 
lich mit der Gesammtheit der Punkte der Ebene zusammen und er- 
scheint deswegen nicht als ein in der Ebene enthaltenes besonderes 
geometrisches Gebilde. 

Implicite haben wir iibrigens wiederholt von solchen Curvensyste- 
men gehandelt. EKinmal betrachteten wir solche Systeme in n. 19. 
und n. 20. bei der Begriindung der allgemeinen Verwandtschaften. 
Andererseits ist das, was wir ein System von W-Curven genannt haben, 
eben ein solches System. Dasselbe umfasst, im Gegensatze zu den 
allgemeinen Systemen dieser Art, nur einfach unendlich viele Curven, 
weil seine Constituenten, die W-Curven, selbst durch einfach unend- 
lich viele Transformationen in sich iibergehen. Die W-Curven eines 
Systems wurden durch die aufgestellten Verwandtschaften immer in W- 
Curven desselben Systems iibergefiihrt. Wir kénnen das so aussprechen: 

Die W-Curvensysteme, als selbststiindige Gebilde aufgefasst, bleiben 
bei den aufgestellten Verwandtschaften ungedndert. 

Insofern die hier definirten Curvensysteme durch ein geschlossenes 
System von zweifach unendlich vielen vertauschbaren linearen Trans- 
formationen in sich iibergehen, schliesst sich ihre Untersuchung un- 
mittelbar an das Studium der W-Curven an, d. h. derjenigen Mannig- 
faltigkeiten, welche durch ein geschlossenes System von nur einfach 
unendlich vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich iiber- 
gehen. Hiermit ist zugleich das allgemeinste Problem angedeutet, 
unter welches sich die Untersuchung der W-Curven als einfachster 
Fall subsumirt. Dasselbe lautet: 

Man soll nach der im Eingange auseinandergesetzten Schlussweise 
die Eigenschaften solcher geometrischer Gebilde entwickeln, die aus einem 
willkiirlich gewdhlten durch Anwendung geschlossener Systeme beliebig 
unendlich vieler unter sich vertauschbarer linearer Transformationen 
hervorgehen. 

Es ist hier nicht unsere Absicht, auf diese Frage einzugehen; 
wir haben nur das allgemeine Problem bezeichnen wollen, unter wel- 
ches die hier gegebenen speciellen Betrachtungen fallen. 


§ 7. 


Ueber die Integration gewisser Differentialgleichungen. 


25. In diesem letzten Paragraphen wollen wir einige -Betrach- 
tungen anstellen, die mit der Transformirbarkeit geometrischer Ge- 
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bilde in sich selbst nahe zusammenhiingen. Dieselben betreffen die 
Integration solcher Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei 
Variabeln, welche durch unendlich viele Transformationen in sich iiber- 
gefiihrt werden. 

Bekanntlich kann man die Veriinderlichen in den sogenannten 
homogenen Differentialgleichungen: 


(a) vt =f (2) 
y 


ohne oe — Denn man setze © —=¢, so wird y = x 


und >* 2 mt+a , folglich verwandelt sich die Gleichung in die 


pees 
tte fy, oder =a = 
in welcher die Veriinderlichen separirt sind. 

Wir wollen den inneren Grund fiir diese Kigenschaft der Glei- 
chungen («) suchen. 

Es moégen x, y Punktcoordinaten in der Ebene sein. Dann be- 
stimmt die Gleichung (a) fiir jeden Punkt der Ebene eine Fort- 
schreitungsrichtung. Diese Fortschreitungsrichtung ist un fiir alle 
Punkte dieselbe, welche auf einer durch den Coordinatenanfangspunkt 
gehenden Geraden liegen. Denn (a) bleibt unveriindert, wenn man 
statt «, y Multipla derselben, etwa az, ay, setzt. Statt nun die 
Punkte der Ebene durch die Parallelen zur X- und Y-Axe zu be- 
stimmen, kann man sie durch die Parallelen zur X-Axe und das vom 
Coordinatenanfangspunkte ausgehende Strahlbiischel festlegen. Dies 
ist gerade-der Si dabei ein Parameter 
fiir die Geraden des genannten Strahlbiischels. Durch Kinfiihrung von 
¢ an Stelle von y geht Gleichung («) in eine neue Gleichung iiber: 


(8) a _ 9 (2, t). 


dz 





Von dieser Differentialgleichung weiss man nun: sie iindert sich nicht, 
wenn man statt « ein Multiplum az setzt und ¢ constant lisst. Da- 


dt. 1 dt : 
durch geht aber 7— in —- dz ‘ber. Es muss also auch @ (2, ¢) bei 


dieser Substitution sich um einen Factor = iindern. Man hat somit: 


1 
p (ax, th = —- (a, ft). 


Setzt man x gleich 1 und sodann a gleich z, so kommt: 


(a, )=—p(1, )=— vb. 


y (a, t) ist also nothwendig von der Form +0) In der Gleichung 


Mathematische Annalen LV. 6 
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(8) sind mithin, wie dies ja auch die wirkliche Ausrechnung zeigt, 
die Veriinderlichen separirt. 

26. Der allgemeine in dem vorstehenden Raisonnement enthaltene 
Gedankengang ist der folgende. 

Es sei eine Differentialgleichung gegeben: 


(y) {4 — f(y, 2) 


und man wisse von derselben, dass sie durch einfach unendlich viele 
Transformationen in sich iibergeht. 

So fiihre man statt der Verinderlichen y, « zwei neue Veriinder- 
liche 4, & ein, welche die folgende geometrische Bedeutung haben. 
” = % ist die Gleichung aller solcher Curven, welche durch dieselben 
unendlich vielen Transformationen in sich iibergehen, durch welche 
die vorgelegte Differentialgleichung unverindert bleibt. & =A ist die 
Gleichung desjenigen Curvensystems, das aus einer beliebig angenom- 
menen Curve € = A, durch Anwendung der betreffenden unendlich 
vielen Transformationen entsteht. 

Durch Einfiihrung der Variabelen &, » geht die gegebene Differen- 
tialgleichung in eine neue tiber, in welcher die Veriinderlichen  sepa- 
rirt sind. 

Khe wir dies beweisen, werde gezeigt, dass die Separation der 
Veriinderlichen in der homogenen Differentialgleichung («) in der 
hiermit ausgesprochenen allgemeinen Regel als etwas Specielles ent- 
halten ist. Die Curven 7 =~ sind dort die durch den Anfangspunkt 
gehenden Geraden ¢ = Const., da diese bei den Transformationen 
“=ax, y=ay, durch die (a@) unverindert bleibt, ebenfalls unver- 
aindert bleiben. Weiter an Stelle der Curven & — A sind die Geraden 
x = Const. gewihlt, die in der That der fiir die Curven & aufgestell- 
ten Bedingung geniigen: dass alle aus einer durch die zu der Diffe- 
rentialgleichung gehérigen Transformationen hervorgehen. 

27. Der Beweis dafiir, dass bei der Kinfiihrung von », & in die 
Gleichung (y) allgemein Separation der Veriinderlichen Statt findet, ist 
der folgende. 

Die Differentialgleichung (y) geht durch Kinfiihrung der y, & in 
eine andere iiber, die die folgende sein mag: 

(8) a1 = 9 (n, 8). 

Von dieser Differentialgleichung weiss man nun, dass sie unveriindert 
bleibt, wenn man, ohne y irgendwie zu findern, — gewissen einfach 
unendlich vielen Transformationen unterwirft. Dies ist nicht anders 
moglich, als wenn (my, §) in zwei Factoren zerfillt, von denen der 
eine nur 9, der andere nur & enthilt. 

Um dies deutlich einzusehen, fiihre man statt — eine Function 
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von &, € als Veriinderliche ein, die dadurch bestimmt ist, dass sie 
durch die einfach unendlich vielen Transformationen, denen man & 
unterwirft, in Multipla ihrer selbst iibergeht. Durch Einfiihrung dieses 
€ an Stelle von & wird die Differentialgleichung (0) die folgende: 

a =-% (n, €) : 

Dieselbe bleibt ungeiindert, wenn man, bei constantem y, statt € ein 
Multiplum setzt. Man schliesst also ganz nach der Methode, die in 
n. 25. fiir die homogene Gleichung angewandt wurde, dass w (y, §) 
zerfillt in eine Function von y, dividirt durch €. Die Veriinderlichen 
in der Gleichung sind also separirt. Setzt man nun statt § wieder 
riickwirts §, so kommt man zu der Gleichung (0) zuriick, und in dieser 
sind also auch die Verinderlichen separirt, wie behauptet wurde. 

28. Die Bestimmung der Curven » = x, welche durch die einfach 
unendlich vielen gegebenen Transformationen in sich iibergehen, wird 
im Allgemeinen die Integration einer neuen Differentialgleichung ver- 
langen, niimlich derjenigen Ditferentialgleichung, welche aussagt, dass 
eine Curve durch die unter den einfach unendlich vielen Transforma- 
tionen enthaltene unendlich kleine Transformation in sich tibergeht 
(vergl. n. 3.). Ist die Integration dieser Gleichung, die nur noch von 
ler Art der Transformationen, welche (y) zuliisst, abhingt, geleistet, 
so verlangt die Integration von (y) nur noch Quadraturen. 

Sind nun die Transformationen, durch welche (y) in sich selbst 
iibergeht, insbesondere linear, wie dies in dem Beispiele der Gleichung 
(«) war, so lassen sich die Curven 4 =~ ohne Weiteres bestimmen. 
Es sind niimlich diejenigen W-Curven, welche durch die betreffenden 
unendlich vielen linearen Transformationen in sich iibergehen. Man 
hat also den Satz: Diéfferentialgleichungen (y), welche durch unendlich 
viele lineare Transformationen in sich dibergehen, verlangen zu ihrer 
Integration nur Quadraturen. 

29. Von diesem Satze wollen wir eine Anwendung geben, die sich 
auf Raumgeometrie bezieht. 

Nach den Auseinandersetzungen des § 1., n. 3. wird es deutlich 
sein, was man unter einer unendlich kleinen linearen Transformation 
nicht nur der Ebene, sondern auch des Raumes zu verstehen hat. 
Wendet man eine solche unendlich oft auf einen Punkt an, so durch- 
liuft er eine rdéwmliche W-Curve. Die W-Curven, welche gleichzeitig 
von den verschiedenen Punkten des Raumes erzeugt werden, heissen 
W-Curven eines Systems. 

Man betrachte nun die Fliche, welche erzeugt wird von den W- 
Curven eines Systems, die eine beliebige feste Curve schneiden. Auf 
dieser Eliiche lassen sich die Haupttangenten-Curven durch Quadratur 
bestimmen. 
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Die Flaiche geht nimlich offenbar durch dieselben unendlich vielen 
linearen Transformationen in sich iiber, durch welche die W-Curven 
des Systems unveriindert bleiben. Dieselben Transformationen werden 
auch die Haupttangenten-Curven der Fliche in Haupttangenten-Curven 
der Fliche iiberfiihren, da bei linearer Transformation Haupttangenten 
Haupttangenten bleiben. Die Differentialgleichung der Haupttangenten- 
Curven wird also bei den bez. linearen Transformationen ungeandert 
bleiben. Sie wird also, nach unserem Satze, quadrirbar, wenn man, 
auf der Fliche, die folgende Coordinatenbestimmung macht. Man be- 
stimme jeden Punkt derselben als den Durchschnitt zweier Curven: 
H=%x,, §=A,, wo 7=-x die auf der Fliche liegenden W-Curven 
darstellen, § 4A ein Curvensystem ist, das sich aus einer auf der 
Fliche beliebig gezogenen Curve durch Anwendung der zugehérigen 
unendlich vielen linearen Transformationen ergiebt. 

Wir wollen noch zwei besondere Fiille dieses Satzes hervorheben. 

Unter den verschiedenen W-Curven-Systemen, welche es im Raume 
giebt, finden sich insonderheit die geraden Linien, welche zwei feste 
Geraden schneiden. Man kann nun nach unserem Satze die Haupt- 
tangenten-Curven bestimmen auf jeder aus solchen Linien gebildeten 
Fliche, d. h. also auf jeder Linienfliiche, deren Erzeugende zwei feste 
Geraden schneiden.*) 

Ein zweiter besonderer Fall ist der folgende. Gleichgewundene 
Schraubenlinien von gleicher Axe und gleicher Ganghdéhe bilden eben- 
falls ein W-Curven-System. Die zugehérigen linearen Transforma- 
tionen, durch welche dieselben in sich iibergehen, sind die betreffenden 
Schraubenbewegungen um die gemeinsame Axe. Bei einer Bewegung 
bleiben nun nicht nur die projectivischen Beziehungen, sondern auch 
die metrischen ungeindert. Man wird also auf einer von solchen 
Schraubenlinien gebildeten Fliche nicht nur die Haupttangenten- 
Curven, sondern auch die Kriimmungscurven bestimmen kénnen. Wir 
haben also den Satz: 

Wenn man auf irgend eine Curve cine beliebige Schraubenbewegung 
anwendet, so beschreibt sie eine Fliiche, auf der man die Hawpttan- 
genten-Curven und Kriimmungs-Curven durch Quadratur bestimmen kann. 





*) Dieser Satz ist in umfassenderen Siitzen mit enthalten, die von Herrn 
Clebsch (Crelle’s Journal LXVIII, p. 151) und von Herrn Cremona (Annali 
di Matematica. 1869) iiber die Haupttangenten-Curven von Linienfliichen aufge- 
stellt worden sind. 


Gottingen und Christiania im Marz 1871. 
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Ueber independente Darstellung der héheren 
Differentialquotienten. 


Von R. Horre in Bern. 


Wenn es sich um die Aufgabe handelt, den mn’ Differential- 
quotienten einer Function einer Variabeln entwickelt darzustellen, so 
kann die Form der Entwickelung noch eine iiusserst mannichfaltige 
sein. Selbst wenn man festsetzt, dass nur endliche Reihen von ge- 
schlossener Dimensionszahl vorkommen, lassen sich zur Darstellung 
derselben Function oft eine uniibersehbare Menge identischer Ausdriicke 
finden, deren Zusammenhang schon bei Doppelreihen nicht mehr in 
die Augen fiillt. Von dieser moéglichen Formverschiedenheit sah ich 
vorliufig ab, und hielt allein die genannte Beschrinkung fest, als ich 
in der Schrift: ,, Theorie der independenten Darstellung der héhern 
Differentiaiquotienten. Leipzig 1845.“ — die bezeichnete Aufgabe fiir 
alle diejenigen Functionen liste, die durch Substitution aus Functionen 
hervorgehen, fiir deren ganze positive Potenzen die Differentialformel 
als bekannt zu betrachten war. Die Loésung ist daselbst (Seite 38) 
in der Formel enthalten: 


k=n ,k Key A=s : : nm. oh 
. ef EZ. 1)t§—*(k), eo" .. 


D th 
O% 


6 Zw 
oa” Saye eee 
wo (k), den Binomialcoefficienten bezeichnet. Bei Anwendung der- 
selben auf eine durch Substitution gebildete Function 
Pn ++ Py PoP, % 
hat man erst 
— | _ o\h 
= G4 5 [2=(H>2) 
zu setzen, um hernach successive fiir 
_— , . i, h 
= P._P,% 5 fz = (932)" 
inn — on h 
2=PzP2.Pi% 5 fe = (942) 
u. Ss. W. u. Ss. W. 
die in die Formel einzufiihrenden Werthe zu haben, wiihrend erst am 


Schluss 
fz = Pn 2 
gesetzt werden kann. 
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; . oe 1 
In einzelnen Fallen, namentlich fiir z= 2’, z= —, und fz = 2 


= 2", 


geht die Doppelreihe in eine einfache iiber. Dem letztgenannten Falle 
entspricht die Formel (S. 56): 








n ,@ h=n an h 
(a0) MS (— 1-4 (a) (@— hh — Vga ot?’ 2 
ox" h=1 ax" 
h=n ‘ ge h a”. Pt 
= a(n — &), = (— 14 (»), —; — 
Ist hier @ eine negative ganze Zahl, so liisst sich der Ausdruck zu 
dem folgenden (S. 162) erweitern: 
a". g-™ ga mah Pf .P 


h=n+yr 
—- (m + w) (m+ 2+ W+ 7) meu =. (—1¥ @+) mph+w ext 


worin w und vy willkiirliche ganze positive Zahlen bezeichnen. Hieran 
sieht man, dass z. B. 





; ae 1)! (h + p)” 
(m + “) (m + n + ad + V dn + aa (— ) (nm + V)p m+h+u 


eine von w und v unabhiingige Groésse ist, und dass sich solcher Aus- 
driicke beliebig viele ergeben, indem man beliebige Functionen z wiihlt. 
Die Bedingung, unter welcher die Formel (5) zum Ziele fiihrt, ist 
sichtlich erfillt, soweit die Elementarfunctionen gp theils algebraisch, 
theils Potenzen, sei es von variabler Basis oder variablem Exponenten, 
theils Sinus oder Cosinus sind. Zur Anwendung auf Logarithmen und 
Kreisbogen, welche letzteren sich auf die ersteren reduciren, wiirde 
erst der n° Differentialquotient von (log x)* zu entwickeln sein. Die 
unmittelbare Entwickelung giebt folgende Form: 
a” f (log x) 
da" 
und zwar ist C, die Summe der Produkte der Combinationen zu n — k 
Elementen aus den Zahlen 1, 2,...%—41. Diese Bestimmung des 
Coefficienten geniigte mir nicht, da er sich als Summe einer Reihe 
von variabler Dimensionszahl darstellt, mithin im Grunde nicht inde- 
pendent, sondern recurrirend ausgedriickt ist. Ich erweiterte die For- 
mel folgendermassen. Bezeichnet C"(a,) die Summe der Produkte der 
Combinationen zu p Elementen aus der Reihe a,, a,, ... Gs, und 
setzt man zur Abkiirzung 


A (x) = (@ — a) (@— a)... (@— a) 3 Ae (ve) = 


so ist 


k=n 
=a-" Z (— 1)"-* C,f* (log z) 
i=l 


cv — My, 
Ala) ? 


FE (— 1)? (a)t—*-? - 1 08 (a). 
Ox p=—0 

Jetzt kann man die Reihe der a so wihlen, dass die independente 

Darstellung der C méglich wird. Dies ist unter andern der Fall fiir 

ay =a”. Man findet nimlich (S. 96): 


n A=n i=ea — 
WF) _  ft(e) E As(m)e * 
ox” k=1 h=1 
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gi? —P+ ia trin t+ 
A(r)A(p—r) ? 


A(r) =(1— a) (l—a’)... (1 —a@’). 
Nachdem hiermit die Aufgabe gelést ist, ergiebt sich auch der inde- 
pendente Ausdruck der anfinglichen Coefficienten C, durch Identifici- 


rung mit dem neuen fiir z= log x. Am einfachsten gestaltet er sich, 
wenn a die (n + 1)'° Wurzel der Einheit ist; hier hat man (8, 104): 





CO (av) = 3B (— 1) 
r=0 


wo 


ho=n-+1 
C*(k) = (—1PF1.2...n 2 a*(a), 41. 


asi 

Aus dem Angefiihrten ist zu ersehen, dass die Lésung der ge- 
nannten Aufgabe, wenn man sie nur in einigen wenigen Formen ver- 
sucht, schon zu einer grossen Menge identischer oder willktirliche 
Elemente enthaltender Ausdriicke fiihrt, die sich ohne Zweifel noch 
sehr vermehren lisst. Es wiirde eine Aufgabe fiir sich bilden, die 
hier wie zufillig auftretenden Identititen aus Gesetzen abzuleiten, und 
den Umfang der Transformationsfihigkeit zu ermitteln. 

Da in den 26 Jahren nach Publication meiner Theorie durch keine 
literarische Erscheinung die Aufmerksamkeit auf irgend welche ver- 
wandte Fragen wieder gelenkt worden ist, so habe ich jene Unter- 
suchung gleichfalls nicht fortgefiihrt. Kiirzlich jedoch ist die obige 
Formel (20), auf ganz verschiedenem Wege zum zweitenmal gefunden, 
Gegenstand eines Aufsatzes im dritten Bande der mathematischen 
Annalen |[vergl. Seite 276, Formel (9)] geworden. Dieser erste Be- 
weis eines noch vorhandenen Interesses gab mir Veranlassung, im 
Vorstehenden auf den Umfang dessen, was in der Sache bereits be- 
kannt war, und auf die noch restirende Aufgabe aufs neue hinzuweisen. 











Ueber die Integration simultaner partieller Differential- 
gleichungen der ersten Ordnung mit derselben unbekannten 
Function. 


Von A. Mayer in Lerpzic. 


Die Frage nach den Bedingungen, unter welchen mehrere par- 
tielle Differentialgleichungen erster Ordnung mit derselben unbekaunten 
Function eine gemeinsame Lésung zulassen, ist zuerst von Bour be- 
handelt worden im 39. Hefte des Journal de VEcole polytechnique. 
Die Kriterien, zu denen Bour gelangt und die man auch in zwei 
neueren Abhandlungen von Imschenetsky*) und von Collet**) 
wiederfindet, sind indessen unvollstiindig und daher einer Revision 
bediirftig. Diese zu geben und die vollstiindigen Kriterien auseinander- 
zusetzen, ist der Zweck der folgenden Note. Des leichteren Verstiind- 
nisses wegen schicke ich derselben in der Form zweier Siitze (I. und 
II.) dasjenige aus der Jacobi’schen neuen Integrationsmethode der 
partiellén Differentialgleichungen erster Ordnung (Crelle J. 60) vor- 
aus, was in ihr benutzt werden wird. 

I. Wenn sich aus den » Gleichungen zwischen den 2 Grossen 
Wi> Wox +++ Uny Pir Pr» +++ Pn: 

fi=0, f=0,...f4=0 
fiir pj, Po, --- Pa solche Functionen der unabhiingigen Variabeln 
diy Io» +++ Gn ergeben sollen, welche den Ausdruck 


Prdqy + Dodd, + +++ Pnddn 
zu einem vollstiindigen Differential machen, so miissen durch Substi- 
: . . : - n(n—i1 
tution dieser Functionen die rin) Bedingungen: 
(fi, f t) = 0° 
identisch erfiillt werden. 


*) Grunert’s Archiv T. 50. 
**) Annales de l'Ecole normale t. VIL. 
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Ueber simultane particlle Differentialgleichungen. 


Unter dem Zeichen (p, w) wird immer der Ausdruck verstanden : 
A=n fo 
a & fi 7-7 h- 
mas = (<a, OP, =P 3a) 
II, Wenn man uw Functionen 
fis fey +++ fe 
der 2n Gréssen 9,, qo, «++ Un» Pry Po» «++ Pm hat, unabhiingig von 
einander in Bezug auf p,, p., ..- Pn, fiir welche die ee —9 Glei- 
chungen: 
(fi, fx) =9 
identisch erfiillt sind, so lehrt die Jacobi’sche Methode » — uw andere 
Functionen f,+1, .-- f» zu finden, von der Beschaffenheit, dass sich 
aus den » Gleichungen: 
f,=0, f,=0, ...f=0 
ba+ = hu+1, see -»fam=hs; 
in denen die h willkiirliche Constanten bedeuten, solche Werthe von 
Pi» Poy +++ Pa ergeben, welche den Ausdruck: 


D1, + Podd, + +++ Pnd qn 


‘zu einem vollstiindigen Differential machen; woraus hervorgeht, dass 


unter den gemachten Voraussetzungen die w simultanen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, welche durch die Substitutionen 
ov OV oV 
yy a =F») ees =, 
Pi On ? Po 0% ? Pn O%n 
aus den Gleichungen 
> f=9, fp=90,..-f=9 
entstehen, eime gemeinsame vollstiindige Lésung V mit » — w nicht 
additiven willkiirlichen Constanten besitzen. — 


Wenn man sich irgend welche partielle Differentialgleichungen 
mit derselben unbekannten Function V vorlegt und es tritt in ihnen 
diese Function selbst auf, so darf man nur an Stelle von V eine un- 
bekannte Function W von V und von den unabhiingigen Variabeln 
in der Weise einfiihren, dass man sich V durch die Gleichung 

W = Const. 
bestimmt denkt, um hierdurch sofort die gegebenen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zu verwandeln in solche, die zwar eine unabhingige 
Variable V mehr besitzen, dafiir aber die neue unbekannte Function 
W nur in ihren partiellen Differentialquotienten enthalten. 

Indem wir hiernach nur solche partielle Differentialgleichungen 
zu betrachten brauchen, in denen die unbekaunte Function selbst nicht 
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vorkommt, kénnen wir der Frage, um die es sich handelt, die folgende 
allgemeine Fassung geben: 
Gegeben sind m Gleichungen: 


(1) fi=—90, R=—0,...f,=—0 
zwischen den 2” Gréssen 
Wi» Ya» --- dn) P=, py = pe 
‘ On 0%’ 09,’ 

aus denen sich m von den Gréssen p durch die iibrigen und die g be- 
stimmen lassen. Unter welchen Bedingungen existirt eine Function 
V der unabhiingigen Variabeln ¢,, q,, ..- Qn, welche allen diesen 
Gleichungen gleichzeitig geniigt? Oder nur anders ausgedriickt: Unter 


welchen Bedingungen kann man noch » — m andere Gleichungen 
zwischen denselben Grdéssen finden: 
(2) faziz=O0,....f,—0, 


welche in Verbindung mit den Gleichungen (1) p,, p., ..~ Pn so be- 
stimmen, dass der Ausdruck: 


Pr:1Q, + Dodd, + +++ Pnddn 
ein vollstindiges Differential wird? 

Die Auffindung dieser Bedingungen geschieht mittelst des Satzes I., 
wiihrend der Nachweis, dass dieselben nicht bloss nothwendig, sondern 
auch ausreichend sind, sodann dem Satze II. entnommen wird. 

Wenn es wirklich » — m Gleichungen von der verlangten Art 
giebt, so miissen nach I. die aus ihnen und den gegebenen Gleichungen 
folgenden Werthe der Gréssen p den Bedingungen: 


(3) (fi, fz) = 9 
identisch Geniige leisten. . 

Daraus folgt unmittelbar, dass die Gleichungen (1) keine gemein- 
same Lésung zulassen kénnen, die nicht zu gleicher Zeit auch allen 
denjenigen Gleichungen (3) geniigte, in denen ¢ und k < m ist. 

Unser erstes Geschift wird es daher sein miissen, mit den ge- 


° . -  m(m—1 os 
gebenen Functionen /,, f/,, ..- fm die aie) Ausdriicke 


(fi, fe) 
zu bilden und die Werthe zu betrachten, welche dieselben in Folge 
der Gleichungen (1) annehmen. 

Findet sich, dass irgend einer dieser Ausdriicke durch die Glei- 
chungen (1) auf eine von Null verschiedene Constante oder auf eine 
blosse Function von ¢,, q, -.- Q» reducirt wird, so ist schon mit 
dieser ersten Reihe von Operationen die ganze Untersuchung zu Ende. 
Es ist dann unmdglich den Bedingungen (3) identisch zu geniigen und 
man ist daher sicher, dass die Gleichungen (2) nicht existiren oder 
dass die gegebenen Gleichungen eine gemeinsame Lésung nicht zulassen. 
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Ueber simultane partielle Differentialgleichungen. 


Tritt dieser Umstand aber nicht ein, so ist im Allgemeinen jene 
Reihe von Operationen nun noch weiter fortzufiihren. Man hat dann 
zuniichst, unter Weglassung aller derjenigen Gleichungen (3), welche 
durch die gegebenen Gleichungen allein. schon erfiillt werden, die 
iibrigen dem System (1) als neue Gleichungen hinzuzufiigen. Mit 
diesem, durch eine Anzahl neuer Gleichungen vervollstiindigten Systeme 
sind hierauf die niimlichen Operationen vorzunehmen, die man vorhin 
mit dem gegebenen Systeme angestellt hatte, u.s.f. Dann muss man 
schliesslich immer auf einen der beiden Fille stossen: 

A. Entweder es ergiebt sich im Laufe der Rechnung irgend eine 
Gleichung, welche unter Vermittelung der vorhergehenden zu einer 
nicht identischen Relation fiihrt, die frei ist von simmtlichen Diffe- 
rentialquotienten p. . 

Die gegebenen Gleichungen sind alsdanu einer simultanen Inte- 
gration sicher nicht fahig. 

Dieser Fall wird jedesmal dann eintreten, wenn man bereits zu 
n Gleichungen 

i =9, eee fn = 9, fn+1= 9, eee fn = 9 
gelangt ist, ohne dass durch dieselben den Bedingungen (3) simmtlich 
Geniige geschieht; daher man die Rechnung stets abbrechen kann, 
sobald man » Gleichungen erhalten hat. 

B. Oder man erhilt u < » Gleichungen: 


(4) fy =0,.-. fn =9, futi=9,-.-f=9, 
durch die allen denjenigen Gleichungen (3) identisch geniigt wird, in 
denen 7 und k < w ist. 
Der tetztere Fall verlangt eine eingehendere Betrachtung. 
w (wu — 
2 


Wiiren jene ) Gleichungen (3) an sich identisch, so wiirden 


nach dem Satze II. die Gleichungen (4) und folglich auch die gegebenen 
sicher eine gemeinsame vollstiindige Lisung mit » — w willkiirlichen 
Constanten besitzen. Aber man darf nicht, wie es in den oben an- 
gefiihrter Abhandlungen geschieht, ohne Weiteres schliessen, dass 
dasselbe gerade so auch dann noch gilt, wenn die Gleichungen (3) 
erst durch Hinzuziehung der Gleichungen (4) identisch werden. Denn 
es kann sehr wohl sein, dass die Gleichungen (3) nur eine Folge sind 
der besonderen Form der Gleichungen (4), dass sie aber nicht fiir jede 
beliebige Form gelten, die man diesen Gleichungen geben kann. In 
der That lassen sich w beliebig gegebene Gleichungen zwischen den 
2n Variabeln p und q immer auf eine solche Form bringen, dass aus 
denselben die Gleichungen (3) folgen. Man braucht die gegebenen 
Gleichungen z. B. nur durch ihre Quadrate zu ersetzen, um sofort ein 
System Gleichungen (4) zu erhalten, welches die Gleichungen (3) nach 
sich zieht. 
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Mit dem Eintreten des Falles B. ist demnach die Untersuchung 
durchaus noch nicht beendigt; vielmehr erfordert die Discussion dieses 
Falles eine neue Reihe von Operationen, die darauf hinzielen, das 
System (4) woméglich auf ein solches zuriickzufiihren, in welchem die 
Ausdriicke (f;, f,) identisch Null sind. 

Zu diesem Ende wird man zuniichst die Gleichungen (4), aus 
denen, in Folge der Art, wie sie erhalten wurden, immer uw von den 
Gréssen p durch die iibrigen und die g bestimmbar sind, etwa nach 
Pi» Po» » ++ Py auflésen und mit diesen Auflésungen: 


(5) Pi= Pi, Po=Poy +++ Pu=%u 
sodann die 25 Ausdriicke bilden: 


. OM, 09; , "=" (09; COR O09; OM 
(6) (Pi— Pi, Mr—Pt) = 59 — Fg, ( ). 
ik 


Od" h=p+1 Od, OP, oH OP, OP, 

Sind diese Ausdriicke siimmtlich Null, wie dies der Fall sein muss, 
wenn die Gleichungen (3) fiir jede beliebige Form der Gleichungen (4) 
Geltung haben, dann allerdings besitzen die Gleichungen (5) und mit 
ihnen die gegebenen (1) eine gemeinsame vollstiindige Lésung mit 
n — w willkiirlichen Constanten. Diese Liésung findet man durch die 
Jacobi’sche Methode, welche*) im ungiinstigsten Falle die Kenntniss 
erfordert je eines Integrales von 


u Systemen von 2n — 2u, 
w+ ” ” 2n —2(u-+ 1), 


. 
n—l1 - - 2 


gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung, aber, wenn man 
diejenige lineare Combination der zu integrirenden Systeme linearer 
partieller Differentialgleichungen eintreten liisst, welche nach dem Vor- 
gange des Herrn Weiler von Herrn Clebsch in der Abhandlung 
» Ueber die simultane Integration linearer partieller Differentialglei- 
chungen* (Crelle, J. 65.) auseinander gesetzt worden ist, im Allge- 
meinen schon zu der gesuchten Loésung fiihrt nach Ermittelung je 
eines Integrales von 


uw Systemen von 2n — 2u 
2 ” ”? 2n — 2(u + 1) 


© 6 
2 ) ? 2 
gewohnlichen Differentialgleichungen. — 


*) Vgl. die Jacobi’schen Vorlesungen iiber Dynamik, S, 291 u. fig. 
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Hingegen, wenn die Ausdriicke (6) nicht siimmtlich verschwinden, 
sO muss man nun auch das System (5) denselben Operationen unter- 
werfen, die man zuerst mit dem gegebenen System (1) durchgefiihrt 
hatte, d. h. man muss diejenigen Gleichungen 

(Pi — Diy x — pr) =0, 
die nicht identisch stattfinden, den Gleichungen (5) als neue Glei- 
chungen: 

fu+i =, fuze2=O,... 
hinzufiigen, mit denselben die Gleichungen bilden 


(Pi — Dir fut) =9, uta fu+x) = 9 
und so fortfahren, bis man wiederum zu einem der beiden Fiille A. 
oder B. gelangt ist, wo dann die friiheren Betrachtungen sich wieder- 
holen. — 

Jedoch nicht in allen Fallen ist es néthig, die Ausdriicke (6) 
wirklich zu berechnen. In gewissen Fallen — und zu diesen gehort 
gerade der am hiufigsten auftretende Fall linearer partieller Differential- 
gleichungen — kann man auch direkt aus der Erreichung des Falles 
B. die Existenz einer gemeinsamen vollstindigen Lésung mit » — u 
willkiirlichen Constanten der vorgelegten. Gleichungen folgern. 

Um dies einzusehen, ist nur néthig zu untersuchen, unter welcher 
Bedijigung aus den Gleichungen (3) die Identitiiten 


(7) (Pi — Di, Pr — Pr) = 
hervorgehen. 

Nach Voraussetzung sind die Gleichungen (5) die Auflésungen 
des Systems (4). Versteht man daher unter f= 0 irgend eine der 
Gleichungen (4), so wird durch die Substitutionen (5) mit f zugleich 
auch . 


a te. PT howl, 2,...% 





0%, e=1 OPe ON, 
ar C= Of 2% re 
und ep, 0a 1 OP, oP, =0 , h=pw+l,...n. 


Setzt man die hieraus folgenden Werthe der partiellen Differential- 
quotienten von /; und f, nach q,, ... Gn, Pu+iy +++ Pn in den Aus- 
druck (f; f,) ein, so erhilt derselbe den Werth: 

=e Of; Of, 


(fin f= EG 


”. OD. 
=1 eo=i CPe CP 


(Pe — Pe, Po — Po) 


Diese durch die Substitutionen (5) identische Gleichung lehrt, dass 
im Falle B. immer die Identitiiten (7) stattfinden, so oft die Determinante 


8 Of Of, Olu 
( ) 2+ OP OPs OPy + 
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e die an sich nicht Null ist, auch durch die Substitutionen (5) nicht 
Null wird, wihrend man dasselbe nicht mehr behaupten kann, wenn 
diese Determinante in Folge der Gleichungen (4) verschwindet, d. h. 
die Werthe (5) von p,, p., -.-+ p, Vielfache Wurzeln der Gleichungen 
(4) sind. 

In dem besonderen Falle nun, wo die gegebenen Gleichungen (1) 
linear sind in Bezug auf die Differentialquotienten p, hat auch das 
vervollstiindigte System (4) dieselbe Eigenschaft. Daher ist dann die 
Determinante (8) ganz unabhingig von p,, p,, ... p, und folglich 
sind in diesem Falle die Bour’schen Kriterien ebenso ausreichend 
wie nothwendig. 

Sind die Gleichungen (1) iiberdies auch homogen in Bezug auf 
die p, so kann man den entscheidenden Ausdriicken (/;, f,) noch eine 
andere Form geben. Ist niimlich allgemein: 


fi = Qi1 Py + Qi2 Pe +++ Qin Pn, 
wo die @ blosse Functionen der g sind, und fiihrt man die Bezeich- 
nung ein: 








ov ov ov 
wh = 2 ea 
AV) = Qi E+ Qin te Qin, 
so hat man in der Voraussetzung p, = : 
h 


Ay (Ai(V)) sake A:(A.(V)) = (fi, fi)- 
Bemerkt man noch, dass iiberhaupt, sobald /,, f,, ..~ fn ganze ho- 
mogene Functionen der p sind, in dem vervollstiindigten System (4) ' 
uw <m sein muss, falls diese Gleichungen eine gemeinsame Lésung ) 
besitzen sollen neben der evidenten V = Const., so sieht man, dass 
sich aus dem Vorhergehenden fiir lineare homogene partielle Diffe- 
rentialgleichungen dieselben Kriterien der simultanen Integrabilitiit 
ergeben, welche auf anderem Wege in der oben citirten Abhandlung 
von Herrn Clebsch aufgestellt worden sind. 


Leipzig, April 1871. 
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Les tangentes doubles 4 une courbe du quatriéme ordre 
avec un point double. 


Par Fr. Brroscut 4 Minan. 


La recherche des tangentes doubles & une courbe du quatriéme 
dégré avee un point double, présente une application trés-intéressante 
de la théorie des covariants et des invariants simultanés des formes 
binaires. 

Soient w, v deux formes binaires en x, y; la premitre biquadra- 
tique, quadratique la seconde. Si le point double est déterminé par 
% = 0, y=O0, on pourra donner a I’équation de la courbe du qua- 
trieme dégré la forme suivante: 


U = 6220 — u; 


et si l’on suppose que la droite z+ px-+ qy =O soit une tangente 
double de la courbe, on aura: 


6(pa + qy)?v —u =f 
f étant une forme quadratique en x, y. L’équation f= 0 donne deux 
droites passantes par le point double, et les autres points d’intersection 
avec la courbe sont les points de contact des deux tangentes doubles: 


e+tpe+qy=0; —e+pr+qy=0. 
On a huit fonctions f; et Von voit tout-de-suite la liaison que la 
recherche des tangentes doubles a avec la bissection des fonctions 
hyperelliptiques de premiére espéce. 
Soient m, ~ deux formes binaires des dégrés n, m; en posant: 
1d 1 @ 1d 
ode Mi SoD de M1 tee de Mees 
et: 
(PY) = Pb. — F2¥15 (PY)? = Pir Y22 — 2Py2V12 + P22 Vu 5 
(PY)? = F111 Vr22 — BPy 12201 + 3 Py22%211 — Pree¥inr 5 
les fonctions (pw), (pw)*, (py)*®... sont des covariants ou des in- 
variants simultanés des formes g, yw. 
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Les formes u, v donnent lieu aux formes simultanées suivantes*) : 
u;v;h=— jun)? ; w=—(uv)? ; t= (uw) 
k—=}(vv)*; i=} (uu); j= }(uh)'s T= (0w)'s T= 4 (ww)? = (v0)? 

| "a Yy2 V2 | 

K= Wy Wi Wo 

ty tie to» 
Liinvariant K est gauche; c’est-a-dire son carré peut s’exprimer en 
fonction des autres invariants. En posant: 
A=4kJ—I? ; B=IJ—itikI-4Pj ; C=kiJ+jl1)-J* 
on a: 

K*k=AC— PB. 
J’ajoute aux invariants supérieurs le discriminant simultané : 

A = I? — 16k(J — ki) 

et en posant: 


D=3+VS) E=4(1—Y/A) 
jobserve qu’on a: 
4Ri=A+ID+ EF?*=A+IE+ D 
16437 = E(A + 1D)—(AE+4Bhk) = D(A+ IE) —(AD+4Bh) 


et les: 
(AD + 4Bk) (AE+ 4Bh) =— 16K? 


ADE+4Bk(D + E) + 160? =0. 
Les formes biquadratiques «, h peuvent s’exprimer, comme il est connu, 
en fonctions quadratiques des covariants v, w, ¢; et l'on a entre ces 


eovariants une équation identique du second dégré. Ces relations, qui 
peuvent prendre des formes différentes, se déduisent des trois suivantes: 


Iu + 4kh = w? — iv? + 2vt 
(1) Ju + Ih=jv? + wt 
GI + 4kju+t+4Jh=iw+F+ 4jow. 
Par exemple, en multipliant ces derniéres par A + ID, 4kE, — 4k" 
et en les ajoutant, on trouve: 


4i?u = — ZETisi [(A+ID) vo+2kEw — aie] — Ev? + 4kow; 
par conséquent si l’on pose: 

(2) (A+ ID) v + 2khEw —4ht=0VAE+ 4Bk 

Yon a: 

(3) 4i?u = — 0? — Ev? + Akow. 





*) On peut consulter 4 ce propos les mémoires de MM. Harbordt, Bessel 
et Gordan, Mathematische Annalen. Band 1. 
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Sur les courbes du quatriéme ordre. 


Si avec la forme ternaire U et son hessien: 
H = — 3kv2'+ Bow — 4ku) 2& + ho 
on forme !’équation du quatorzieme dégré trouvée par M'. Hesse pour 
la courbe dont les points d’intersection avec U=0 sont les points 
de contact des tangentes doubles; en ¢liminant z entre cette équation 
et l’équation U = 0, on obtient |’équation du sizieme dégré suivante: 
(2h? a? + (Iv — 4hw) uv + 8khe?}?? — Arwot = 0 
le premier membre de laquelle sera le produit des huit fonctions qua- 
dratiques f. Or cette équation se décompose évidemment dans les deux: 
2h2u? + (Iv — 4hw) uv + 8khe® + ue VA =0, 
desquelles i cause de la premiere des relations (1) on déduit: 
(ku — vw)? — (Eu + iv? — 2vt) ? =O, 
et l'autre en substituant D a FE. Mais en multipliant cette derniére 
par 4k? on a: 
4h*(khu—vw)?—4k E (hu—vw)v?—[(A+1D+ EE?) v-+-4kEw— 8h? t| e=0 
ou en substituant 6 & ¢ au moyen de la relation (2), on obtient: 
4k? (ku —vw)?—4khE (ku — vw) P?— 2NO00°+ (A+ ID— E*) v'=0 
ayant posé: 
, N=VAE+ 4Bk=yp— FE*+ 4PiE — 162j. 
Enfin en observant que l’expression (3) de w donne: 
Ak (ku — vw) —— (6? + Ev’) 
l’équation supérieure deviendra: 
(? + Ev?) + 4£v? (6? + Ev’?)— 8NOu'+ 4(A+ ID — E*)v'=0 
ou: ‘ 
(8 — @1v) (8 — 2) (8 — @3v) (@ — av) = 9 
0;, Qo, @3, @, Clant les racines de léquation du quatrieme dégré: 


(4) o' + 6£Le’? —8No —3EF + 16h1=—0. 
Quatre fonctions f sont en conséquence données par |’équation: 
(5) 2khf = 8 — ov 


et les deux tangentes doubles correspondantes par la: 
24k? 2? — (9? — FE) v + 200 — 4hkw = 0 
dans laquelle on posera pour 6 l’expression (2). 
En permutant EZ, D on aura une seconde équation du quatriéme 
I ? 1 
dégré, les autres fonctions f, et les tangentes doubles relatives. 

Ces deux équations du quatrieme dégré sont douées d’une pro- 
priété trés-remarquable; leurs invariants quadratique et cubique sont 
égaux et en les désignant par S, 7’, on trouve: 

S = 16h% T=4E(A + ID) —4N? = 64/3). | 


Mathematische Annalen. IV. 7 
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Les deux fonctions anharmoniques des quatre racines des deux équa- 
tions supérieures et de la « = 0 auront donc la méme valeur; c’est-a- 
dire les deux premieres peuvent se déduire de la troisitme au moyen 
d'une substitution linéaire. 

La résolution de l’équation du sizieme dégré de la bissection des 
fonctions hyperelliptiques de la premiere espéce se réduit par consé- 
quent a celle de deux équations du quatriéme dégré et de huit équa- 
tions du second dégré; et seulement a la resolution de ces derniéres, 
lorsque les racines de |’équation « = sont connues. 

J’ajouterai enfin une remarque relative & la forme de |’équation 
en g. Cette forme correspond a celle qu’on obtient par la substitution 
linéaire qui annulle le coefficient du second terme dans la transfor- 
mation d’une biquadratique. En effet en supposant: 

t = (4), @, ...- @,) (x, y)* 
et 
= (§ —a,) >» y=! 
Gy : 


on trouve: 





a,>u = E4 + Gee? — 8né 


€ = 4a, — a,” 





de? + a?t | 


étant: 
et: 
2n = 3a) 4,4, — a,?a, — 2a,3 = Vy — 4e° + a,2ie — a,3). 


La transformée a évidemment la méme forme de l’équation en @, et 
ses coefficients sont fonctions de ¢, i, 7; comme ceux de |’équation 


a7 . , . 7 / 

en @ de E, S, 7. Leéquation en o s‘obtiendra par conséquent de / 
_ / 

l’équation en § par la substitution § = * be , tant: : 


g(a, b) = at + bea? lh? + 8nab® + (a,2t — 3c?) b 


dg dg 
a, ; P= 2 2 


et les a, b déterminées par les deux relations: 
mit , ces: i 
ap = 4k } +(pp) = E; 


propriétés qu'on déduit facilement de la théorie des covariants associés. 


Milan, avril 1871. 
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Sur les courbes du quatri¢me ordre. 


Observations géométriques 4 propos de la Note de Mr. 
Brioschi ,,Sur les tangentes doubles dune courbe du 
4¢ ordre avec un point double“. 


Par L. Cremona a Minan. 


En supposant que g ne soit pas une racine de l'équation (4), 
mais plutot un paramétre arbitraire, on déduit des équations (3) et 
(5) la suivante 

4i? (622¢ —u) = 0 [242 + (£ 


Donec, quelque soit @, la conique 





eye + 290 — kw] + 40472 


(6) 24h? 2? ++ (E— o*)v +206—4hkw =0 
est tangente a la courbe biquadratique donnée 
622v—u=—0 
en quatre points, situés par couples dans les deux droites f/f = 0. 


L’équation (6) représente un systeme de coniques quadritangentes: il 
* contient quatre coniques qui se décomposent en deux droites (tangen- 
tes doubles), et ces quatre coniques particuliéres correspondent aux 
quatre valeurs du paramétre g qui satisfont ]’équation (4). En effet, 
le premier membre de celle-ci ne differe du discriminant de la forme 
ternaire (6) que par un facteur indépendant de @. 

L’interprétation géométrique du résultat obtenu par Mr. Brioschi 
est done la suivante: ,,Une courbe homologique-harmonique*) du 4° 
ordre avec un point double possede deux systemes de coniques quadri- 
tangentes, qui ont méme centre et axe d’homologie harmonique (c’est- 
i-dire que le point « = y = 0 est le pole de la droite z = 0). L’équa- 
tion de lun de ces systemes est (6), ot @ désigne le paramétre; en 
permutant EK avec D, on obtient le second systeme. Dans chaque 
systeme, les couples de droites menées du point double aux points de 
contact de la courbe donnée avec les coniques quadritangentes forment 
une involution: ce qui résulte de la relation (5). Chaque systeme 
comprend quatre couples de tangentes doubles; et les valeurs corres- 
pondantes du paramétre sont les racines de |’équation (4). “ 

En désignant par @ la forme qu’on déduit de 6 par la permuta- 


*) C’est-i-dire que la courbe posséde un centre x= y =0 et un axe z=0 
de homologie harmonique: propriété géométrique qui correspond a l'absence du 
terme linéaire en z dans l’équation de la courbe. On sait d’ailleurs que toute 
courbe hyperelliptique peut étre transformée rationnellement en une courbe homo- 
logique - harmonique. 


” 
‘ 
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tion de EF avec D, on voit tout de suite que les trois groupes de 
quatre droites 
v.6=0, v.a=0, a.0=—0 
sont harmoniques. Les formes biquadratiques «—0O, a8 =O sont 
aussi liées harmoniquement entre elles, selon la dénomination proposée 
par Mr. Battaglini*); done les formes 6, w sont déterminées par 
les conditions que les invariants quadratiques ' 
(v.%)?, (v.@)?, (@.@)*, (@a@. xu)! 
soient tous égaux a zéro. 

On peut aussi présenter le théoréme ci-devant sous la forme al- 
gébrique qui suit: ,,On donne deux formes binaires « et v, biquadra- 
tique la premiere, quadratique V’autre; “et on demande A satisfaire a 
léquation 

u=rgp —f? 
Il y a deux systemes de solutions, dont l’un est contenu dans les for- 
mules 
2kf=—0— ev, 4k°?o = (oe? — F)v+206—4kw, 
o étant arbitraire. La permutation de EF ave. D donne |’autre systéme.“ 

On obtient trés rapidement les 16 tangentes doubles de la courbe 
proposée, en lui appliquant le procédé ingénieux que Mr. Geiser **) 
a indiqué pour la courbe générale du 4° ordre. En supposant donnée 
une surface générale du 3° ordre, si l’on place l’oeil sur une des 27 
droites, la projection plane du contour apparent de la surface sera 
précisement une courbe du 4° ordre avec un point double. Je conserve 
pour les 27 droites la notation de Mr. Schlifli, omis seulement 
Yindex 6; si a est la droite choisie pour y placer l'oeil O, la trace de 
a sur le plan de projection sera le point double; les traces des deux 
plans bitangents contenant les coniques touchées par a seront les tan- 
gentes au point double; les cing plans tritangents qui passent par a 
et le plan tangent en O auront pour traces les six tangentes issues 
du point double. Enfin, les 16 tangentes doubles seront les projec- 
tions des 16 droites 

yy Ay, Uy, Ay, As, D, Cray Cygy Orgy C45) Coyr Cops C05, Coa C359 Cas 
de la surface, qui ne sont pas rencontrées par a. Or, il suit de la 
théorie trés connue de la surface du 3° ordre, que ces 16 droites se 
déterminent linéairement, dés qu’on connait les restantes; par ex. a, 
est la droite commune aux hyperboloides ¢,b,b,, ¢,b,b, qui ont déja 
en commun ¢,, b, et a. 


*) Sulle forme binarie di grado qualunque (Atti della R. Accademia delle 
scienze di Napoli, vol. III, pag. 11). 
**) Mathem. Annalen, t. 1, p. 129. 
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Si l'on veut que le contour de la surface donne une courbe homo- 
logique-harmonique, il faut supposer que la surface, au lieu d’étre 
tout-a-fait générale, présente cette singularité que, dans deux des 
plans tritangents qui passent par-.a, les deux droites y contenues se 
coupent sur a. Nous supposerons que cela arrive pour les plans ab,¢,, 
ab,c,. -Soit done l’équation de la courbe proposée 
(I) wyz*— (y + Ax) (y + 4,?x) (y + 4,’x) (y + 4,?2) = 0, 
Véquation de la surface J, sera 
(ID) w* (y + A*a) + 2 (faa + ey) ew + (fPa a + ey) 2? 

— @(e— Lf)? YA Ayre) (Y + Ay?) (y + A;?x) = 0, 
ot w= 0 est le plan de projection; c, f sont deux constantes arbi- 
traires, inégales. La droite a est « = y = 0; les droites (€,, 9), 
(€,, bo), (€,, b,) sont données par 

y+a2e—=0,  2(w+ fz) a-(w +e) =0 
(x = 1, 2, 3); les droites (c,, b,) par 
tax Q, w+eze+tia(e—f)y=0 

et les droites (¢,, b,) par 

y=0, w+ fz +4, 4,4; (e —f)a=0. 


. Coupons la surface J, par un hyperboloide 


(111) 2(Av + By) + w(Czx+ Dy) =0 
mené par les droites x= y=0, 2 =w=0, la deuxieme desquelles 
perce J, aux trois points ¢,b,, ¢,b,, ¢,b,. En éliminant w entre (II) 
et (II]), on a léquation de la projection de l’intersection des deux 
surfaces: équation qui représentera une courbe du 5° ordre, ayant un 
point triple en « = y = 0 et tangente a la courbe (1) aux points ¢,b,, 
Cyb,, €,b, et en quatre autres points allignés avec « = y = 0 sur les 
droites 
(y+ Vax) (Ax + By) — (ey + fx) (Cu + Dy) =. 

Or, en écrivant que l’équation du 5° degré contient les trois fac- 

teurs y + 4,?x, on a les trois conditions 
A[A— fC — a? (B— fD)| +4,[A — eC — 17 (B— eD)| =0 
qui donnent huit systemes de valeurs pour A: B:C: D correspon- 
dant aux combinaisons de signes de 4,, 4,, 4,. La combinaison 
(+ + +) donne ainsi l’hyperboloide 
(w + €2) [(Ay + A, + As) y — A, AQ A; a] 
+ (w + f2) Ay — (ag Ag + Ag Ay + A, dy) 2] = O 

lequel, ayant déja quatre droites a, ¢,, ¢,, ¢, communes avec dy, 
coupera cette surface suivant deux nouvelles droites b, ¢,,, dont les 
projections sur le plan w= O seront deux tangentes doubles de la 
courbe (I), savoir 








































L. Cremona. 


102 


fet tata tay — Aa ag t+ i+ i+ 7)7=0. 


Analoguement, les autres combinaisons de signes (+ — —), (— +—), 
(— Ts +), (— = —), — + +), +r i 2 +), Gs + —} donnent les 


autres 7 couples de droites (a, €y,), (Gy €,,), (3 €y2)y (4, 5), (C44 E15)5 
(€o4 25), (€g, €;)- Les premieres quatre couples et les quatre derniéres 
appartiennent respectivement aux deux systemes de coniques quadri- 
tangentes, dont j’ai déja parlé. 

J’observe encore que la section de J, par le plan w =O est la 
cubique homologique - harmonique 
(fPa + ey) 2 — ae — f)* (y + A?) (y + 4y%) (y + 43°2) = 0 
ayant un point d’inflexion en « = y = 0, et pour tangentes issues de 
ce point les trois droites y + 2,2x = 0. Les trois points de contact 
de ces tangentes, situés dans z=, et deux autres points allignés 
avec x = y =O sur la droite fA4?a + ey =O sont autant de points 
de tangence entre la cubique et la courbe (I). Les traces des 27 
droites de J, sont distribuées dans la cubique de la maniére suivante: 
le point «= y = 0 est la trace de a; les traces de c,, b, sont dans 
x =O; celles de c,, b, dans y= 0; les traces de b, et c,, de b, et 
¢, de b, et ¢, coincident deux & deux avec les points de contact des 
tangentes issues du point d’inflexion. Enfin, les traces des autres 16 
droites sont, par couples, allignées avec « = y =O sur les 8 droites 
fe (a + Ap + Ag) + Fal y — [0d Ay dy + fA (Ap, + 4, + 2,4,)]2 = 0 
correspondant aux combinaisons de signes de 4,, 4,, 4,. Ces 8 droites 
sont les traces des 8 hyperboloides, qui ont tous en commun les droites 


C= ] = 0, = 0 = (), 





Si lon place Voeil au point commun a trois droites a, b,, ¢, de J, 
la projection du contour apparent de la surface sera la cubique homo- 
logique - harmonique 

y (w + e2)* —  (e — ff)’ (y + A? a) (y + Ay? x) (y + Ax) = 0. 
Le point « = y = 0 est la projection des droites a, b,, ¢,; les droites 
b,, €, se projétent en deux points sur « = 0; les trois tangentes issues 
du point z= y =) représentent les couples ¢, et b,, c, et b,, cy et 
b,; et les huit tangentes de la courbe, issues de ces deux points seront 
les projections des autres seize droites, coincidant deux 4 deux: 








a, eb Cy , Gy eb Cy , Gy et Cy , Cy, et a, 

b el a, , Gy eto; , Cy et CG, , Cy et G;. 
Dici, et de la propriété anharmonique des quatre tangentes issues 
dun point d’une cubique, on conclut immédiatement l’égalité des rap- 
ports anharmoniques des trois formes biquadratiques considérées par 
Mr. Brioschi. 


Milan, avril 1871. 
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Zur Theorie der Bessel’schen Funetionen. 


Von E. Lommer in ERLANGEN. 


1. In einer vorhergehenden Abhandlung*) habe ich gezeigt, dass 
der Bessel’schen Differentialgleichung 


Py + 4 = yt (1 —")y=0 
durch das _vollstindige ened mit zwei Bessel’schen Functionen 
erster Art 
y = Adi, + BIG 
geniigt wird, welchen reellen, imaginiiren oder complexen Werth die 
Grosse v auch haben mag. Nur wenn v eine ganze Zahl » ist, redu- 


cirt sich das vorstehende Integral (weil Jj)” = (— 1)"J(5 ist) auf ein 


blos particulires; das vollstiindige Integral fiir diesen Fall 
y= Ad( a B Yi 
nimmt neben der Bessel’schen Function erster Art J; auch noch 
die Bessel’sche Function zweiter Art Y( in sich auf. 
Wiiré nur das eine der beiden particuliiren Integrale, etwa J(:, 
gegeben, so kénnte man sich durch folgende bekannte Methode eine 
zweite particuliire Lésung verschaffen. Man setze 


y= To fg (2). dz 
in die Differentialgleichung ein; man erhalt dann zur Bestimmung der 
Function g folgende Gleichung: 
eS? 
y p C4 (2) 1 v 
Jaya t+ (2. an ae) Jo) 9 =0, 


woraus sich sofort 


>| >) 


90) = Tey 


dz 
y = CK. WAT *) o 
2(Jy)" 2) 
*) Diese Annalen Bad. III, pag. 475; vergl. auch meine ,,Studien tiber die 
Bessel’schen Functionen“, § 29. 


und demnach 
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ergiebt, wo C eine willkiirliche Constante ist. Da dieses particuliire 
Integral in dem bereits bekannten vollstiindigen Integral nothwendig 
enthalien ist, so muss, bei geeigneter Bestimmung der Constanten, 
folgende Beziehung stattfinden: 


, dz y * 

OF J Tae — Ae + BI’, 
e o (2) 

welche, nachdem beiderseits mit CJ, dividirt und die willkiirliche 

Integrationsconstante ¢ ) als selbstverstiindlich weggelassen ist, kiirzer 


wie folgt geschrieben werden kann: 


lz Jin” 
(1,) [. os == @- e ? 
Ps ilies (: (2) “©@ 


wo die Constante « noch zu bestimmen bleibt. Von dem particuliiren 


Integrale Jj," ausgehend, gelangt man auf demselben Wege zu der 
Gleichung 


lz Jt, 
1, SS... a a ee ° 
(1p) be, Ja” 


e 


Fiir den speciellen Fall eines ganzzahligen v findet man ebenso 
. rn 
P dz YS) 
(2,) [: (a7, oe B * ya 
J “Mls (2) 
s JR 
(2),) [= = —=— B . =" 
2(¥}) yi 


e (2) 
Dass der constante Factor zur Rechten in den Formeln (b) der niim- 
liche, nur mit entgegengesetztem. Vorzeichen, sein muss, wie in der 
entsprechenden Formel (a), erkennt man auf den ersten Blick. 
2. Nun werde die Gleichung (1,) nach ¢ differentiirt, man erhiilt 


dadurch 
onee _— 
«aie =°, 99%) 
pin () "dz () dz » 
1 
oder, wenn man = &@ Setzt: 
a 7-—Y a 7V 
(3) Ji,. 2a" _ gar. o_o, 
" (2) Ag (2) dz Zz 


Aus der Theorie der Bessel’schen Functionen ist aber bekannt, dass 


ad? 
(2) v v v—1 
es Jy + Je 
und oer 
eda v 


—* —v+1 
Ge sie ie 


Cz z 
ist. Setzt man diese Werthe in obige Gleichung ein, so gelangt man 
zu der folgenden bemerkenswerthen Beziehung 





ee le 


OE 








PAD 
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(4) Jig Jag’ *'+ dq" Tio '=— F, 


wo die Constante a@ noch zu bestimmen bleibt. 
Um die Constante @, welche nur von v abhiingen kann, kennen 
zu lernen, bedenken wir, dass fiir ein diusserst grosses z 


2 2 1 
Ji) — ye cos (« = ee a) 
we 4 


ist. Aus der Gleichung *) 
p=m p/—-1y, p/—1 
—-* m > pm (m — v) ~— Pp 2m—v—p 
Ja =(-1) = (~ i )! a Se ’ 
p—o0 p: 
welche jede Bessel’sche Function mit negativem Index durch eine 
Reihe von solchen mit positivem Index: auszudriicken erlaubt, ergiebt 
sich fiir ein iiusserst grosses 2: 
— mm 2m — 
Ja’ a (— 1)" é Ji)" ’ 
oder, wenn man von dem obigen geniiherten Ausdruck fiir J() zur 
Rechten Gebrauch macht: 


-—¥ / 30-1 
Ja’ = Vz > COS (« + = m): 
Daraus folgt weiter: 
° — a 2 2r7+1 
Ji; = — Vy: - sin (z- “rg n) 
und Ta , 
—r+1 - 7 = ‘S a9 
Je = } ~, sin (« ; m): 
Werden jetzt diese asymptotischen Werthe in die Gleichung (4) ein- 
gesetzt, so ergiebt sich 


Ipsos = & (sin(s + 2s x) cos (e — =” tq) 
Tain inde he x)= = sin vx. 


Demnach muss 


| i — el 


sin vx 


“ alr 


sein, und wir haben schliesslich die, fiir jeden Werth von z giltige, 
Gleichung 


, —_ or ~—n 2 . 
(A) Jin Ig’ tt + Ja" Tey ' == — sin VI, 


in welcher ein neues wichtiges Grundgesetz der Bessel’schen Functionen 
seinen Ausdruck findet. Dieselbe gilt fiir jeden beliebigsn (reellen, 
imaginiiren oder complexen) Werth von v, auch ganzzahlige Werthe 
nicht ausgenommen; fiir letztere Werthe niimlich reduciren sich beide 
Seiten der Gleichung auf Null. 


*) s. ,, Studien etc.“ § 4. 
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Die analoge Behandlung der Gleichung (1,) fiihrt selbstverstiind- 
lich zur niimlichen Relation (A). 


3. Differentiirt man jetzt die Gleichung (2,), so findet man zu- 
nichst 


1 - f n ¢ YG n ed's 
7 = 8 (JS: Figg: Ys" ») 


Cz 
1 
oder, wenn man ;= b setzt: 
rn » n 

~ n € Yi: rm eds b 
(5) Ji - i asc & 
Nun ist aber 

ag” 

(2) n n n+1 
?O a oe os Ji) sd J(:) 
C Yi n 


n yn-+1,. 
— Yi: —= YQ ; 


02 
man hat also, wenn man diese Werthe oben einsetzt: 


+) n n-+ 2 n l 
(6) Ji) Yi) ’ —— Yinda' == : 


~ 9 


wo nur die Constante > noch bestimmt werden muss. 

Ehe wir uns hierzu anschicken, sei es gestattet, auf die in dem 
oben citirten Werkchen ,,Studien iiber die Bessel’schen Functionen “ 
unter § 23. gegebene Definition der Bessel’schen Function zweiter 
Art Y(5, zuriickzukommen, um dieselbe in etwas zu modificiren. Dort 
wurde niimlich die Bessel’sche Function zweiter Art Y/:; zusammen- 
gesetzt aus zwei Functionen \(; und Li, welche zwar jede fiir sich 
den Grundgesetzen der Bessel’schen Functionen nicht geniigen, deren 
Summe \(, + Lj, aber, ohne mit J(!, identisch zu sein, jenen Ge- 
setzen gehorcht. Es lag daher am niichsten, jene Summe selbst so- 
fort als Bessel’sche Function zweiter Art hinzustellen. Da nun jene 
fiir alle Bessel’schen Functionen charakteristischen Relationen linear 
und zusammen einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
iiquivalent sind, so wird ihnen nothwendig auch der Ausdruck 


Ja + Diy + ads 
Geniige leisten. Man kénnte daher, insoweit als nur jene Relationen 
als massgebend betrachtet werden, die vorstehende Form als Definition 
der Function zweiter Art benutzen, indem man iiber die Constante a 
derart verfiigt, dass der analytische Ausdruck fiir Y/:; méglichst ein- 
fach erscheint. In dieser von Willkiir nicht freien Art wurde an der 
angetiihrten Stelle verfahren, a = w (n — 4) + log 2 gesetzt, und der 
Ausdruck 

36 + Liy + ( (a — 4) F log 2) Jey 

als Definition fiir Y(i, aufgestellt. Die so definirte Function Y(: 
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niigt aber der soeben gefundenen Gleichung (6), welche eine noth- 
wendige Beziehung zwischen den Bessel’schen Functionen erster und 
zweiter Art ausdriickt, nicht; der Ausdruck \(3) + Li) + ad wiirde 
ihr nur dann geniigen, wenn @ unabhingig von » gewihlt wiirde. 
Die Gleichung (6) weist uns also darauf hin, a absolut constant oder 
noch besser gleich Null zu setzen, d. h. zu der zuniichst liegenden 
Definition zuriickzukehren. 

Wir definiren daher die Bessel’sche Function zweiter Art Y(3, 
wie folgt: 
YQ = Mo + Les 


darin ist 


a 


4 
” “J 
30 = — : = | cos (2 cos @) sin?" @ . log sin? . da — (v(m — $) + log 2) J’, 


Vv 
und re 
p+i— 
as » ; opti P (3) _ F 
[:) = lo ” Jy — 422 p+i1 get+i ? 
die Grésse y(n — 4) hat folgende Bedeutung: 


J . 1 

y(n — 4) = 90) —2log2+24+4+---+ 5555); 

wo (0) die sogenannte Constante des Integrallogarithmen, niimlich 
y (0) = — 0,577 215 664 901 532 8606... 
ist. 

Siimmtliche in dem erwiihnten Werkchen iiber die Function Y(;, 
aufgestellten Siitze behalten, weil sie auf den Grundgesetzen der Bes- 
sel’schen Functionen beruhen, auch fiir diese modificirte Definition 
ihre volle Geltung. Nur die in § 26. gegebene Entwickelung von Y/) 
nach negativen Potenzen von z wird jetzt einfacher, wie folgt, lauten: 

+y-1 Jae! 


p 
n ae 1OP+1 - n ROT ld 
Y(2) 2 22 p+i1 geri 


od ae — ett) + Q cos (e—*"F*q)} 
+y2 — =. { P’cos (2 — — x5 x) — Q sin (c—*"t*a)h, 


wo P, &, BP’, Y die an der citirten Stelle angegebenen semiconver- 
oiniiti Reihen sind. 

Bei stets wachsendem z nihern sich die Werthe der Reihen Q, I” 
und Q der Grenze 0, derjenige der Reihe P aber der Grenze 1; auch 
die Glieder der Reihe 2 gehen bei wachsendem z siimmtlich gegen 
Null. Man hat daher fiir ein diusserst grosses 2: 


, ‘nt o+i1 
Fis = VF sn (0228), 





woraus folgt 
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1 4 ro 
Yit' =— VY = cos (s— 
22 


Diese geniiherten Ausdriicke im 
brauchten 


I, = V 


ts: - 
Je =)2. 


2n 1 
cos (« = al m) 





kénnen nun dazu dienen, um die Constante b in Gleichung (6) zu 
bestimmen. Setzt man niimlich vorstehende Werthe dort ein, so er- 


hilt man 


Ji) Yi +1 — Vie i _— : (cos? (: i i 





demnach ist ) = 1. 


om Et we) + sin? (z- 


p eas n)) ae 


Zwischen den Bessel’schen Functionen erster und zweiter . 
steht demnach folgende merkwiirdige Bezichung: 


\ r n+l n n-+ 1 
(B) Y(5 di — dip Y(:) = 


welche ebenso, wie (A), fiir jeden Werth von 
Aus der analogen Behandlung der Gleichung (2,) wiirde sich 
natiirlich ganz dieselbe Relation ergeben. 


4. Von der sasehaee site 


Ryan Sire a * se" 


ausgehend, sind wir schon fcther*) durch successive Erniedrigung des 


Index zu der Gleichung 


rao E(— 19S pps es Gay" 


_J7—-! 5 __ 1)”. (m — 1 — p)” ws 
J ~'( 1)" p! 


aor ee "lad tale yh ‘ie 


gelangt. Durch wiederholte Anwendung derselben Formel 
der Erhéhung des Index ergiebt sich ebenso 


Gleichung 


A Ia Mt me J? E(— 1? BP 


eo B..37. (w—1—yy bili 


(p+1—s)"* 


In beiden Gleichungen ist unter m nothwendig eine positive ganze 
Zahl zu verstehen, v dagegen kann jeden beliebigen complexen Werth 
haben. Fiihrt man zur Abkiirzung die Bezeichnung 


; (m — p)?/— 
(7) Ry’ =z(-1?-* 2) 


. ( + eee 1 2 pi a9 
Pp Vv ‘ ° (2) 


*) ,, Studien iiber die Bessel’schen Functionen“, 


ee cece REED 








Le 
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ein, so kann man die beiden Gleichungen bequemer wie folgt schreiben : 
juty én J” R”% a Jr- 1 Re-h vy+1 


(8.) \(— 1) amt me JY Rem pe Jett Rw tt 
oder auch, wenn man in der zweiten — v statt v setzt: 

; Jmty == JX Ruy — Jv—! Rr—-h ti 

(8s) a Lym Jom —9 me JH¥ Rue pe Jao th Remo, 


Durch Elimination von R”—4”+! aus diesen letzteren zwei Gleichungen 
erhilt mah nun zuniichst 
Juty J—vtt + (— Jum J-m—-* Jr-t 
= (J* J-*t+! 4 J—-* J*—!) R”’; 
da aber nach (A) 
Je J- 243 4 J-1 J-§ = sin vn 


ist, so gelangen wir sofort zu dem folgenden merkwiirdigen Satze: 
9 a 

(C) Jute J—-vtt + (— 1)" J-"—-" J*-1 = — sin va. R’. 

s MZ 


Die Elimination von R”—' "++! aus den Gleichungen (8,) fiihrt augen- 
scheinlich zur niimlichen Beziehung. 
Man kann diese Gleichung, welche sich als eine Erweiterung des 


Satzes (A) darstellt, noch mehrfach umgestalten. Setzen wir z. B. 
—n-+-y statt v und 2n statt m, so nimmt sie folgende Gestalt an: 


2. ; 
(C,) Jzt+r Juti-s a J—n—v J—2—1+7 — (— ips. sin va. R2.—2+", 
Macht man darin- wieder v = 4, so erhiilt man 


(Ca) _ (arty? 4 (ao P= (— ys 2 Rett 

eine Gleichung, welche wir in einer friiheren Abhandlung*) in etwas 

anderer Gestalt bereits abgeleitet haben, welche demnach, wie sich 

jetzt herausstellt, ein specieller Fall des allgemeinen Satzes (C) ist. 
Die in dieser Gleichung vorkommende endliche Reihe 





¢ n/—1 6 6 \2n—2 p/2 
, 2n,—n+h_8 yy 4\"- P (2n — p)! (2p —2n +1) , 
(— 1» R ba Z(t? Gee te 


kann leicht in eine elegantere Form gebracht werden. Es ist niimlich 
(— 1)"—? (2p —2n4+ 1)"—27? — (— 1)» (2p — Qn 1)"— 92 19-7? 
=(— 1)"-?. (— 1)*- 9-2, 1"»- 
= (1"— 2), 
Wir haben demnach 


(Ca) (+H + F-*-s a pew (Y) 





b 4 p! gee 


*) Diese Annalen, Bd. II., pag. 631. 
**) In der bereits citirten Abhandlung (diese Annalen, Bd. II., pag. 631) hatten 
wir auf ganz verschiedenem Wege gefunden 





(Cz) 
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oder auch 
- ’ 9 2 —p/t p/2\ 2 
(Ca) (J" +4)? + (J- “—4)’ es eZ 2 Get pt (") ; 


wo nur die Glieder der Reihe zur Rechten umgekehrt geordnet sind. — 
Setzt man in (C) wiederum — » + » statt », aber 2” + 1 statt \ 
m, so erhilt man / 
Jutit+y geti-r J —s*—1-—9 J- n—1t+r (— 1)" s 2 sinva. R2e+1—2+4+1 
uz \ 
woraus fiir vy = 4 


(Cs) J*+3 Jzt+3 — J-*-3 J—-*-3 = 1)" : . Reeth aty 








hervorgeht. Auf demselben Wege wie oben aia auch hier die Reihe 
zur Rechten auf eine einfachere Gestalt gebracht werden; man findet 
nimlich leicht 


(C;) Jetd yrtt— J-*-4 J-*-§ = 2 gett Go? 


mz p: y2n--l—2p ? 
oder, bei umgekehrter Anordnung der Glieder der Reihe: 


5 +1—p/i (1/22 
‘ n+4 n+ —n—4} —n— }__ 2 (2p + 1)" Ul i 

(Cp) J J -J J Tee (n—p)! ete tt} 
Diese Gleichung, nicht minder bemerkenswerth als (C,.), bildet zu 
dieser das ergi Saccnde Seitenstiick. 

5. Setzen wir in der ersten der Gleichungen (8) » + 1 statt y, 
wo eine positive ganze Zahl bhedeutet, so erhalten wir 
(8.) JmtnFi — Jntt Rmnti — J" Rm—i,nt+e2, ° 
Da aber auch fiir die Bessel’sche Function zweiter Art das Recur- 
sionsgesetz 

n af) 2—1 n—2 
Yo= ae = Fe 

gilt, so hat man ebenso * 
(8a) Yutati —_— Yt R» n+l Yr Rz-t n-+2 


(seri 4 (g-*- 4 2 pet i— sp @t158-"y, 


welche Form von der obigen an Einfachheit sichtlich iibertroffen wird. Um die 
Identitiit beider Formen nachzuweisen, braucht, da offenbar 


(2n +1 — 2p)” = (2n— p)?—! : 
ist, nur noch gezeigt zu werden, dass ; 
(ue w-i1— pr = 4"—?P ' 
gn —p : 
oder dass tiberhaupt 
(m+ 1)¥/1 mA "2 4 
9" 


ist. Die Fiihrung dieses Beweises giebt ein hiibsches Uebungsbeispiel zur Lehre 
von den Factoriellen ab. 





he 
et 


y/2)2 


—2p? 


zu 


ie 


re 
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Eliminirt man nun aus den beiden Gleichungen (8,, 4) die Grdsse 
Ru —t"+2, so erhalt man zuniichst 
Yr Juteti — Js Yute+i 
as (Y* Jeti — J* Yet!) , Rv e+!, 
Da aber nach (B) 
Yuguti— Jn yrti nt 


ist, so erscheint 
(D) y” Jutnti one J” Yurt+nrt+i — : gin, n+l 


als Erweiterung des Satzes (B). Die beiden Theoreme (C) und (D) 
gelten, ebenso wie ihre Specialfiille (A) und (B), fiir jeden Werth von z. 

6. Die in § 1. aufgestellten Integrationsformeln (1) und (2) kénnen 
jetzt, nachdem die Werthe von @ und # bekannt sind, vervollstiindigt 
werden. Da niimlich 


1 4 
cée== = —— ; _— 
a 2 sin vx 
und 
1 
pam ee s 


ist, so hat man 


. - Biv 
{1) J 2 = y we ee ‘ 7 
, (: (2), “@) 
und 
if dg Yi) 
} Jeoay 3% 
’ > I 
bf a. 
(YR) XG 


Diese Formeln sind analog den aus den Elementen der Integralrech- 
nung bekannten 


(2) 


a cote 
J sint?z id 
und 
dz 
= te 
Sai Sf, 
welche als specielle Fille fiir » = 4 und v = — } aus Gleichung (1) 
hervorgehen. 


Noch andere bemerkenswerthe Resultate kiénnen aus den Glei- 
chungen (3) und (5) hergeleitet werden. Dividirt man niimlich die 


; ‘ P . 
Gleichung (3), nachdem darin a durch seinen Werth — = Sin vz er- 
setzt ist, durch das Product J’ J—*, so hat man 
ce 
02 Oz 25 1 
- =—-—sinva- 


Y oes J Sa ag* g~*’ 
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also, wenn man beiderseits integrirt: 


a ee 
log J-* — log J’ = — — sinva —— 
1 a a 


e 


oder 


*- as nx J” 
(9) te r~ 2sinex log -—, » 


worin die bekannte Formel 


fiir v = 4 als Specialfall enthalten ist. 

Bei gleicher Behandlung liefert die Gleichung (5) 

. 2. rn 
(10) [ipsa ls 
e oe e 
7. Die Gleichung 
(— 1° J—*t* a J” Re + Jet! Reet 

kénnte ebenso gut wie die oben in § 2. benntzte*), welche J~—* in 
eine nach Bessel’schen Functionen mit positivem Index fortschreitende 
endliche Reihe entwickelt giebt, als Definition der Bessel’schen 
Function erster Art mit beliebig negativem Index gebraucht werden. 
Sie ist sogar, wenn man J~”+” sogleich auf zwei Ausgangsfunctionen 
J* und J’+! reducirt haben will, jener noch vorzuziehen. Sowohl 
diese Bemerkung, noch mehr aber die Siitze (C) und (D) zeigen, dass 
der endlichen Reihe R”” in der Theorie der Bessel’schen Functionen 
eine hervorragende Stelle gebiihrt. Auch fiir sich betrachtet, erscheint 
die Reihe R”* mit sehr bemerkenswerthen Eigenschaften ausgestattet, 
von denen einige, im engen Anschluss an das Vorausgehende, hier 
namhaft gemacht werden sollen. 

Zuniichst kann man der Summe &”* eine mehr symmetrische 
Gestalt geben, wenn man die Fille eines geraden und ungeraden m 
von einander trennt. Da niimlich in 

Roms me E(— 1p EMP (y 4 yytm—ayn (ZO 
der Werth von p blos bis m zu steigen braucht, weil fiir p > m die 
Factorielle (2m — p)”—' verschwindet, so kann man m — q statt p 
schreiben, und erhilt dann die Reihe in umgekehrter Anordnung: 
, atleast . 
Rem = E(— yrs ™ ton (m + v — q)20 (2) 
Wird nun hierin Ziihler und Nenner des Quotienten 
(m + gq)" ~V~ 
(m — q)! 
mit (m+ 1 — q)¢-™! multiplicirt, und dabei beachtet, dass 


24 


*) §. ,, Studien ete.“ § 4. 








ts 


ee er any 
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rr 


~ sin 
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(m + q)y"—a-1 (m + 1 _— qgpa-™ = (m + l ~ qu 


(m — q)! (me 1 — g)8¢—4 == 124! = (29)! 
ist, so hat man 


(11) Bem == B(— 1)m—e. ME 1 & +o— 90 | (3) 


wo 


und 


Auf dieselbe Weise findet man 
(12) Rett E(— 1)"—1 : (m-+-1—qg)?2tM! (m+-v—g)?ttV! ( 4 ie 
(2q+ 1)! : 
Diese zwei dem Gediichtniss sich leicht einprigenden Gleichungen 
kénnen zusammen ebenfalls als Definition der Function R”” gelten. — 
Wir setzen nun in der Gleichung 


uty a Jv Ruy — Jv—-1 Rm—-1 941 
m+ 1 statt m und v — 1 statt v; dann lautet sie: 
Juty =e J7—! Rothe-1 — Jr—2 Rey, 
Zieht man diese beiden Gleichungen von einander ab, so erhiilt man 
(J* + J?) Re — (Rothe 4 Reh rt}) Jv-1 = 0. 
Nun ist aber bekanntlich 
. J? 4 J0-* we SLD Jo-1, 


z 








man hat also fiir die Function R™” folgende Recursionsformel : 
(13) = 1) a Re — Retiy-1 ok Re-hrti, 


Um weitere Kigenschaften der Function R”” aufzufinden, mul- 
? 
tipliciren ‘wir die Gleichung (C) mit z~”—!; sie kann dann wie folgt 


geschrieben werden: 
2 sin vn .e7- —2 R" y——g-m—? Juty b gy—1 iam v-+1 
a 
’ + (— iy s-*~9 J-* vi gy-il gent. 
Wird hier beiderseits nach ¢ differentiirt unter Beriicksichtigung der 
Siitze 
é(2~” Jt) ore 
Oz oe a 
und 
a vyyv 
0 (2 Ito) _ ow yr! 
Oz ae (2) 
so ergiebt sich 
9 ‘ ea 2 R% v) 
é . C\e 
— sin vx - ( —_ - 
cf C4 


nn mes [Jat J-—7+2 -!- (— tain a= ge-4 
ee ah [Jutrtt J- y+ lt (—_])ut! J—m—v—-1 J’ | : 
8 


Mathematische Annalen. IV. 
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Aus (C) aber folgt fiir m-+ 1 statt m 
Jmbrtt Jott 4 (— yet Jomo Jet = = sin ve Roth? 
und daraus wieder, wenn v — 1 statt v gesetzt wird: 
om ty Fv 42 4 (— 1yett J-m—9 Jo—-2 a — = sin ve Roth, 
Fiihrt man diese Werthe oben ein, so erhilt man 
o(e~™—* R””) 


(14) > == g-*—2 (Re ti1,7—1 Ret. ») 


Cz 


oder, was dasselbe ist: 
a R™ v 
(14,) = 


Multiplicirt man ferner die Gleichung (C) mit z"+!, bringt sie dann 
in die Form 


= bat > 2 Rw» -t- Ret+1,.7—1 Retry, 


z 


sin vx. gg” Rwy — gmty Jute, g-7ti J-st+1 
ob (-- 1)" get j= 3 g-vti aes 
und differentiirt wie oben, so erhailt man zuniichst 
a (2™ R” ) = 
Oz ion 
gu+l [Ju+ a a (— ip-? g-=-* J*| 
a gm+l enti a v+1 -- (— 1)- 1 J—m—r-+1 get) p 


Da aber nach Gleichung (C) die eckig eingeklammerten Ausdriicke resp. 


2 
v4 


. oe 
— SM Va - 
4 


- 2s : 
— 2, Sinva. Re-'*+! und — sin va Rn—\ 
= ~ 


sind, so hat man noch 
a (2™ R® ”) 








(15) gm (km oe Re—1++1) 


Oz 
oder auch: 
ws oR™”* m 
(15,) = =— — Rm + Re—-14 — Rr-i1,+4+1. 


Dureh Combination dieser letzteren Gleichung mit (14,) ergiebt sich 
sofort 


(16) Sms 1) Rey a Roth Rm» Rnts,r—1 _ Rm— 1,941, 


und wenn hierzu die bereits oben gefundene Gleichung 


(13) se) Re ¥ ate Reti,rv—-1 oe Re—-t, +1 
addirt wird: 
(17) Sim +) Rwy — Rett, ot Re-hb», 


Macht man von diesem Recursionsgesetz wiederholte Anwendung zur 
fortgesetzten Erniedrigung des Index m, so findet man leicht: 





R 





R y 


€ 


oo 
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—2p 


Rw’ = Rr-%* 3 (— 1)?. o— abides ig li y 


or een p/— P 2 n—1—2p 

— Re-wtir 5(—1)?. atop =P m--v—n-pltp)teen.( 2) 

d. i. 
R» a Rr-% v. R» m-y—n __ R- a—1l1,¥ Re-4 m-hy—n+tl 

oder, wenn man m -+ » statt m schreibt: 
(18) Rertar — Rm Reutty — Rm-s » Re-im+r+1 
Wendet man dieselbe Formel (17) zur successiven Erhéhung des Index 
m an, so findet man a 


n—2 
Rey = Rotem S(— 1p. = (im Ev + nw — py 29-1 (2) . 





Li ites n—1—2p 
— Brtetne 2(— 1p. atyh =(m-p9--n—1— ppt. (2) 
oder, was dasselbe ist 


| _ »\?/— —2p 
j (— 1)" Rw? = Rrt»+ S (— 1)?. (n - =2— (p wer ees ree n)"— m2)" 


+ Reteth+ 2(—1)?.- ota —(p41—m—v—n)y— 291. Er" 
Man hat demnach - 
» (— 1)" Re = Rota Ru -—m—n-o 4 Ratati,y Rr—1,—m—n—v4+1, 
oder, wenn m — statt m gesetzt wird: 
(19) (— 1)" Re—% = Roy Ru—m—v 4 Rmthy Rn-t—m—r41, 
Wihrend in den bisher fiir R” aufgestellten Beziehungen (13 bis 
19) dem v jeder beliebig complexe Werth beigelegt werden darf, kénnen 
andrerseits auch Relationen angegeben werden, welche z. B. nur dann 


gelten, wenn v ein ungerades Vielfaches von } ist. Setzt man nim- 
lich in den Gleichungen (8,) } statt v, und beriicksichtigt, dass 


und 
2° 
J~t= ys COs 2 
mz 
ist, so erhilt man die zwei Gleichungen 


: =y 2 
J™+t =sinz V — R”1i~— cose V2. aP-*s 
MZ 


(— 1)" J-™—-4* = cos z fs R™ 4 + sin ¢ f= R"-13 
Dieselben liefern, wenn man sie quadrirt und addirt 
(Tmt (Te-am Ze [Caer dy? + (8H). 
Nun haben wir aber oben (Cz) schon gefunden 
(guts) + (T-"-A = (— ys ZR . 


=< ae 
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Es muss demnach folgende Beziehung stattfinden: 
(20) i. 1)" Re - m+4+ __ (R”™ +)? + (R"- i, ) * 
Kine hiermit analoge Relation wird gefunden, wenn man die aus obigen 


zwei Gleichungen fiir J™++, J™—+, J™+3 und J~—™~? sich ergeben- 
den Werthe in die Gleichung (C,) substituirt; man findet nimlich 
(21) 0 (— 1)" REM td = ROE RAT RIE R74. 

Es wiire ein Leichtes, noch weitere derartige Gleichungen aufzustellen ; 
die vorliegenden mégen jedoch vorliufig geniigen, um darzuthun, dass 
die in der Theorie der Bessel’schen Functionen eine Rolle spielende 
Reihe R” in ihren Eigenschaften eine auffallende Analogie mit den 
Bessel’schen Functionen selbst zeigt und desshalb als eine mit den 
Bessel’schen Functionen verwandte Function bezeichnet zu werden ver- 
dient. 


Erlangen, im Januar 1871. 














Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung mit 
einer Doppelecurve zweiten Grades, welche aus zwei sich 
schneidenden unendlich nahen Geraden besteht*). 


Von G. Kornpérrer in Neumijnster. 


VIL. 
Die Fliiche besitzt keinen weiteren Knotenpunkt. 


Eine solche Flaiche wird durch die Gleichung dargestellt 
(q? — ps)?» = 4. p*y. 

Ich wihle ein Coordinatentetraeder, dessen 2 Ebenen « und p mit den 
* Ebenen q und p zusammenfallen und dessen 2 andere Ebenen y und 
z die Tangentenebenen sind, welche in den Durchdringungspunkten 
der Schnittlinie von p—0O und gq =O mit der Fliche y= 0 an die- 
selbe gezogen werden kénnen. Die Flichengleichung lisst sich dann 
schreiben : 

[2?— p(ax+ by+c2+dp)P—4 p'(ay, 2? +a, p?-+24,,2p+2dy,y2). 
Hieraus folgt zuniichst: die Durchdringungspunkte der Geraden 2, p 
mit der Fliiche s?— 4%—0 oder dem Ebenenpaar (b y+ ¢z)?—8a,, yz=0 
sind 3fache Punkte der Fliiche. Die Riickkehrpunkte der Fliche liegen 
im Schnitt der Doppelgeraden mit der Fliiche uw. Die doppelt be- 
riihrenden Kegel der Fliche folgen durch Nullsetzen der Determinante 
der Gleichung 

a, 0° +a, p'+2a,,2p+2a.,y2+Ax°—A p(ax+by+ cz+dp)+ip?=0 


aus der in 4 cubischen Gleichung 
2 
(a,;-+ 4) {a ~ — May, + Addy, — ay,» a,,} + ays. (a, = % ; =0, 


woraus folgt, dass die Fliiche 3 doppelt beriihrende Kegel besitzt, 
deren Spitzen durch die Gleichungén 


*) Fortsetzung der Abhandlung Bd. LI., p. 496. In der Ueberschrift der ge- 
nannten Abhandlung muss es heissen ,,Doppelgeraden“: statt ,, Doppelpaaren“, 
Die Numerirung der Fille schliesst sich an jene Abhandlung an, 
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a 
# (ay, + 4)+ p(a,,—“*) =0 
Y+ ay, — p+ == 0 


2+ ts —p- 2 = 0 
gegeben sind. 
Jede Ebene des Biischels g = 6p schneidet einen Kegelschnitt aus 


der Flaiche, welcher durch den Complex der Gleichungen 
(G*p — sl? —4y=0 
q—sp=0 
gegeben ist. Jeder dieser Kegelschnitte geht durch die 3fachen Punkte 
der Flache. So oft eine Ebene des Biischels die Fliche 2‘ Ordnung 


(6? p — s)? —4y = 0 beriihrt, zerfallt der Kegelschnitt in ein Geraden- 
paar. Dieses wird durch die in 6 biquadratische Gleichung 


| a&—4a,, ab ac 4a,,—a(e’—d) 1 | 
ab L? be —4a,, —b(e?— d) 0 | 

ac be — 4a, e —c(?—d) 0/|=0 
4da,,—a(e’—d) —b(e’—d) —c(e*’—d) (o*—d)*’—4a,, —o. 
1 0 0 —6 0 | 


angezeigt. Die Fliche enthialt daher 8 Gerade. 

Jede Ebene schneidet aus der Fliche eine Curve 4' Ordnung, 
welche sich selbst beriihrt; jede durch einen der 3fachen Punkte 
gehende Ebene schneidet aus der Fliiche eine Curve 4 Ordnung mit 
einem 3fachen Punkt und jede Doppeltangentenebene schneidet aus 
der Fliche ein Kegelschnittpaar, welches sich in einem Punkte be- 
riihrt. Geht eine solche Doppeltangentenebene zugleich durch einen 
der 3fachen Punkte, so muss ein Zerfallen der Kegelschnitte eintreten. 

Die 8 Geraden der Flache miissen daher in 2 Gruppen zu 4 zer- 
fallen, so dass die Geraden der ersten Gruppe durch den einen, die 
der zweiten durch den anderen 3fachen Punkt gehen. 

Ich will die 4 dem einen 3fachen Punkt angehérigen Geraden mit 
@;, Gy, G3, &, die des andern mit b,, b,, b,, b, bezeichnen, so dass 
a,b,, G,b., a3b,, a,b, die Paare sind, welche in der Kegelschnitt- 
schaar des Biischels g = op auftreten. 

Die Flachengleichung kann auf die Form gebracht werden 


(a? — ps + 2apty’ = 4p"K 
wo K = 0 die Gleichung eines der doppelt beriihrenden Kegel. Wenn 
A+ 2oB+ e’C=O0 die Gleichung einer Tangentenebene desselben, 


so ist fiir den Schnitt dieser mit der Fliiche K = (B+ oC) und die 
Flachengleichung zerfallt in die Factoren 





fe 


l- 


0) 
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q? — ps + 2ap* + 2p (B+ eC) = 0 
qg — ps + 2p? — 2p (B+ eC) = 0. 
Jeder derselben in Verbindung mit A + 2eB-+ o?C = 0 liefert eine 
Kegelschnittschaar des Kegels. Jedes Geradenpaar, welches in einer 
dieser Schaaren auftritt, muss seinen Scheitel in einem der 3fachen 
Punkte haben. Die 8 Geraden der Fliche bilden daher nochmals 12 
Paare, sodass immer 6 Paare in einem 3fachen Punkt einen gemein- 
samen Scheitel besitzen. In jeder dieser Kegelschnittschaaren kommen 
2 Paare vor, sodass die 4 Paare, die zu 2 conjugirten Schaaren ge- 
héren, alle 8 Geraden umfassen. Sind daher 
a,b, Cy d, 
die Geradenpaare einer Schaar, so werden 
fy by c,d, 
die der conjugirten Schaar sein. 

Die Spitze des zugehérigen doppelt beriihrenden Kegels lisst sich 
dann auch leicht geometrisch finden, denn die Schnittlinie der Ebenen 
der Paare a,b, und a,b, trifft die Schnittlinie der Ebenen der Paare 
c,d, und ¢,d, in einem Punkt, welcher der gesuchte ist. 

Um die Fliche auf eine Ebene eindeutig abzubilden, bediene ich 


‘mich zuerst eines der doppelt beriihrenden Kegel in Verbindung mit 


dem Ebenenbiischel ¢ = op. Dann folgt die eindeutige Darstellung 
aus den Gleichungen: 
op —s+ 2Ap+ 2B+ 20eC=—0 
A+20B+ eC0=0 
q—G6p=0 
oder mittelst tr homogen gemacht: 
op +r (2Ap — s+ 2B)+ 2erC=0 
Ar’? + 20e7rB+ @eC=0 
qt —op=0. 

Fiir t=O reduciren sich diese Gleichungen auf e?C =0, op = 0 
und sind also erfiillt 1. wenn C=O, p=0O 

2 , C=0,¢=0 

3.06 ly:«6cp = 0, o= 0. 
Daraus folgt, die Gerade rt ist das Bild des Schnittpunktes des in C 
liegenden Kegelschnittes mit der Doppelgeraden; der Doppelpunkt 
t=0, o =O ist das Bild der Doppelgeraden und der Doppelpunkt 
t=0, 6 =0 ist das Bild des in C liegenden Kegelschnittes. 

Die bei der Abbildung benutzte Kegelschnittschaar des Kegels K 

enthalte die Paare a,b,, ¢,d,. Denkt man sich g constant, dass die 
Tangentenebene das Paar a,b, enthilt, dagegen o veriinderlich, so 
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erhilt man die unendlich vieldeutige Abbildung des einen 3fachen 
Punktes in eine Gerade ausgebreitet mit den festen Fundamentalpunkten 
a,b,, welche durch den Doppelpunkt +t, @ geht. Ebenso bildet sich 
der andere 3fache Punkt als Gerade mit den festen Fundamental- 
punkten ¢,, d, ab, welche ebenfalls durch die Ecke t, @ geht. 

Die 4 Verbindungslinien dieser Fundamentalpunkte mit dem Doppel- 
punkt t, 6 geben die 4 anderen Geraden der Fliche. Bei der Abbil- 
dung des Schnittes der Ebene p mit der Fliiche muss ferner die Gerade 
t doppelt gezihlt werden, entsprechend den beiden zusammenfallenden 
Schnittpunkten des in C liegenden Kegelschnitts mit den Doppelgeraden. | 
Die Kegelschnittschaar des Biischels ¢ = op wird dargestellt durch 
den Strahlbiischel, dessen Scheitel die Ecke tr, 6, vier Schaaren der 
doppelt beriihrenden Kegel durch 4 Kegelschnittschaaren, deren Gebilde 
durch die Doppelpunkte und je 2 der einfachen gehen, die beiden 
letzten endlich durch den Strahlbiischel, dessen Scheitel in t, @ und 
durch den Curvenbiischel 3'*' Ordnung, dessen Gebilde durch alle 
Fundamentalpunkte gehen und in der Ecke rt, 6 einen Doppelpunkt 
besitzen. 





EE AMO 


Benutzt man bei der Abbildung 2 doppelt beriihrende Kegel, so 
werden die Abbildungsfunctionen aus denselben 3 Gleichungen ge- 
funden, welche dieselbe Abbildungsmethode in den friiheren Fiillen 
ergab. Kommen in den benutzten Kegelschnittschaaren die Geraden- 
paare | 

a,b, Cyd, 


My Cy bd, 


vor, so wird einmal der Fundamentalpunkt a, doppelt auftreten, weil 
die Geraden b, und c, der zum Schnitt kommenden Paare sich auf 
der Geraden a, schneiden, dann aber auch der Fundamentalpunkt d,. 
Die zusammenfallenden Fundamentalpunkte sind dann die Bilder der 
3fachen Punkte und zugleich je einer der sie treffenden Geraden. Die 
andern Geraden der Fliiche sind dann die 4 Verbindungslinien der 
Doppelpunkte mit den zusammenfallenden Punkten und die beiden 
Kegelschnitte durch simmtliche Fundamentalpunkte, wobei immer ein 
Punkt jedes Paars ausgelassen wird. Die beiden Doppelgeraden , welche 
in der Abbildung zusammen eine Curve 4'*" Ordnung darstellen miissen, 
werden durch 2 unendlich nahe Kegelschnitte dargestellt, welche durch 
die Doppelpunkte und je einen Punkt jedes Punktepaars gehen. 

Jede durch einen der 3fachen Punkte gelegte Gerade trifft die 
Fliche noch in einem Punkt. Verliingert man dieselbe bis zum Schnitt 
mit einer beliebigen Ebene, so wird jedem Punkt der Fliiche ein Punkt 
der Ebene und umgekehrt entsprechen. Die Fliche kann daher von 
einem der 3fachen Punkte aus auf eine beliebige Ebene eindeutig 
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projicirt werden. Wiihle ich ein Coordinatentetraeder so, dass die 
4 Coordinatenebenen mit den Ebenen p, qg und den beiden Tangenten- 
ebenen a und b der Fliche # = s? — 4y = 0 in den 3fachen Punkten 
zusammenfallen, so liisst sich die Flichengleichung in die Form bringen: 
0 = q' —2pq* (a,p + aq + aa + a,b) 
+P (AP + 24), PI + Gy p* + 245,00). 
Betrachtet man die Fliche in der Niihe eines der 3fachen Punkte z. B. 
P, %, 4, 80 geht dieselbe iiber in 
, —2pqra,.b+ 2p’a,,ab = 0 
oder 
Pp (dy,ap — a, 9?) = 0. 

Daraus folgt: der Kegel a,,a p —«a,q*, welcher in diesem 3 fachen 
Punkt die Fliche ringsum beriihrt, enthiilt zugleich die 4 Geraden 
dieser Gruppe und geht durch die beiden Doppelgeraden der Fiche. 

Der Projectionspunkt sei der 3fache Punkt p, q, a@ und die Pro- 
jectionsebene gehe durch den andern p, q, b, und die Durchschnitte 
der Ebenen p, q, @ mit der Projectionsebene seien als die Seiten eines 
Coordinatendreiecks in derselben fixirt. 

Bezeichne ich mit §, 9, € die Dreieckscoordinaten, so sind die 
Abbildungsfunctionen sofort: 


p=tNn 
q=1N 
a= {EN 
b=—M- 


wobei 
N = 26 (3,8 — «,”) 
M = 9! — 2y°E (@& + ayy + 058) + &? (yy? + 2ay, Ey + ay. 8?) .. 
Daraus ergiebt sich nun Folgendes. Die Durchschnittspunkte des Kegel- 
schnitts a,,& — «,7? = 0 mit den 4 Geraden 


Om —2 9? (ee, BE ea EF 9?) $B (ayy? + 2eyoE y+ ae), 


der Punkt &§, 4 ausgeschlossen, sind 4 einfache Fundamentalpunkte 
der Abbildung. Die beiden Doppelpunkte sind unendlich nahe ge- 
riickt und fallen in die Ecke 4, &, sodass die Gerade & zugleich die 
feste ‘T'angentenrichtung der Bilder aller ebenen Schnitte darstellt. 
Der Kegelschnitt selbst ist das Bild des Projectionspunktes und die 
zusammenfallenden Doppelpunkte stellen die Doppelgeraden der Fliche 
und den andern 3fachen Punkt dar. Die 4 einfachen Fundamental- 
punkte sind die Bilder der 4 Geraden, welche dem Projectionspunkt 
angehéren und die 4 Verbindungslinien mit der Ecke &, » sind die 
Bilder der 4 andern. Die 6 Kegelschnittschaaren der doppelt be- 
riihrenden Kegel werden durch die 6 Kegelschnittschaaren abgebildet, 
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welche durch die Doppelpunkte und je 2 der einfachen Fundamental- 
punkte gehen und die Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels ¢ = op 
ist der Strahlbiischel, dessen Scheitel die Ecke §, 7. Das Bild jedes 
ebenen Schnittes der Fliiche ist eine Curve 4'* Ordnung, welche durch 
alle Fundamentalpunkte geht und in der Ecke &, y sich selbst beriihrt; 
enthilt der Schnitt den Projectionspunkt, so ist die Abbildung eine 
Gerade durch keinen Fundamentalpunkt und enthilt der ebene Schnitt 
eine Gerade des Projectionspunktes, so ist das Bild eine Gerade, welche 
den entsprechenden Fundamentalpunkt schneidet. 


VII. 
Die Fliche besitzt noch einen einzelnen Knotenpunkt. 


Kine solche Fliiche wird durch die Gleichung dargestellt 

(q° — ps) = 4p*y, 
in welcher ~ einen Kegel bedeutet, dessen Spitze auf der Fiche 
gq’ — ps = 0 liegt. Das Coordinatentetraeder sei so gewiihlt, dass 
die Ebenen y, ¢ mit den Tangentenebenen des Kegels y zusammen- 
fallen, deren Beriihrungsseiten durch die Riickkehrpunkte der Fliche 
gehen. Die Ebene x enthalte die beiden Beriihrungsseiten und die 
4'e Coordinatenebene falle mit p zusammen. Dann ist die Fliichen- 
gleichung 


{(a,x + 0, p)? — p (ax + By + yz + Op)}> = 4p (yz — 2°). 
Die Bedingung, dass die Spitze des Kegels w auf der Fliiche g? — ps =0 
liegt, wird erfiillt, wenn b,27 == 0. Mit Beriicksichtigung dieses ist die 
Flichengleichung 


{a,2a* — p [a (« — 2a,b,) + y.B +2. 7)}° = 4p? (ye — 2°). 
Die doppelt beriihrenden Kegel finden sich durch Nullsetzen der Deter- 
minante der Gleichung: 


ye — 2? + A [a,2a? — p (a (« — 2a,b,) + yB + 27)| + Vp? =0. 
Dieses fiihrt zu einer Gleichung ersten Grades in 4: 
(Aa? — 1) (vB — 1) — } (@— 2a,b,)* = 0. 
Daher besitzt die Fliiche nur einen doppelt beriihrenden Kegel, dessen 
Spitze aus den Gleichungen 
x (Aa,? — 1) + p (a — 2a,b,) = 0 
y+2yp=0 
z+ 2pp=0 
gefunden wird. 
Der Ebenenbiischel « = 6p schneidet eine Kegelschnittschaar aus 
der Fliiche, welche durch die Gleichungen 
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{a,?6*p — op (« — 2a,b,) — yB — ay}* — 4 (ys — o*p*) =0 
2—op=0 
dargestellt wird. Stellt man die Bedingung des Beriihrens auf, so 
erhailt man eine quadratische Gleichung in 6. Daraus folgt, dass in 
der Kegelschnittschaar des Biischels  — 6p = 0 2 Geradenpaare auf- 
treten. Als drittes Geradenpaar kann man den Schnitt der durch den 
Knotenpunkt und die Doppelgerade gehenden Ebenen hinzufiigen. Es 
liegen daher 6 Gerade auf der Fliiche. Die Schnittpunkte der Doppel- 
geraden p, q mit der Fliche s*? — 4y = 0 oder dem Ebenenpaar 

y’ B? + ay? — 4yz =O sind 3fache Punkte der Fliche. 

Die 6 Geraden der Filiiche theilen sich ebenfalls in 2 Gruppen zu 
3, sodass die 3 Geraden einer Gruppe durch einen der 3fachen Punkte 
gehen. Die Geraden des ersten 3fachen Punktes seien a,, b,, ¢,, die 
des zweiten a,, b,, ¢. Es miissen hierbei a,, a, doppelt gezihlt 
werden, denn der Kegel, welcher im Knotenpunkt sich ringsum der 
Fliiche anschliesst, beriihrt sie zugleich lings diesen Geraden. Es 
sind dann a,a,, b,b,, ¢,¢, die Geradenpaare, welche in der Schaar 
q = 6p auftreten, ferner 


Gy Ay b, 6, 

Ay Uy Dye. 
die Geradenpaare des doppelt und 

a,b, My Cy 

My Cy a,b, 


die Geradenpaare des einfach beriihrenden Kegels. Die Schnittlinie 
der Ebenen der Paare a,a, und b,c, trifft die Schnittlinie der Ebenen 
der Paare a,a, und b,c, in der Spitze des doppelt beriihrenden Kegels. 
_Ist A+ 20 B+ o?C=0 eine Tangentenebene von y, so werden 
die Kegelschnittschaaren dieses Kegels dargestellt durch 
q¢ — ps + 2p (B+ eC) =0 
g — ps — 2p (B+ of) =0 
A+ 2eB+e?°C=0. 
Bei Benutzung des Kegels ~ und des Ebenenbiischels ¢ = 6p erfolgt 
dann die eindeutige Abbildung der Fliche aus den Gleichungen 
op —s—2B—20C=0 
q—op=—0 
A+2o0B+eC=0 
oder mittelst t homogen gemacht 
op — (s+ 2B) tr? —2erC=—0 
qt —op=0 
Art 2erB+e?C=0. 
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Fiir c= 0 reduciren sich diese Gleichungen auf o?p —0, 9? C= 0, 
wesshalb die Ecken rt, 9 und t, 6 und die Seite rt des Coordinaten- 
dreiecks dieselbe Bedeutung haben wie im vorigen Fall. Kommen in 
der benutzten Kegelschnittschaar von yw die Geradenpaare a,b, und 
@,¢, vor, so werden die Bilder der 3fachen Punkte wieder gerade 
Linien mit den Fundamentalpunkten a,, b, und a,, b, sein, welche 
durch die Ecke t, @ des Coordinatendreiecks gehen. Lisst man jetzt 
6 constant der Ebene des Paares a,a, entsprechend, dagegen @ ver- 
iinderlich, so wird sich der Knotenpunkt unendlich vieldeutig als Ge- 
rade mit den Fundamentalpunkten a,, a, ausbreiten, welche durch die 
andere Ecke des Coordinatendreiecks geht. Die 4 Fundamentalpunkte 
nebst den Verbindungslinien von b, und b, mit der Ecke t, 6 sind 
die 6 Geraden der Fliiche. Die beiden Kegelschnittschaaren von wy 
sind der Strahlbiischel, dessen Scheitel in t, 9, und der Kegelschnitt- 
biischel, dessen Gebilde durch die Doppelpunkte und die Fundamental- 
punkte b,, b, gehen. 

Gebraucht man bei der Abbildung den Ebenenbiischel und eine 
Kegelschnittschaar des doppelt beriihrenden Kegels, so erhilt man 
dieselben 3 Gleichungen zur Abbildung wie im vorigen Fall. Kommen 
in der Kegelschnittschaar des Kegels K die Geradenpaare a,a, und 
b,€, vor, so wird bei constant gedachtem @ dem Paare a,«, entsprechend 
der Fundamentalpunkt a, doppelt auftreten. Ausserdem werden sich 
b, und ¢, als einfache Fundamentalpunkte abbilden. Das zusammen- 
fallende Punktenpaar a, stellt dann den Knotenpunkt der Fiche dar. 
Die 3 andern Geraden der Fliche sind dann die Verbindungslinien 
dieser 3 Fundamentalpunkte mit der Ecke t, 6 des Coordinatendreiecks. 
Die beiden Kegelschnittschaaren des Kegels y sind die 2 Kegelschnitt- 
schaaren , deren Gebilde durch die Doppelpunkte, einen der zusammen- 
fallenden Fundamentalpunkte und durch b, oder c, gehen. 


Benutzt man endlich bei der Abbildung die beiden Kegel » und 
K, so werden die Gleichungen, aus welchen sich die Abbildungsfunc- 
tionen ergeben, genau dieselben, wie bei friiheren Fiillen. Fiir die 
Anordnung der Fundamentalpunkte ergiebt sich noch Folgendes. Sind 
a, a, bye, 
a,b, Ay Co 
die Geradenpaare der benutzten Kegelschnittschaaren, so werden die 
Fundamentalpunkte a, und 6b, doppelt auftreten; doch miissen dabei 
die zusammenfallenden Punkte a, mit einem der Doppelpunkte in der 
Abbildung in einer Geraden liegen. Diese Gerade ist dann das Bild 
des Knotenpunkts, wie dieses leicht daraus folgt, dass man sich die 
Ebene des Paares a,a, fest, die Tangentenebene von y verianderlich 
denkt. Die zusammenfallenden Fundamentalpunkte sind ausserdem 
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wieder die Bilder der 3 fachen Punkte. Die Doppelgeraden der Fliche 
werden durch 2 unendlich nahe Kegelschnitte abgebildet, welche durch 
die Doppelpunkte und je einen Punkt jeden Punktepaares gehen. Die 
4 anderen Geraden der Fliiche sind die Verbindungslinien von 0}, mit 
den Doppelpunkten und a, mit dem Doppelpunkte rt, 6 und der Kegel- 
schnitt durch alle Fundamentalpunkte, ausgenommen einen Punkt des 
Punktepaares a, Die beiden Kegelschnittschaaren von wy sind der 
Strahlbiischel, dessen Scheitel die Ecke +t, 6 und der Kegelschnitt- 
biischel, dessen Gebilde durch die Doppelpunkte und die beiden Punkte 
b, gehen. Endlich die beiden Schaaren von K sind der Strahlbiischel, 
dessen Scheitel die Ecke t, g@ und der Curvenbiischel 3' Ordnung, 
dessen Gebilde durch alle Fundamentalpunkte gehen und in der Ecke 
t, 6 einen Doppelpunkt besitzen. 

Man kann endlich, wie im vorigen Falle, von einem der 3 fachen 
Punkte aus die Fliche auf eine Ebene eindeutig projiciren.. Der Pro- 
jectionspunkt sei der 3fache Punkt x, p, a und die Projectionsebene 
gehe durch den anderen x, p, b, wo a und bd die friiheren Bedeutun- 
gen besitzen. Die oben angegebene Form der Flachengleichung 


[a,2a? — p (a, + By + y2)|? = 4p" (ye — 2’), 


.in welcher a, == a — 2a,b, lasst sich zunichst schreiben: 
a,x? — 2a? p (ae + By + v2) = p? {4 (ye — 2’) — (ae + By + 2)}. 


Fiihre ich das Ehenenpaar 4 yz — (By + yz)? als Coordinatenebenen- 
paar YZ ein, so wird die Flichengleichung 


a, a? —2a,?a?p(a,2+B,Y+y,2Z)=—p’ { Y.Z—2? (4+ 4,) —2a,2%(B, Y¥+y7,4)} : 


Die Tangentenebenen a und b der Fliiche s* — 4y = 0 sind 
a= Y —2a,y,X=0 
b= Z— 2a,p,X =0. 
Fithre ich dieselben als Coordinatenebenen ein an Stelle von Y und Z, 
so ist die endliche Form der Flachengleichung: 
a,tat — 24,22 p (6,4 + ca + ¢,b) = p? (a,,2* +2 as,ab). 
Fixire ich die Durchschnitte der Ebenen x, p, a mit der Projections- 


ebene als Seiten eines Coordinatendreiecks und sind &, 9, € Dreiecks- 
coordinaten, so sind die Abbildungsfunctionen 


p=tN 
“z=yN 
a=€N 
b=M, 


N=2é (a5, &€ > a,” C3 7”) 
M= a, y' — 2a, 9° & (6 9 + 626) — By? ay. 
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Es sind dann, wie im vorigen Falle, die Schnittpunkte des Kegel- 
schnittes a,,&€ + a,?c,y? =O mit den 4 Geraden: 


a,'nt — 2,24? (¢.1§ — = 1?) — By?a,, = 0 


den Punkt &, 4 ausgenommen, die 4 einfachen Fundamentalpunkte. 
Allein von diesen 4 Geraden fallen 2 mit der Dreiecksseite 4 zusam- 
men, weshalb auch 2 Fundamentalpunkte zusammenfallen. Dieselben 
stellen dann den Knotenpunkt der Fliche und eine diesem angehérigen 
Gerade dar, wihrend die andere die Gerade y selbst ist. Die Doppel- 
geraden und die 3 fachen Punkte bilden sich ab, wie unter Fall VII. 
bemerkt. Die Kegelschnittschaaren des Kegels y sind durch die 2 Kegel- 
schnittschaaren abgebildet, welche durch die Doppelpunkte, je einen 
der zusammenfallenden und je einen der einfachen Fundamentalpunkte, 
gehen; die des Kegels K sind die Kegelschnittbiischel durch die Doppel- 
punkte und beziehungsweise die getrennten und zusammenfallenden 
Fundamentalpunkte. Die Bilder der durch den Knotenpunkt gehenden 
ebenen Schnitte der Flichen sind Curven 4'** Ordnung, welche in den 
zusammenfallenden Fundamentalpunkten noch einen Doppelpunkt be- 
sitzen. 


IX. 
Die Fliche besitzt ausserdem noch zwei einzelne Knotenpunkte. 


Eine solche Fiche wird durch die Gleichung dargestellt: 

(q? — pl)? —4 pst. 
Die Durchdringungspunkte der Schnittlinie der Ebenen s und ¢ mit 
der Fliche g? — pl =O sind die 2 Knotenpunkte der Fliche. Ich 
wihle das Coordinatentetraeder so, dass die Ebenen y, z, p mit den 
Ebenen s, ¢, p zusammenfallen. Die auf der Schnittlinie y, z gelegene 
andere Ecke des Coordinatentetraeders sei harmonisch liegend mit den 
beiden Knotenpunkten und der Ecke y, z, p. Die 4° Coordinaten- 
ebene x enthalte dann noch eine Doppelgerade. Dann ist die Glei- 
chung der Fliche: 


(a, + b,p)? — p(ax + By + yz + Op)? = 4p’yz, 


wobei 2a,b,—= «a. Man kann dafiir auch schreiben: 


{a,?x? + p |p (b,? — 8) — By — y2]}* = 4p’ yz. 
Die Schnittpunkte der Doppelgeraden q, p mit der Fliiche 7? — 4st = 0 
oder dem Ebenenpaare (By + yz)* — 4yz2=—0 sind 3fache Punkte 
der Fliche. Die Verbindungslinien der Knotenpunkte mit den 3fachen 
Punkten geben 4 auf der F'liche liegende Gerade, wobei jede dop- 
pelt gezihlt werden muss, denn die Kegel, welche in den Knoten- 
punkten die Fliiche ringsum beriihren, beriihren sie zugleich in dieser 
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Geraden. Man sieht leicht ein, dass die Fliche ausser diesen 4 keine 
weiteren Geraden enthalten kann. Setzt man die Determinante der 
Gleichung 


ye + A[a,a* + p {p (0,2 — 8) — By — yeh] + ap? =0 
gleich Null, so folgt der einzige doppelt beriihrende Kegel der Fliche 
dem Werthe von A entsprechend: 


: 4(47B —1)+0—b/? =0 
und die Coordinaten der Spitze aus 
z= 0 
y —2iyp=0 
2—2App=0. 


Die Geraden, welche dem einen dreifachen Punkte angehéren, seien 
a,, b,; die des anderen a,, b,, sodass a,, a, sich im ersten, b, und 
b, sich im zweiten Knotenpunkt schneiden. Dann werden a,a,, b,b, 
die Paare des Ebenenbiischels ¢ = op sein; dagegen a, b,, a,b, die 
des Biischels s = gt. Die Paare, welche in den Kegelschnittschaaren 
des doppelt beriihrenden Kegels auftreten, sind a,a,, b,b, und a,a,, 
b,b,. Nach dieser Anordnung kann leicht die Spitze des doppelt be- 
‘rtihrenden Kegels geometrisch construirt werden, denn die Schnittlinie 
der Ebene der Paare a,a, und a,a, trifft die Schnittlinie der Ebenen 
der Paare b,d, und b,b, in dem geésuchten Punkte. 

Benutze ich zur Abbildung den Ebenenbiischel g = op und den 
doppelt beriihrenden Kegel, so folgt die Darstellung aus den 3 Glei- 
chungen : 

op —1+ 2ap+ (B+ eC) =0 

A+2eB+e?C=0 
q—sp=0. 

Die Doppelgeraden und 3fachen Punkte der Fliche werden sich wie 
in den beiden vorigen Fallen abbilden. Von den 4 einfachen Funda- 
mentalpunkten der Abbildung werden aber immer je 2 zusammenfallen, 
indem sich die Geraden a, und b, doppelt abbilden, wenn a,a, und 
b,b, die Paare der benutzten Kegelschnitischaar sind. Im anderen 
Falle werden a, und b, doppelt auftreten. Diese zusammenfallenden 
Fundamentalpunkte sind dann zugleich die Bilder der Knotenpunkte. 
Die Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels s = ut ist die Kegelschnitt- 
schaar, deren Gebilde durch die Doppelpunkte und je einen der zu- 
sammenfallenden einfachen Fundamentalpunkte gehen. Die Schaaren 
des Kegels K bilden sich wie im vorigen Falle ab. 

Benutzt man bei der Abbildung die beiden Ebenenbiischel g = op 
und s = w*t, so folgt die Darstellung aus den 3 Gleichungen: 
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op—l+2pni=—0 
s—wt=0 


q—6op=0. 


Die 4-einfachen Fundamentalpunkte der Abbildung sind dann die 
Bilder der 4 Geraden a,, b,, a,, b,; sie bilden die 4 Hauptecken 
eines vollstiindigen Vierecks, dessen 2 Nebenecken die Doppelpunkte 
der Abbildung. Wihrend die Verbindungslinien von a, mit b, und 
a, mit b, die 3fachen Punkte darstellen, sind die Verbindungslinien 
von a, mit a, und b, mit b, die beiden Knotenpunkte der F'liche. 
Die Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels ¢ = op bildet sich ab, 
wie friiher; die des Biischels s = wt ist der Strahlbiischel, dessen 
Scheitel die Ecke rt, w des Coordinatendreiecks und die beiden Schaa- 
ren von K sind die 2 Kegelschnittbiischel durch die Doppelpunkte und 
beziehungsweise a,, b, und a,, J. 

Benutzt man endlich zur Abbildung den Ebenenbiischel s = ut, 
so erfolgt die eindeutige Darstellung aus den 3 Gleichungen 


(B+ eC) + (Ap + ut) =0 
s—wt=0 
A+20B+0e?°C=0 

Die Doppelpunkte t, @ und t, w der Abbildung sind die Bilder der 
in t und C liegenden Kegelschnitte; die Dreiecksseite rt stellt deren 
Schnitt dar, wenn t die 3° homogene Coordinate. Sind a,a, und b,b, 
die Geradenpaare der benutzten Kegelschnittschaar des Kegels K, so 
werden sich die Geraden a, und b, doppelt abbilden, sodass diese zu- 
sammenfallenden Fundamentalpunkte mit der Ecke r, @ in einer Ge- 
raden liegen. Diese beiden Geraden sind die Knotenpunkte der Fliche 
und die zusammenfallenden Fundamentalpunkte stellen die 3 fachen 
Punkte dar. Die beiden Doppelgeraden werden durch 2 zusammen- 
fallende Kegelschnitte dargestellt, welche durch die Doppelpunkte und 
je einen der zusammenfallenden Fundamentalpunkte gehen. Die Kegel- 
schnittschaar des Ebenenbiischels s = u*¢ ist der Strahlbiischel, dessen 
Scheitel in der Ecke tr, w. Die Schaaren des anderen Biischels und 
des doppelt beriihrenden Kegels bilden sich ab, wie im vorigen Falle. 
Die beiden letzten Geraden der Fliche sind die Verbindungslinien von 
a, und b, mit der Ecke t, wu. 

Um die Fliche auf eine Ebene eindeutig zu projiciren, denke ich 
mir die Flichengleichung 


{a,?x? + p|p (b,? — 8) — By — y 2) \? = 4p yz 
zuerst auf die Form gebracht: 


a,ta + 2a,?a*p [p(b,? — 6)— By — yz] =p? [4y2— {p (b,* — 6) — By — ye} 
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und wenn ich das Ebenenpaar 4 yz — (By + yz)? = 0 als Coordi- 
natenebenenpaar Y. Z einfiihre: 
aia + 2a,?2*p[p (b,? — 0) — BY — 7,4] 
=p? [YZ — p? (b,? — 0)? + 2p(b,? — 0) 6, ¥ +72). 
Die Tangentenebenen der Fliche ? —4st—0 in den Punkten X, 
P, Y und X, P, Z sind: . 
Y+2p(b?—d0)y,=—A 
Z+2p(b?— 0), =B 
und wenn ich dieselben als Coordinatenebenen fiir Y und Z einfihre, 
so wird die Form der Flachengleichung: 
a,'at + 2a,?x*p { p (b> — 8) + 4 py,By (by? — 0)— B,A— 7, B} 
=p? {AB— p? (v2 — 6)? (1 +47,6)} . 
Sind wieder &, 4, € die Dreieckscoordinaten eines Punktes der Ebene, 
so sind die Abbildungsfunctionen : 


p=tN 

z=oyN 

y=CN 

‘ e=M. 
wobei N= § {56+ 2a,?7,7"}: 





M==a,'q' +2 ,7 98 (;2—6) (1-447, B,) — 2ay2 9? EB, + E10,2—0)2(1 +47, B,). 


Die 4 einfachen Fundamentalpunkte sind die Schuittpunkte des Kegel- 
schnittes §£ + 2a,?y, 7? =O mit den 4 Geraden: 


ay'y'(1 + 477 B,) + 2a,? 428? (b,2?— 8) (1 + 47,B,) + &'(0,2?— 0)? (1+ 47,8,) 


Nach Weglassung des Factors (1 + 4y7,8,) kann diese Gleichung in 
die Form 

{a,?4* + § (b,* — 0)? =0 
(a, n+&yd— b,*)? (a, a Ed — b,*)? = 0 


gesetzt werden. Die 4 einfachen Fundamentalpunkte der Abbildung 
fallen daher paarweise zusammen, niimlich in die Schnittpunkten des 
Linienpaares (a, + &V0 — b,*) (a,y — EVO — b,2) =O mit dem 
Kegelschnitt §£ + 2a,?y,y? = 0. Jedes zusammenfallende Punkte- 
paar stellt einen Knotenpunkt der Fliiche und eine diesen schneidende 
Gerade dar; die Verbindungslinien mit der Ecke &, » sind dann die 
2 anderen Geraden der Fliiche. Die Doppelgeraden und 3 fachen 
Punkte der Fliche bilden sich ab, wie in den anderen Fiillen. Die 
Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels s = w?¢ wird durch eine Kegel- 
schnittschaar, deren Gebilde durch die Doppelpunkte und je einen 
Punkt jedes Punktepaares gehen, abgebildet und die beiden Schaaren 
9 


oder 
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des doppelt beriihrenden Kegels durch 2 Kegelschnittschaaren durch 
die Doppelpunkte und je ein Punktepaar. 


Ich werde jetzt zum Schluss eine kurze Uebersicht iiber die 14 
speciellen Fiille geben, welche ich in meinen verschiedenen Abhand- 
lungen auseinandergesetzt habe und zwar bei Zugrundelegung der Ab- 
bildungsfunctionen 4" Ordnung mit 2 Doppelpunkten und 4 einfachen 
Fundamentalpunkten. 

1. Die Fliiche- 4 Ordnung besitet einen Knotenpunkt. 

Zwei der einfachen Fundamentalpunkte liegen mit einem der 
Doppelpunkte in einer Geraden, wenn der einfach und einer der dop- 
pelt beriihrenden Kegel zur Abbildung benutzt wird. — 

Zwei der einfachen Fundamentalpunkte fallen zusammen, wenn 
2 der drei doppelt beriihrenden Kegel zur Abbildung benutzt werden. 

2. Die Fliche 4° Ordnung besitzt 2 Knotenpunkte, von denen 
jeder die Spitze eines die Fliiche einfach beriihrenden Kegels ist. 

Drei der einfachen Fundamentalpunkte bilden mit den 2 Doppel- 
punkten zwei Geraden, sodass ein Fundamentalpunkt beiden Geraden 
gemeinsam ist, wenn die beiden einfach beriihrenden Kegel zur Ab- 
bildung bénutzt werden. 

Zwei der einfachen Fundamentalpunkte fallen zusammen und lie- 
gen mit einem der Doppelpunkte in einer Geraden, wenn ein einfach 
und der doppelt beriihrende Kegel benutzt werden. 

3.. Voriger Fall, nur sind die Knotenpunkte nicht die Spitzen ein- 
fach beriihrender Kegel. 

Dic 4 einfachen Fundamentalpunkte liegen paarweise mit einem 
der Doppelpunkte in einer Geraden, wenn der Ebenenbiischel und einer 
der doppelt beriihrenden Kegel benutzt werden. 

Die 4 einfachen Fundamentalpunkte fallen paarweise zusammen, 
wenn 2 der drei doppelt beriihrenden Kegel benutzt werden. 

4. Die Fliiche 4° Ordnung besitzt drei Knotenpunkte. 

Von den 4 einfachen Fundamentalpunkten liegen 2 mal zwei mit 
dem einen und einmal zwei mit dem anderen Doppelpunkte in einer 
Geraden, wenn der Ebenenbiischel und der einfach beriihrende Kegel 
zur Abbildung benutzt werden. 

Von den 4 einfachen Fundamentalpunkten liegen 2 mal zwei mit 
dem einen Doppelpunkte in einer Geraden und ausserdem fallen 2 der- 
selben zusammen, wenn statt des einfach beriihrenden’ Kegels der 
doppelt beriihrende Kegel benutzt wird. 

Die 4 einfachen Fundamentalpunkte fallen paarweise zusammen, 
und eines dieser Punktepaare liegt mit dem einen Doppelpunkt in 
einer Geraden, wenn die beiden Kegel benutzt werden. 




















Ueber Flichen vierter Ordnung. 131 


5. Die Fliiche 4‘ Ordnung besitet 4 Knotenpunkte. 

Die 4 einfachen Kundamentalpunkte bilden die Nebenecken eines 
vollstiindigen Vierecks, dessen 2 Hauptecken die Doppelpunkte sind, 
wenn die beiden Ebenenbiischel benutzt werden. 

Die 4 einfachen Fundamentalpunkte fallen paarweise zusammen 
und jedes Paar liegt mit einem der Doppelpunkte in einer Geraden, 
wenn ein Ebenenbiischel und der doppelt beriihrende Kegel zur Ab- 
bildung benutzt werden. 

In diesen 5 Fiillen ist das Bild des Doppelkegelschnittes der 
Fliche immer eine Curve 4' Ordnung, welche durch alle Fundamental- 
punkte geht und in jedem Doppelpunkte einen Doppelpunkt besitzt. 
Zwei zusammenfallende Fundamentalpunkte oder 2 mit einem Doppel- 
punkte auf einer Geraden liegende stellen immer einen Knotenpunkt 
der Fliiche dar. — 

Die folgenden 6 Fille beziehen sich auf das Zerfallen der Doppel- 
curve in ein Linienpaar. 

6. Die F'liche besitet keinen besonderen Knotenpunkt. 

Die eine Doppelgerade bildet sich als Doppelpunkt ab und ein 
Punkt derselben wird durch die Verbindungslinie der Doppelpunkte 
dargestellt; wiihrend das Bild der anderen eine Curve 3' Ordnung 
ist, welche durch alle Fundamentalpunkte geht und im ersten Doppel- 
punkte einen Doppelpunkt besitzt. Es ist dabei bei der Abbildung 
einer der 4 doppelt beriihrenden Kegel und der Ebenenbiischel, dessen 
Achse eine der Doppelgeraden, benutzt worden. 

Das Bild jeder Doppelgeraden ist ein Kegelschnitt durch die 
Doppelpunkte und je 2 der einfachen F'undamentalpunkte, wenn 2 der 
4 doppelt beriihrenden Kegel benutzt worden sind. 


7. Die Fliche besitet noch einen besonderen Knotenpunkt. 

Die Doppelgeraden bilden sich ab, wie im vorigen Falle bei Be- 
nutzung eines Ebenenbiischels und des einfach beriihrenden Kegels; 
es liegen aber 2 der einfachen Fundamentalpunkte mit dem 2'” Doppel- 
punkte auf einer Geraden. 

Wird statt des einfach beriihrenden ein doppelt beriihrender 
Kegel genommen, so fallen 2 der einfachen Fundamentalpunkte zu- 
sammen. 

Werden der einfach und einer der 2 doppelt beriihrenden Kegel 
benutzt, so sind die Bilder der Doppelgeraden wieder Kegelschnitte, 
ausserdem liegen 2 einfache Fundamentalpunkte mit einem der Doppel- 
punkte in einer Geraden. 

Werden endlich die beiden doppelt beriihrenden Kegel benutzt, 
so sind die Bilder der Doppelgeraden Kegelschnitte, ausserdem fallen 
2 der einfachen Fundamentalpunkte zusammen. 

g* 
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8. Die Fliiche 4°" Ordnung besitzt noch 2 besondere Knotenpunkte, 
von welchen jeder die Spitze eines die Fliiche einfach beriihrenden Ke- 
gels ist. 

Drei der 4 einfachen Fundamentalpunkte bilden mit den beiden 
Doppelpunkten 2 Gerade, sodass ein Punkt den beiden gemeinsam 
ist und die beiden Doppelgeraden .bilden sich als Kegelschnitte durch 
die Doppelpunkte und je 2 der einfachen Fundamentalpunkte ab, 
wenn die beiden Kegel zur Abbildung benutzt worden sind. 

Wird dagegen nur einer derselben in Verbindung mit einem 
Ebenenbiischel gebraucht, so bleibt die Anordnung der Fundamental- 
punkte, wie im Fall 2. bemerkt. Der Doppelpunkt, welcher nicht mit 
den zusammenfallenden Fundamentalpunkten in einer Geraden liegt, 
nebst der Verbindungslinie der beiden Doppelpunkte stellt die eine 
Doppelgerade, die erginzende Curve 3' Ordnung die andere Doppel- 
gerade dar. 


9. Die beiden Knotenpunkte des vorigen Falles sind nicht die 
Spitzen einfach beriihrender Kegel. 

Benutzt man die beiden doppelt beriihrenden Kegel zur Abbil- 
dung, so ist die Anordnung der Fundamentalpunkte, wie in Fall 3. 
erwihnt. Das Bild jeder Doppelgeraden ist aber ein Kegelschnitt, 
welcher durch die Doppelpunkte und je eines der Punktepaare geht. 

Wird statt eines der doppelt beriihrenden Kegel ein Ebenen- 
biischel, dessen Achse eine Doppelgerade, benutzt, so bilden sich die 
Doppelgeraden beziehungsweise als Doppelpunkt und Curve 3' Ord- 
nung ab. 

Wird ein doppelt beriihrender Kegel und der Ebenenbiischel, des- 
sen Achse keine Doppelgerade ist, zur Abbildong benutzt, so ist die 
Anordnung der Fundamentalpunkte wie im Falle 3.; die Bilder der 
Doppelgeraden sind wieder Kegelschnitte. 

Tritt dann an Stelle des doppelt beriihrenden Kegels ein anderer 
Ebenenbiischel, so sind die Bilder der Doppelgeraden wieder beziehungs- 
weise ein Doppelpunkt und Curve 3' Ordnung. 

10. Die Fliche 4‘ Ordnung besitzt 3 besondere Knotenpunkte. 

Die Anordnung der einfachen Fundamentalpunkte bleibt wie in 
Fall 4. angegeben, nur muss statt des doppelt beriihrenden Kegels bei 
der Abbildung der Ebenenbiischel substituirt werden, dessen Achse 
eine der Doppelgeraden., So oft der letztere benutzt wird, ist das Bild 
der einen Doppelgeraden ein Doppelpunkt in Verbindung mit einer 
Geraden und das Bild der anderen die erzeugende Curve 3" Ordnung. 
Anderen Falles wird jede Doppelgerade durch einen Kegelschnitt dar- 
gestellt, welcher durch die Doppelpunkte und 2 der einfachen Funda- 
mentalpunkte geht. 
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11. Die Fliche 4 Ordnung besitet 4 besondere Knotenpunkte. 

Die Anordnung der Fundamentalpunkte bleibt wie in Fall 5., 
wenn nur fiir den einfach beriihrenden Kegel der Ebenenbiischel sub- 
stituirt wird, dessen Achse eine Doppelgerade. Bei Benutzung der 
beiden anderen Ebenenbiischel zur Abbildung sind die Bilder der 
Doppelgeraden Kegelschnitte; im anderen Falle tritt wieder die be- 
kannte Verschiedenheit em. — ; 

Die folgenden 3 Fiille beziehen sich auf das Zusammenfallen der 
beiden Doppelgeraden. 

12. Die Fliiche 4' Ordnung besitzt keinen weiteren Knotenpunkt 
mehr. 

Benutzt man einen der 3 doppelt beriihrenden Kegel und der 
Ebenenbiischel zur Abbildung, so liegen die 4 Fundamentalpunkte 
zweimal mit dem einen Doppelpunkte in einer Geraden. Der Doppel- 
punkt stellt jede Doppelgerade der Fliche und die Geraden der 3 fachen 
Punkte dar. 

Benutzt man 2 der 3 doppelt beriihrenden Kegel zur Abbildung, 
so fallen die 4 einfachen Fundamentalpunkte paarweise zusammen und 
die Bilder der Doppelgeraden sind 2 unendlich nahe Kegelschnitte. 

Bei der eindeutigen Projection von einem der 3 fachen Punkte 
* auf eine Ebene liegen die 4 einfachen Fundamentalpunkte mit den 
zusammengefallenen Doppelpunkten auf einem Kegelschuitte. Die 
Doppelpunkte sind dann die Bilder der Doppelgeraden. 

13. Die Fliiche 4’ Ordnung besitet noch einen Knotenpunkt. 

Von den 4 einfachen Fundamentalpunkten liegen 2mal zwei mit dem 
einen und einmal zwei mit dem anderen Doppelpunkte in einer Geraden, 
wenn dér Ebenenbiischel und der einfach beriihrende Kegel ~ benutzt 
wordensind. Der erste Doppelpunkt ist wieder das Bild der Doppelgeraden. 

Wird das Ebenenbiischel und der doppelt beriihrende Kegel be- 
nutzt, so liegen von den 4 einfachen Fundamentalpunkten 2mal zwei 
mit dem einen Doppelpunkte in einer Geraden, ausserdem fallen 2 
derselben zusammen. Der Doppelpunkt ist das Bild der Doppelgeraden. 

Werden die beiden Kegel zur Abbildung benutzt, so fallen die 
4 einfachen Fundamentalpunkte paarweise zusammen, und liegt dabei 
eines dieser Paare mit einem der Doppelpunkte in einer Geraden. 
Die Bilder der Doppelgeraden sind zusammenfallende Kegelschnitte. 

Endlich bei der eindeutigen Projection von einem der 3 fachen 
Punkte auf eine Ebene liegen die Fundamentalpunkte auf einem Kegel- 
schnitt, 2 der einfachen sind ebenfalls zusammengefallen. 

14. Die Fliiche 4’ Ordnung besitzt noch 2 besondere Knoten- 
punkte. 

Bei Benutzung des doppelt beriihrenden Kegels und des Ebenen- 
biischels, dessen Achse eine Doppelgerade, zur Abbildung, sind die 4 
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Fundamentalpunkte paarweise zusammengefallen, sodass jedes Paar mit 
dem einen Doppelpunkte in einer Geraden liegt. Letzterer ist das 
Bild der Doppelgeraden. Die Geraden sind die Bilder der 3 fachen 
Punkte, die zusammenfallenden Fundamentalpunkte sind die Bilder der 
Knotenpunkte. 

Gebraucht man den anderen Ebenenbiischel zur Abbildung, so ist 
die Anordnung der Fundamentalpunkte dieselbe. Es sind aber jetzt 
die Geraden die Bilder der Knotenpunkte und die zusammenfallenden 
Fundamentalpunkte stellen die 3fachen Punkte dar. Die Doppel- 
geraden werden durch unendlich nahe Kegelschnitte abgebildet. 

Werden die beiden Ebeneubiischel zur Abbildung benutzt, so bil- 
den die 4 einfachen Fundamentalpunkte die Hauptecken eines voll- 
stiindigen Vierecks, dessen 2 Nebenecken die beiden Doppelpunkte 
der Abbildung. Der eine Doppelpunkt ist das Bild der Doppelgeraden. 

Bei der eindeutigen Projection von einem der 3fachen Punkte 
auf eine Ebene fallen die 4 einfachen Fundamentalpunkte paarweise 
zusammen und die drei Punktepaare der Abbildung liegen auf einem 
Kegelschuitte. 





Notiz tiber einen Cauchy’schen Satz, die Stetigkeit von 
Summen unendlicher Reihen betreffend. 


Von Paut pu Bois-Reymonp in Frereure i. Br. 


Inu Cauchy’s Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique findet sich 
S. 151 der Satz aufgestellt, dass die Summe einer convergenten Reihe, 
deren einzelne Glieder stetige Functionen von einer Variabeln 2 sind, 
ebenfalls eine stetige Function dieser Variabeln sein miisse. Dass 
diese Behauptung, so allgemein ausgesprochen, unrichtig ist, lehren die 
physikalischen Reihen, und ihr ist auch schon Abel entgegengetreten, 
indem er als Beispiel einer trotz der Stetigkeit ihrer Glieder unstetigen 


" Reihe diese: sin x — * “4... anfiihrte (Crelle’s Journ. I, pag. 
316 Anm.). Gleichwohl miissen zwischen der Stetigkeit der Glieder 
einer Reihe und der Stetigkeit ihrer Summe Beziehungen stattfinden, 
und es sind deren auch schon z. B. gerade bei trigonometrischen 
Reihen aufgedeckt worden, wiihrend der folgende Satz meines Wissens 
noch nieht mitgetheilt worden ist: 

Wenn in der unendlichen Reihe wu, + Wot, +--+ de w von & 
unabhiingig sind und die Rethe wu, + uw, +--+ absolut convergirt, wenn 
ferner die Grissen w, = w, (x), W, = wy, (x), -+ im Intervalle «=a 
bis x = b fiir jeden endlichen Index stetige Functionen des Argumentes 
x sind, wenn endlich keine dieser Functionen incl. w,, fiir einen dem 
Intervall x = a bis x =b angehirigen Werth von x |unter w,(x) stets 
litte —o Wy (x + €) verstanden| unendlich wird, so ist die Summe der 
Reihe w,u, + wou, +--+ eine im Intervall «=a bis x = b stetige 
Function von x. 

Beweis. Wir setzen U,, (x) = w, ub, + Wolo + ++ Walln, und nehmen 
(unbeschadet der Allgemeinheit des Beweises) die w positiv an, 

Zum Ausgangspunkt des Beweises nehmen wir die Gleichung: 


U, (x + &) — U, (a) = Aw,u, + Aw.u, + ++ AWntin 
+ Wn $1 (% FE) bin 41 Wn 42 (LF E) Um pe + ++ Wn(U+ 2) Un 





bai: {Wm +1 (x) Um+1 + Wm +2 (x) Um +2 + °° ° Wy (x) Unf ? 
Aw, = Wy, («@ + €) — Wp (2). 
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Es sei A W,, ein gewisser mittlerer Werth unter den Differenzen: 

Aw,, Aw,..Aw,,, der aber keiner von ihnen gleich zu sein braucht, 

ebenso W pars ein mittlerer Werth unter den Gréssen w,,41 (7+ €),...- 

w, (x + e) und W,,,, ein mittlerer Werth unter den Groéssen w,, +1 (2), 
. W, (x), so kénnen wir schreiben: 


U, (% + #) — Un (2) = AWa, (Hy + be + ++ Hm) 
+ (woe, al W., n) (Um 41 + Um +2 + 7 Mn). 
Lassen wir jetzt » unendlich werden, so werden W,),, W,,« end- 
liche, fiir jeden Werth von x vollkommen bestimmte Gréssen und 
man hat: 


U,, (x + é) a U, (x) = AW,, (uy + Uy +: * Mm) 


+ (Wi, — Wire) (n+ + fm 42 + ++ in inf). 
Die Function U,, (x) ist stetig iiberall, wo U, (2 + 0) — U, (x) Null 
ist. Wir lassen in der vorstehenden Gleichung ¢ verschwinden. Es 
verschwindet alsdann AW,, und wir finden: 


U,, (@ +9) — U,, (@) = (Wnt + tn get) (limo Wi, — Wats 


. . . . . e . 40s . r(l 
da wir a priori nicht wissen kénnen, ob die Grodssen lim, we 


und W,,. einander gleich sind. Da sie aber endlich sind, so wird 
die rechte Seite der vorstehenden Gleichung um so kleiner, je grésser 
m, und kann durch Vergrésserung von m kleiner gemacht werden als 
jede noch so kleine vorgelegte Grosse. Mithin ist die linke Seite, 
welche m nicht enthilt, kleiner als jede noch so kleine vorgelegte 
Grésse, also ist sie Null. Q. E. D. 
Beispiele. Die Reihen deren p'* Glieder sind: 
# x 


(x*p — = + 1)— = 7 p+ xp(2—2)+1—2 


werden keine stetigen Functionen von x zu sein brauchen, obschon 
ihre Glieder es sind und ihre Summe fiir jeden Werth von x endlich 
und bestimmt ist, wie bekanute Convergenzregeln lehren. Denn giebt 
man diesen p'" Gliedern die Formen: 

1 x 1 x 


po 7 / wy? > pos , 2@—2) , 1—z 

= 1 2 x! a + p + Pp 
ane 4p? 

° 1 ° —— 

in denen w, durch r und w, durch die Coefficienten von 7 vertreten 


ist, so werden diese Coefficienten fiir p — oo beide gleich :. Bei 


«x = ist also eine sprungweise Werthiinderung der Summe jener 
Reihen moglich. Und in der That, wenn man die p' Glieder in die 
Differenzen auflést: 











Notiz tiber einen Cauchy’schen Satz. 


zp _ —__—&(p—t) ee:  se~-—e 
i+ep i+ a(p—1) ? 14ap 144(p—1)’ 
welche von p=—1 bis p= Mi 2 — 
e p= 1 bis p—xn summirt ite@a ? ite 
sieht man sofort, dass ihre Summe fiir » =o bei « = O unstetig ist. 


Die Reihe 


geben, so 


sin x sin 2x 


1“ sai cil 


wird dagegen nach dem obigen Satze, wenn w > 1, fiir jeden Werth 


i ee eke t - : 
von « stetig sein miissen, da die Reihe - +. +: +: fiir w > 1 convergirt. 


Freiburg i. Br. 











Preisaufgabe 
der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft fiir das Jahr 1874. 


(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft , Leipzig im Miirz 1871). 


Das Problem der elektrischen Vertheilung auf einem Conductor 
von gegebener Gestalt ist durch die bisher in Anwendung gebrachten 
Methoden nur in verhiiltnissmissig wenigen Fiillen zur definitiven 
Lésung gelangt oder einer solchen zugiinglich geworden. Um die 
genannten Methoden ihres speciellen Characters zu entkleiden und wo 
méglich auf ein allgemeineres Niveau zu erheben, scheint es zuniichst 
wiinschenswerth, wesentlich neue Fille in den Kreis der Untersuchungen 
hineinzuziehen. Demgemiiss stellt die Gesellschaft folgeude Preis- 
aufgabe: 

Auf einem Rotationskirper, dessen Meridian durch die Lem- 
niscate (Cassini. sche Curve): 

(2? + yy’)? — 2a (a2? —y’?) = b'— a 
dargestellt ist, soll die Vertheilung der Elektricitiit unter dem 
Einflusse gegebener dusserer Krdfte ermittelé werden. 

Die Beantwortung des Specialfalles a = b wiirde durch die Methode 
der reciproken Radien (Methode der sphiirischen Spiegelung) auf den 
Fall eines Hyperboloids reducirbar, und fiir die Erlangung des Preises 
unzureichend sein, (Preis 60 Ducaten.) 


Die Preisbewerbungsschriften sind in deutscher, luteinischer oder 
franzésischer Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und 
paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem versiegelten 
Zettel begleitet sein, der auswendig dasselbe Motto triigt, inwendig 
den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Ein- 
sendung endet mit dem Monat November des Jahres 1874; die Adresse 
ist an den Secretiir der Gesellschaft zu richten. Die Resultate der 
Priifung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger 
Zeitung im Miirz oder April bekannt gemacht. 
































Ueber trigonometrische Reihen. 


: Von Cantor in Hattie a. d. 58. 


Im 72. Bande des Journals fiir die reine und angewandte 
Mathematik leite ich einen Satz her, welcher zum Gegenstande hat 
das Unendlichkleinwerden der Coefficienten trigonometrischer Reihen 
unter gewissen Voraussetzungen. Ich michte eine Darstellung des 
dazu erforderlichen Beweises geben, welche vielleicht in Bezug auf 
) Uebersichtlichkeit und Einfachheit nichts zu wiinschen iibrig lassen 
t wird. In der Reihe der Siitze, welche ich im Folgenden ableiten werde, 
ist es der letzte, um den es sich hier handelt, wihrend die iibrigen 
als Hiilfssiitze auftreteu. 
I. Ist x, %,..+ Hn, ... eine gegebene unendliche Reihe ganzer 
positiver Zahlen, welche nur an die Bedingungen gebunden ist, dass: 
SePhty, & ORS, > P— dnt, «0s 
wo k > 1 ist, so giebt es Zahlengrissen Q, welche eine solche Beziechung 
zur Zahlenreihe x,, %,,--- + haben, dass das Product x,Q sich von einer 
. ungeraden ganzen Zahl 2y, + 1 um eine Grosse ©, unterscheidet, welche 
unendlieh klein wird, wenn man n ins Unendliche wachsen lisst, und 
zwar kann die Zahlengrisse Q innerhalb eines willkiihrlich vorgegebenen 
Intervalles (« . . B) gefunden werden.“ 
Beweis: Ich will die Grésse des Intervalles (@ .. 6) mit i be- 
zeichnen und dasselbe im Positiven voraussetzen, was erlaubt ist, da, 
wenn eine Zahlengrésse Q die be- 
. ae 2 ~~ Ss eo B hauptete Eigenschaft hat, auch . 
—Q dieselbe Eigenschaft behiilt, 


i ; : 
| wenn nur statt 2y, + 1 die Zahl — (2y, + 1) genommen wird. Man 
1 ° . ° ° ° ° . ge . 
4 theile das Intervall in drei gleiche Theile; seien y und 6 die Theilpunkte, 
“ " é 
4 so dass: ay= yd = bf =—- 
e b Sei x, die erste der Zahlen x,, welche groésser ist, als die grésste 
r ‘ - 3 6 
der beiden Gréssen - - und —- 

r (k— 1)? ¢ 

Wir nehmen die ungerade Zahl 2y, + 1 so an, dass der Bruch 





2y,+1 


by 


in das Intervall yd fallt; dies ist méglich, weil z, > * ; als- 
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dann denken wir uns die ungeraden Zahlen 2 y, + ;-++-1, 2y,42-+1,....... 
so bestimmt, dass: 


2 1 — (2y, 1) 2! <4 
2441+ (2y, + 1) - - 


(A) 
(2y41-+ 1 — ye + 1) Bt) <1, 
n 

Ich fiige noch hinzu, dass, wenn hierbei irgend wo eine Zweideutig- 
keit fitr die Zahl 2y, + 1 eintreten sollte, stets die kleinere Zahl ge- 
nommen werden soll; alsdann ist durch das Bedingungssystem (A) eine 
Reihe ungerader Zahlen 2y, + 1, von » =v an, eindeutig definirt; 
fiir kleinere Werthe von » setze man der Gleichformigkeit wegen fiir 
2y, + 1 irgend welche ungerade Zahlen fest. 

Die Zahlen x, und y, bestimmen nun eine unendliche Reihe von 
Briichen : 


(A) 2y¥,+ 1 242+ 1 


. ? 
ar 


Hy x 


- 
= 


welche sich mit wachsendem » einer bestimmten Grenze Q niihern; denn 
, : , ~_ 1 
wegen des Bedingungssystems (A) und da die Reihe sce = 
= “y+ 
convergent ist, sieht man leicht, dass die Differenz: 
295 +m +1 2y, +1 
Tatem Hn 
unendlich klein wird, wenn, was auch m sei, » unendlich gross wird. 
Aus (A) ergiebt sich nun, wenn » > », fiir Q die Relation: i 


2y, +1 
ek ae | ee Fae Sere 
n a+ a+2 

oder : 

EE Se ee ee les ee , 

Laat Ly 
es ist aber: 
Ly - 1 xy 1 1 
Tn+t —_— “n+2 

Daraus folgt: 


¢ ioe SD 1 1 
(2x, — 2y, —1)< pt petit pest 
und umsomehr: 
B _— = 
(B) (22, — 29. —1)< i 


Hieraus ersieht man, dass, da k > 1, die Differenz 0, = x,Q — 2y, — 1 
mit wachsendem » unendlich klein wird, und es ist somit der erste 
Theil des Satzes bewiesen. 


*) Unter (z) verstehe ich immer den absoluten Werth der Grasse 2. 
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Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die hier gefundene Zahlen- 
grésse Q im Intervalle («.. 6) liegt; dies ergiebt sich aus (B), wenn 
man darin » = vy setzt; man hat: 
2y,+1 1 
‘ Pp... as. 
(2 wv, ) < vy (k” — 1) 


und umsomehr: 
2y,+1 1 
q— ** ) = 3 
he ( wy % Ly (k—1) 


) Ks war aber 2, so angenommen, dass: . ) 
e wy, (« — 


‘ (C) (2 — = ') ea. 


< : ; man hat also: 


3 

2y,+1 ,. ; : 

" Der Bruch ~~ liegt, wie zu Anfang festgesetzt wurde, im Inter- 
valle (y .. 0); die Grésse Q liegt also wegen (C) jedenfalls im Inter- 
valle (@ . . B). 


Il. ,, dst eine unendliche Grissenreihe: 


Cy Gey o00 ey Wig Ses 


°° so beschaffen, dass man aus jeder in ihr enthaltenen unendlichen Rethe: 
* Cr Onysrey yy ney 
eine neue Grissenreihe: 
a wee se arr 
Mh Me #,, 

d. wa sd , 
ausheben kann, deren Glieder c, mit wachsendem n unendlich klein 
n 
werden, so werden auch dic Glieder c, der urspriinglichen Reihe mit 

wachsendem n unendlich klein.“ 

Beweis. Ist ¢ eine beliebig angenommene positive Grosse, so ist 
die Anzahl der Glieder in der Reihe c,, welche ibrem absoluten Betrage 
nach grésser als ¢ sind, endlich; denn wiirde sie unendlich sein, so 
hiitte man eine in der ersten enthaltene unendliche Reihe c¢, , deren 

n 


Glieder siimmtlich geésser wiiren als ¢, aus welcher sich daher keine 
Groéssenreihe ¢, ausheben liesse, deren Glieder mit wachsendem n 
“ 
n 


unendlich klein wiirden. 

Wenn aber in einer Reihe c, die Anzahl der Glieder, welche 
grésser als eine willkiirlich angenommene Grosse « sind, endlich ist, 
so heisst dies nichts anders als, dass lim c, = 0 fiir n = oo. 

«ll 


oe . . a . . 
: Ill. ,, Wenn fiir jeden Werth von x zwischen 0 und — (wo 7% cine 
Ste 2 


belielige positive Grosse ist): 
lim ¢, sin na =O, so ist: 
lim ¢c, == 0.“ 
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Beweis. Sei c, irgend eine in der Reihe ¢, enthaltene unendliche 
n 


Reihe; dann will ich zeigen, dass sich aus der Reihe ¢, eine neue 
n 


Reihe ¢, ausheben liisst, so dass lim ¢, =O fiir » = o. 
Mn n 
Die Lteihe ¢, _ werde so aus c, gehoben, dass, bei irgend einer 
“ n 
n 


festgenommenen Zahl k > 1, stets: 


(1) My Shh yy 


n—l1 
Kine soleche Aushebung ist immer mdglich. 

Man bestimme nun nach I. eine Zahlengrésse Q im Intervalle 
(0 os <) so, dass: 

Qu, — (24 + 1) = O, 

mit wachsendem » unendlich klein wird, wobei y, eine ganze Zahl ist. 

Die Zahlengrésse Q' = Q° (wo unter a die Verhiiltnisszahl des 
Umfangs zum Durchmesser beim Kreise ist), liegt alsdann im Inter- 


valle (0 og *) und es wird: 
(2) Qu — Fm +1 =O, 


mit wachsendem » unendlich klein. 
Wenden wir nun die Voraussetzung, welche dem Satze zu Grunde 
liegt (dass nimlich: 
lim ¢, sin nx =O 


fiir jeden Werth von x im Intervalle (0 + ‘)), auf den Fall a = Q’ 


an, so hat man: 
lim ¢, sin nQ = 0 
und daher auch: 
lime, sin vy, QM = 0 fiir n = oo. 

M, n 

Wegen (2) kann man hier sin y, Q' durch +- cos 0’, ersetzen und man 
n 

hat also: 
(3) lime, cos 0), — 0 fiir n — oo. 

Fy 
Da nun aber 0), mit wachsendem » unendlich klein wird, so folgt 


ohne Weiteres aus (3): 
lim c, = 0 fiir n = oo. 
HK, 


Mit Zuhiilfenahme des Satzes II. schliesst man nun, dass: 
lim ¢, = 0 fiir n = ow. 
IV. ,, Wenn fii jeden reellen Werth von x zwischen. gegebenen 
Grenzen a..B die Bedingung erfiillt ist: 
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lim (a, sinnaz + b, cos nx) = 0, 
so ist sowohl lim a, = 0, wie lim b, = 0.“ 
Beweis. Sei y der in der Mitte 
0 pa B ' awischen « ..£B gelegene Werth; 
die Griésse des Intervalles will ich 
hier wieder i nennen. Setzen wir: 


| | 


a, cos ny — b, sin ny = Cy 

a, sin ny + b, cos ny =d, so ist: 

Gy, = C, cos ny + d, sin ny 

b, = — ¢, sin ny + d, cos ny. 
Wenn wir nun zeigen kénnten, dass lim ¢, = 0, lim d, = 0, so wiirde 
daraus folgen, dass lim a, = 0, limb, =0. Es ist aber wegen der 


Voraussetzung, welche dem Satze zu Grunde liegt, wenn man sie auf 
x= y anwendet: 


lim d, = 0 
und es verbleibt daher nur noch zu beweisen, dass lim ¢, = 0. 
Dies geschieht auf folgende Weise. 
Man hat fiir jeden positiven Werth von « < ~ die beiden Rela- 
tionen: : 
lim (a, sin n(y + x) + b, cos n(y + 2)) =0 
lim (a, sin n (y — a) + b, cos n(y — x)) =0, 
aus welchen durch Subtraction (wenn man ausserdem durch 2 dividirt) 


hervorgeht: 
lim ¢, sin nx = 0 fiir n = oo, 
. . “3° . a . 
wenn 2 irgend ein positiver Werth, kleiner als 9 ist. Wegen des 
Satzes II]. ist also: 
lime, =O. q. e. d. 


Berlin, den 21. April 1871. 








Zur Theorie der terniren cubischen Formen. 


Von S. GuNDELFINGER in TiBINGEN. 


Fiir die Theorie einer terniren cubischen Form / ist durch Ein- 
fiihrung der Conjugirten P; ein Dualismus begriindet worden, der in 
ungleich einfacherer Weise als das aus der Geometrie bekannte Princip 
der Reciprocitiit gestattet, von jedem Satze in Punktcoordinaten sofort 
zu einem entsprechenden in Liniencoordinaten iiberzugehen. Dieser 
Dualismus ist jedoch nur danu endgiltig hergestellt, wenn siimmtliche 
FKormen eines vollstindigen Systems von /, wie z. B. des von Gordan 
Bd. I. dieser Annalen 8. 90—121 gegebenen, fiir P; oder allgemeiner 
fir xP, — AR, als cubische Grundfunction gebildet sind. Ich habe 
mich daher dieser Arbeit unterzogen, und theile im Folgenden die 
Ergebnisse derselben’ mit. 

Die hierher gehérigen, von Aronhold in Borchardt’s Journal 
Bd. 55, 8. 199 ohne Beweis aufgestellten Formeln habe ich bereits 
an anderer Stelle*) entwickelt. Des Zusammenhangs wegen ist diese 
Entwickelung hier (§ 2.) in vereinfachter Weise wiedergegeben. 

In den beiden letzten Paragraphen wird im Anschluss an das 
Vorhergehende das Néthigste iiber das Formensystem der Function 
kS, — 7; wud iiber die Auffindung von Relationen zwischen den Co- 
varianten u. s. w. von f gesagt werden. 


§ 1. 
Definitionen. 


Wir definiren zuniichst das vollstindige System der Fundamental- 
function f, wie es dieser Abhandlung zu Grunde gelegt ist. Die 34 
Formen desselben, theils mit den von Gordan gewiihlten identisch, 
theils méglichst einfache Combinationen derselben sind die folgenden.**) 


*) Habilitationsschrift: Zur Theorie des simultanen Systems einer cubischen 
und einer biquadratischen biniiren Form. Stuttgart 1869. 

**) Die hier angewandte Bezeichnungsweise ist die Aronhold’sche mit den 
Modificationen, die Clebsch und Gordan in Bd. I. dieser Annalen, 8S. 156 ff. 
eingefiihrt haben. Auch der abgekiirzten Schreibweise der Differentialquotienten 
ist durchgehends dieselbe Bedeutung beizulegen, die sie am letzten Orte hat. 
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O' Ord. | Uy 2, + Unt, + Ut, = Uz; 
lv ,, f= (4,2 + a, %, + 4,%3)8 = az? = bz) = ---; 
ir 0 = a,b, (abu)?; 
3te B= r+ 20 of 8 
” — = ta, om UW, A=62+fyhylys = «,', 
S; = (abe) (abu) (acu) (beu) = u,3; 
Ate N= 324 90 ae Ms 5 H=a,a,(aau)?, Sia, 
I’ = (abu)* (edu)? (beu) (adu) ; 
: Pee 000A a 
Bie, | Bm D+F oe wy, L=42e? 24_ sru,, 
os 
ae 22s. fe T,; = a,b, (abu)? = up: 
| $ Oa; Ou; fx) f ( ) a) 
—_ oL a OL’ 
oe, |E= 2+ 2 fy, Z— 2+ 55 je") 
| K = afr (aBuyt, T= tas; 
| os yay ‘ ‘ 
e ; ’ t oF — a] oK of 
tw f+ Fu, ou, 79 B= 2+ da, da, U3) 


,0H 04 
| M= 27) be, —2(2Tf — Sd) uz, 


ge - ae 


ee eT, 





‘ | = $255, Ou; — i aie 
Sw, rosa ihe. Wa izd fd 5 
= 245% ja, ts t ANU, 
at v= — 422 ae ea aa 
| ge - E+ Fb us, Et Fl oF my, ditideds: Bez si 
pte, |e eG Iw, Ze Bt a Oy; 
i 2 ee ips en Ms 3 


In dees Tafel s sind die aiid von Clebsch und Gordan in der 
eben citirten Arbeit (siehe Anm. auf voriger Seite) angewandten Be- 
nennungen vollstiindig beibehalten. Von den Formen B, B’, B’, B”, 
sowie Z, Z, Z” und E, E’, E” wird spiiter gezeigt werden, dass sie 
folgende Gleichungen befriedigen: 

Byy-as = *#°B— 3x?AB’+ 3 x A?7B"— 238” 
Exs;—aa = G (xd) (2 E — 2 xAE'+ A2E”) 
Zus—ad = G (ud) (x? Z— 2nAZ'+ AZ"). 


Mathematische Annalen IV, 10 
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Fiir die vier noch iibrigen Formen 
,, Of dy» +1 0A dy OS; oF oT; oF 
2+ oz, da, “3? 2+ iz, Ox, , Seay Ou, OUy und 2+ OU, OUs v3 
besondere Zeichen zu wihlen, lag kein Bediirfniss vor. 


z § 2. 

Bildung von S, 7, S,;, 7;, A, P; und R, fiir x P;— AR, 

als Grundform. 

Als Ausgangspunkt fiir simmtliche aufzustellende Bildungen die- 
nen uns die von Aronhold (Borchardt’s Journal, Band 55, S. 188) 
bewiesenen Gleichungen: 

(1) Ap = C'S, = C (TP; — SR) 

(2) Sp=K.A, 

worin C und K constante, nur von den Coefficienten der Form f ab- 
hangige Factoren bedeuten. 

Aus der Formel (2) ergiebt sich leicht bis auf einen Zahlenfactor 
der Werth von S,. Ist nimlich x eine beliebige Invariante der Form 


f und von der Ordnung y in den Coefficienten derselben, so bestehen 
(Borchardt’s Journal, Bd. 73, 8. 178) die beiden Beziehungen: 


, On 1 (O8 
(3) GRy=6R.2! is, tem 2 Day, bean ' f—V%pd 
= 9 (4p) -f—vm-A4, 


Otep —ar Olen — ir 
(B.) 6 Ryer—an = — (= a + Beat) 
Halt man die Formel (3) fiir y= S mit - zusammen, so sieht 
x ? 
man, dass 8(S,) =0 
? 


und dass daher S, bis auf einen numerischen Factor «@ gleich einer 
Potenz von F ist, d. h. dass 


(4) S, = aR. 
Indem man in dieser Gleichung f durch xf— AA, also P; durch 
G? (xd) (xP; — AR,) u. s. w. ersetzt, bekommt man 


(4,) Sep —ar = &@ RG (xd), 
und hieraus mit Riicksicht auf (3) und (3,): 
(5) Sp= — aR?A**), 





*) Wie oben bemerkt, gebrauchen wir die Bezeichnungsweise von Clebsch 
und Gordan; man hat deshalb, um von Aronhold’schen Formeln zu den un- 
serigen iiberzugehen, in den érsteren a durch x, 6 durch —4, RK durch — # 
und R, durch — k, zu ersetzen. 





**) Man erinnere sich, dass S, = 32! Uy, U, U,. 


os 
O4y ay 
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(5x) Sxp—ar = — aR? (AG, (xd) + £G, (xd). 


Um den Factor C in (1) zu bestimmen, stellen wir folgende Er- 
wiigungen an. Bedeutet  irgend eine Form von f und von der m'" 
Ordnung in den Coefficienten, so wird (dq)p erhalten, wenn man in 


=! ms bea, an Stelle von ay2,:Px2, und somit nach (1) an Stelle 
way 
von bein: C(T pea, — Sre2,) treten liisst. Man hat demnach: 
. Opp Opp 
—_, 1 — gz! —- + 
6) (69)p—= 0 (72! dpe, Pein — SEI GPF ren) 


= C (mT 9p — Sd (gp). 
Fiir 9g = A folgt hieraus mit Beziehung auf den Werth von S,: 
3 ah P; = — C[(3 RC — STOC) P, — 8d0CR,, 
oder durch Vergleichung der Coefficienten von P; und Ry auf beiden 
Seiten : 
éC=0 ud C=(4+/—a)R. 
Bezeichnen wir in diesem Ausdruck von C die Wurzel /— a, mit 


dem richtigen Vorzeichen versehen, kurz durch £, so nimmt jetzt (1) 
diese Gestalt an: 


-(7) Ap = BR(TP, — SR, = — 2 BS,, 
da der noch unbestimmte Zahlenfactor 6 durch die specielle Annahme 
f= 2,3 + 2,3 + 2,3 ohne Miihe gleich — 2 (und beiliufig auch 
a = — f == — 4) gefunden wird. 

Durch den Uebergang von f zu xf — AA erhilt man aus der 
letzten Formel (7) die allgemeinere: 
(72) Axp—arn = — 2 R(R,.S, (xd) + P,S, (xA)). 

In derselben Weise, in der wir aus dem Werthe von A> fiir irgend 
eine Form g von der Ordnung m in den Coefficienten die Relation 


(8) (O9)e = — 2 R(mT gr — 88 (yr) 
abgeleitet haben, folgt aus dem Ausdruck von A, p—ir: 


09, p— : OD, p— 3 
(8,) (89)xr-az=2R ( PaP—AR g (yg) CPeP—aR gy (x4)) ; 


oa On 
Fiir g = S erhilt man nach dieser Gleichung: 
(9) Trp —ar = — 8 RT (xd), 
und hieraus nach (3,) sofort: 
(10) T,p—an = 8 RB? (AT, (xa) + fT, (HA)). 


Aus den nunmehr bekannten Werthen von S,»~2,, T'xp—ar ete. 
findet man alsdann: 


10* 
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(11) P,p-ar = , ae Sy p—ar — Sep—ar T.p—ar 
= 32 R°{G (xd) (AT, (xd) + fT, («A)) 
— T (A) (AG, (#4) + £G, (d))} *) 


32 RS (G, (x) T, (xd) — G, (A) T, (xA)) (xf — AA) 
= — 32 R®°S* (xd) (xf — Ad). 
Mit Riicksicht auf diese Formel folgt nach der Gleichung (8,) 
fiir » = P, die weitere: 
(12) Ry p— in = 64 B'S? (A) (8, (x) A + S, («A)/) .*) 
Der letzte Ausdruck konnte auch noch in anderer Weise abge- 
leitet werden. Es ist nimlich: 


(13) Rep_arn = Sep —ar — Trp —ar = — 64 RS (@ (xd) R + T? (xd) 
= — 64 RS3 (xd). 

Mit Beziehung anf diese Gleichung wire dann aus (3,) fiir y= R 
sofort wieder (12) hervorgegangen. 





- 


§ 3. 
Vorbereitende Formeln. 
Wir werden im Folgenden iusserst hiiufig ein System von Hiilfs- 
formeln néthig haben, das wir hicr im Voraus zusammenstellen, um 
nachher den Gang der Untersuchung nicht unterbrechen zu miissen. 


Wenn 9 irgend eine Form der Grundfunction { von der Ordnung i (9) 
m in den Coefficienten bedeutet und : 


1) oy-24 = 9(ed) =a —mer—tag’ + (Aetaty—(Sarnatg + | 
gesetzt wird, so ist (Borchardt’s Journal, Bd. 73, 8. 175): 
Pus—aa = Pp (*A) = —, (xd) G, (xd) — Gp, (uA) G, (A), 

P(A) = Py, (HA) G,? (4A) — 2 qyy (x4) G, (4A) Gy (HA) + yy (4 A) G,? (xd) 

(2) (#4) = Mis (44) G (44) — 3 Py 42 (HA) G? (4A) G, (HA) 

+ 3 P29 Onn * (xd) G, es — Pry (%A) G,? (x), 


(8) 


een ee 


" ies Fensiincaw QP an. ¢ 0" (x a) she. deal oe ssmniehdelhignien 





*) Fiir — drei biniire Formen u, v, w von x und 4d besteht die evidente 
Gleichung: 
(Uy Vg — Ugl;) W = (U, Wy — UgW;) V — (V,W, — VQW,) U. 
Aus der Annahme vu = xf — 1A, v= G@ (xd), w= T' (x4) folgt unmittelbar 
die oben benutzte Relation. 
**) Demnach ist in dem Ausdrucke von R,»_ ap, der Bd. I. dieser Annalen, 
8. 83 angegeben ist, statt des numerischen Factors 8 die Zahl 16 zu setzen. 
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Umgestaltungen fiihig. Da fiir irgend zwei biniire Formen v und w 
von * und A die Gleichung bestéht: 


(3) 04402? — 2 490, Wy + Vq_ Wy? = — V (Wy, Wop — Wy”) + w [w, v]?,*) 
so bekommt man fiir w= G (xd) und v = g (xA): 
(4) p” (x4) — S (xd) p (42) = G (xd) [G (xd), p(x). 
Da ferner irgend drei binire Formen u, v, w durch die Identitit ver- 
bunden sind: 
(5) (U,V, — U0) W = v (u,W, — U,W,) — w(v,W, — ¥,%), 
so folgt fiir 
u= 8S (xd), v=G (xd), w= (xd): 

(6) L (ud) @ (ed) — S (xd) (wd) = G (xd) [S (xd),  (xA)]. 

Ersetzt man in der Formel 
| (7) -2[u, v] [w, vo] =u ([v, w)|?v — [v, v]?) —v ([u, w)?v — [u, v]?w) oF) 
wu durch S(xd), v durch G (xd) und w durch g(x), und bedenkt, 
| dass durch diese Substitution (w, v)* identisch verschwindet, so folgt 





2 T'(xd) p (ud) = S (xd) [p (ed), G (x d)]? 
+ S? (xd) p (4d) — G? (A) [S (xd), p (xA)], 
- und hieraus mit Riicksicht auf (4): 
(8) S2(xA) @ (%) —2 7 (A) g (xd) + S(xA) @ (wd) — G2(ud) [S(xA), @ (eA). 
Substitnirt man dagegen in (7) 7'(xA) fiir uw, G(x) fiir v und 
gy (x4) fiir w, so erhalt man: 
(9) 1 (xd) (xd) —2S? (wd) (A) + S(xA) L(x) (A) —G2 (wd) [T (xed), op (WA). 


aaa te 


“ar 


Um zu einer Umformung fiir xA) zu gelangen, wenden wir 
D3 5 D5 ? 


+ .. die fiir zwei beliebige biniire Formen « und v bestehende Relation an: 
(10) Dy44 Uy® — B Oj p9 Uy? Uy EB Vy91 Uy? — Vy9%h? | 
= [v, uu? + 2u[A, vo] —[v, u] A***), 
(xa) | *) Wir werden im Folgenden hiiufig von der Bezeichnungsweise Gordan’s 


Gebrauch machen, wonach: 
V1; We — VW, = [v, w], V4, Woe — 2 Vig Wy + VoQWy, = [v, w]* etc. 
**) Bedeuten u, v, w und ¢ irgend vier biniire Formen von x und 4, so geht 
der Ausdrnck 2(u,0, — U,%) (Wit, — wet) vermége Ersetzung von wu; durch 
Uy, %-+ Uy, 4, von v; durch v, x + v,; 4 ete. tiber in: 





M1 Vn —# Wy typ — x* [u, w]? [w, ¢]? w &@ 
2 [u, v] [w, f] =| — 2 uy. —2yqQ —2ud| | Wy ty “uA | =| [v, w]* [v, f?o |, 
e Urg Vee — x? Wy by — a?) w t 0} 





*#) Diese Formel und die in (3) aufgestellte gehdren einem Systeme von Re- 
cursionsformeln an, das als eine Verallgemeinerung des von Clebsch in Bd. III. 
dieser Annalen, 8. 265 mitgetheilten zu betrachten ist, und das wie dieses ver- 
mittelst Principien abgeleitet werden kann, auf die ich an anderer Stelle zuriick- 
kommen werde. 



































(12) 


(2) 
(3) 
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in welcher «,,%.. — 4,” kurz mit A bezeichnet worden ist. Fiir 
v = g (xd) und u = G (x4) folgt hieraus unmittelbar: 


(11) yp (%4) — S (xd) [p (x4), G (xA)] 
= 2G (Ad) [p (xd), S(%d) + G* (xA)| [p (eA), G (xd), 

Alle diese Formeln haben wir einzeln abgeleitet, um folgendes 
allgemeine Theorem, das sie simmtlich als specielle Fille in sich ent- 
halt und iiberaus einfach bewiesen werden kann, in ein klareres Licht 
zu stellen: 

Die Formen [p (xd), G (x4) ]¥_ —— [p (xa), S (xA)]u_ ies 
und |@ (xd), T (x a)yr _, Tee gehen, gebildet fiir xf — AX als cubische 
Grundform, bezichungsweise iiber in G“~* (xd) [p (xd), G(x dj}, 
G" (xd) [p (#4), S (xd)! und G* (xd) [p (xd), T (xd); uw < 4 und 
v <6. 

~ Wenn nimlich irgend zwei simultane Covarianten in ihren Gra- 
den und Anfangsgliedern tibereinstimmen, so sind dieselben identisch.*) 
Beispielsweise sind 


{[p (4), i und [p (x4), T (xA)|" G(x) 


zwei solche gleichgradige simultane Covarianten von G(xA) und (A) 
mit denselben Anfangsgliedern, weshalb sie selbst miteinander zu- 
sammenfallen. 

Im Spiiteren wird namentlich noch der besondere Fall v = 3 zur 
Anwendung kommen, wonach 


T (xd) yp” (#2) — 3S? (xd) (xd) + 3S (xd) T (xd) (xd) — T? (xd) pp (xd) 


= — G (xd) [p (4), T(xA)}’. 


§ 4. 
Berechnung der Formen 0, H, K fiir «P;— 4R, als cubische 
Grundform. 
Nach der Definition von ©, H und K ist 
(1) O,;-24 = O (xd) = 2° O — 2xAH-+ AK, 


und daher nach § 3., 2: 
H (x2) = ©, (wd) Gy (xd) — O, (wd) G, (xa), 


K (% 2) = ©, (#4) Gy* (4) — 2 Oj, (4A) Gy (wd) Gy (A) + Oy» (% A) G,? (xd) 


= 0G,” (x4) + 2HG, (xd) G, (xd) + KG,? (x). 
*) Der Beweis, den Hermite in Crelle’s Journal Bd. 52, S. 7—8 fiir einen 


speciellen Fall gegeben, gilt offenbar allgemein fiir irgend welche simultane 
Systeme. 





eat ae 





) (xd) 


* (xa) 








an eaee sa 


neo 
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Um die Bildung dieser Formen fiir «P; — 4R, durchzufihren, 
erinnern wir an die zweite — von H durch die Gleichung: 


* Of 
(4) — 1252 aa, Suz 


Vermittelst mehrmaliger Anwendung des 0-Prozesses erhilt man 
aus dieser Formel successive = brgade 


ar, aa, 8 
(6) TO=7,2 it, a8 da, + g (H — Su,*), 
OS; BA 
(7) 80 = BRE gE + ez tt, Mn 


von denen die letzte durch Weghebung des Factors S bereits auf ihre 
einfachste Form gebracht worden ist. Ersetzt man in (7) und (5) f 
durch P;, so folgen aus ihnen wegen der Werthe von S,, Sp etc.: 


Zz 8 
(9) Or=—R(pors of _ 5 22404) — _ R(K— 580) 


Ou, Ox, dx, Ou, 


(10) Hp= 4$(60)p=— 2 R2(KT—2HS? + OST) (§ 2., 8) 


(11) Ke= 4R(K + 3586). 


Behufs des Uebergangs zu den Formeln fiir x P; — 4 R, als Grund- 
form lassen wir in den letzten Gleichungen xf — 4A an Stelle von f 
treten und erhalten dann nach (4) und (9) in § 3. fiir gy (x4) = O (xd): 


(92) Oxrp-an—= — R[O (xd), G (xa)? 
(10,.) Hye—zr—=—2 R? [0 (xd), T(xA)|? 
Kxp-ar= 4Rt{G (Ad) [O(%d), G(xd)|? + 458(xd) O(xA)} .*) 


§ 5. 
Betrachtung von F, vy, N, N’, 2, 11, L, M ete. 


Gerade wie eine neue Darstellungsweise von SO zum Werthe von 
Op fiihrte, so werden wir zur Bildung von Fp durch Aufstellung eines 
zweiten Ausdrucks fiir SF gelangen.**) Setzen wir symbolisch 
0 = O,”, so ist nach der Definition von F’: 
= (abu)? (au) (Obu). 
Multiplicirt man diese Gleichung mit 2S und ersetzt das sym- 
bolische Produkt 2S (Qau) (Obu) durch den Werth, welcher vermit- 


*) ees: Formeln sind zuerst ohne Beweis von Clebsch und Gordan in 
der schon 6fter citirten Abhandlung aufgestellt worden. 

**) Eine andere Ableitung von F’p und wp ist in § 7. meiner Habilitations- 
schrift gegeben. 
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telst Differentiation der Relation (7) in § 4. sich ergiebt, so be- 
kommt man: 
2S F = (abu)*u?¢ (cau) (chu) + (abu)? (aan) (abu) u,? «, . 
Das erste Glied auf der rechten Seite der letzten Formel liisst 
sich ersetzen durch 
4 (abu) (cau) (cebu) u? {(abu) G — (chu) a, + (cau) b.} 
= 4 (abu) (cau) (cbu) (abe) ud = 48,T;. 
Das zweite Glied ist gleich 
us’ (wan) (abu) (abu) {(abu)a, + (aau)b, + (aba) Us), 
d. h. gleich einer Summe, deren dritter Term mit S, 7; iibereinstimmt, 


wiihrend jeder der beiden ersten den Werth — (abu)? a,, b, u,? us, hat. 
Hiernach bekommt man fiir 2S F' die Formel: 


S; S, 
(1) 2SF = 45,7,—455-20 “ ? 


02,02,  ¥e Tan” 

Ersetzt man in dieser Gleichung wieder f durch P;, so ergiebt 
sich nach den Ausdriicken von Sp, Tp, Op und zz, as - i A, *) 
und nach der Definition von w die Relation: 

(2) 3 Fp = — 48? {Sp + 2(TL? —28°f4 + STf?)\, 


und hieraus vermége § 3., 9 fiir g (xd) = x?f? — 2xiAAf+ 2°A?: 


(2,) 3Fer—an—=—4 RP{S (xd) P+2 (Ty, (AO? 2 Ty, (A) AS + Typ (1 d)f?)}**) 


Indem man in (2) P; an Stelle von / treten lisst, erhilt man: 
(3) dp = 16R'S* {3 RF + (STS? — 28°S,T, + TT/)} = 16 RS, 
und somit auch: 
(32) tee -an= 16 R'S? (xd). 0, 
da ®,;~14 = OG! (xd). ***) 

In gleicher Weise, als » und F' (oder richtiger ) einander dua- 
listisch entsprechen, ist dies auch mit Q und TT, sowie mit N und N’ 


der Fall. Man findet unmittelbar nach der Definition der 4 letzteren 
Formen: 


*) Dieser letztere findet sich durch Darstellung in Determinantenform iden- 
tisch mit 74.4, = 2A (S*f— 3 TA). 

**) Aut diese Form lisst sich die Gleichung (IX) von Aronhold in Bor- 
chardt’s Journal Bd. 55, 8. 191, bringen; iibrigens ist in derselben durch einen 
Druckfehler auf der linken Seite der Factor G? ausgelassen. 

***) In Bd. I. dieser Annalen, S. 57, Z. 1 v. u. ist also 6RF durch 3RF zu 
ersetzen, indem 3¢F nicht den Werth 2 S,?, sondern 4 S,? besitzt. Demnach ist 
auch an Stelle des von Aronhold auf Seite 187 seiner Abhandlung gegebenen 
Ausdrucks fiir 3 F, f-aa der folgende zu schreiben: 


SF yy _p4 = 3G (ud) F—4 (08 + 272) 15,2 + 12:22 (x? + S22) S,T,— 1248 T,2. 

















wer 
po) 
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Np=— 2RSN’ 
A Ne= 32 R9°N 
(4) Q—= WRIST 


TIp = — 148 R7SQ 


und indem man hierin xf — 2A an Stelle von / setzt: 


Nep-arn=— 2RS(xda)N’, 
Ny p—ir = 32 R'S?(xd) N, 
(4s) Qer-an— 96 RUS(xa)T1, 
The p—ar = — 198 RS (HA). 
Wenn auch nicht selbst Combinanten, so doch enge mit solchen 


zusammenhiingend sind die Formen ZL, L’, M, M’ und + of oe 39 
1 2 
dA ew ar . , OT; aF 
ys > 5 Fa, U3? E+ 52 Du, 73 und 2+ Du, du, %? deren Behand- 


lung deshalh hier angeschlossen werden moge. 


Auf dem Wege, der von Clebsch und Gordan auf Seite 85 in 
Bd. I. dieser Annalen angegeben ist, erhilt man: 


Loum — 9ak, 


©) y,— 2TRIp+16KSM' = — 16R'S(TL— SM. 


Indem wir in diesen beiden Formeln P, an die Stelle von f treten 
lassen, ergiebt sich weiter: 
Lp = 4 BSL 
Mp=8 R'S(TL— SM). 
Durch den bekannten Uebergang von f zu xf—AA bekommt man 
aus (5) und (6) nach § 3. (6) die verallgemeinerten Formeln: 


(6) 


Ler_in—=— 8 RS (xd) (2 L'— 1M’) 

0) Myr—-an— 16 B'S (xd) (S, (xd) M’+ S, (wa) L’) 
6) Tato ASL — AM) 

' Lp—an—— 8 RS (xd) (S, (A) M+ S; (xA) L). 


d ' : ’ : os " 
Nicht minder leicht ist die Bildung von XY + 5 f — “s 
— OU, OU, 
., Of ow 

z+ dx, da, “3 etc. 

Mit Beriicksichtigung der obigen Werthe fiir Sp und F’p findet 
man : . 

, 0 tf or > 7 oA Ow > . 

(7) (= rs F x5) ——16R'S(2+4 24  u, —6N(TY—SA)), 


Om Cu, 3); 


und hieraus nach § 2. (8), da 
as, oT 
(240 ee m%) = 8 E452 oF, 


— OU OU, * 


— Ou, Oty 








(8) (z+ 
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acd des Uebergangs von f zu xf — AA erhalten wir: 


OS; aF af aw 
(7s) (z+ ee 0 Us ty) pag — 1ORES (x2) {@, ("4) 2 + oe om, % 3 
oA ow 


+ G, (ud) B+ 5° Fu, + 6 N(AS, (xa) + fS, («d))}. 


re. oF Se 
8.) (2 + 5292s)... ia — 32 BS (xa) {F T, (xa) + Z i Ms 


J A . 7. 
+ 2, (#a) E+ < eeu 3 — 6 RG (xd) (xf — 2A) NS. 
Aus den Werthen von %,p—ar und A,yp—a ar folgen endlich un- 


mittelbar die den letzten Formeln dualistisch gegeniiberstehenden : 


of aw 
(9) (24 ~ 3 oa, 0%, ts) aR 
OP, ao 7 OD 
f ‘ 
= 16 RS? (x) fe B+ 7 a — az+? , ta 7 
y ; 0A ow 
(10) (2+ Fe, OX, Oa, rn a). AR 
OR, ao OP; oo 
—= — 32 RS? (A) {8, (wa) B+ Fue ae te +S, (HA EHF! ZO x}. 
worin man die Zwischenformen rechter Hand leicht durch solche des 
vollstiindigen Systems — allerdings auf Kosten der Eleganz und Sym- 
metrie — ausdriicken kénnte. 
§ 6. 


Ueber die Formen B®. 
Der Definition von B gemiiss ist: 
Bej—a4 = B (xd) = B— wtA(2B 4 E+ LO OO 
OH @A 
+ x2(2 4 im u; +B’) — 238”. 
Von der hier auftretenden Functionaldeterminante 2 -+- - ° om 
vg 


lisst sich leicht zejgen, dass sie mit B’ identisch ist. Man hat: 


Wy ote +5 en tf x, U3 = 3 az (abu) (anu) b,? + 3a,b,? (abu) (aau)’. 


Us 


Us 


Weleda man an den Factor (abu) a, im ersten Terme der rech- 
ten Seite die bekannte Grundidentitiat fiir symbolische Rechnung an, 
so bekommt man, da jedes symbolische Produkt mit einem Factor von 
der Form n (aew) (aav) (aw) identisch verschwindet *): 





*) Da (aau)? =0, so folgt durch wiederholte Differentiation, dass fiir be- 
liebige u;, v; und w,; auch (aeu) (aav) (aww) = 0. 





5a or ,) —aens{ rE + 74 & 2%, — S24 Pf ey, 4 6RfN} 








a ne 











Ba | 


(ae 
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B’= 6 a,b," (abu) (acu)? = 6a, bz (abu) (aau)- {bau)a, + (abu)a, + (aab)uz}. 


Das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung andert durch 
die Vertauschung von a mit b sein Zeichen, verschwindet also; das 
+ £° == a 





RENY 

























‘ zweite Glied stimmt mit 2 x, 3 iiberein, und das dritte ist 


wieder Null, da 
(ab) (aau) (abu) bz a, = (aab) (anu) bz {(abu) az + (aau)b, + (aba)uz}, 
5 d. h. gleich einer Summe, deren siimmtliche Terme verschwinden, der 
erste, weil er bei der Vertauschung von a mit b sein Zeichen dndert, 
die beiden letzten, weil ein jeder derselben einen Factor von der Form 
(awu)? (a@v) enthilt. Aus der so erwiesenen Gleichung 


(1) Be Et TF on eZ Ga, bey 
folgt vermittelst des 0-Prozesses: 

aK oe aa 

(2) Bi= 2+ 5g, | Oat z+55 da, "3? 

und der Werth von B pa pind ene folgende Gestalt an: 
(3) B (xd) = x°B — 3 #2 AB’+ 3 xd?B"— A5B”. 


Die Ausdriicke By;_34 = B’(x4), B’(xA) und B” (xd) stehen also 

zu B(x4) in demselben Verhiiltnisse, wie die Functionen gq’ (x 4), 

py’ (xd) und p’”’ (xd) zu m (xd) in § 3., (2). Indem man die B® auch 

fiir die Grundform xP; — 4R,*zu berechnen sucht, gelangt man zu 
oS; eT, 

Ausdriicken wie 2 -+- = z+ = = ‘x, etc., die also vorher 


x £, 
Ou, Ou, *? — Ou, Oe 
zu untersuchen sind. 





Da fiir beliebige v;: . 
| if fia fs % 
| , . , 
. (4) zie cans? | fog ire hrs Vo 
| fxr foe fs %% 

| , % tt, O | 

so ist speciell: 


eter as as, 
fi fie hs ed <a du, vy 
oS, os 
S, | Sy 
z+ ke a4, sae ie fa tre fas us tt, — du, "3 
Uy, OUs 3 s, a5, | 
| fa fee fs ns ieee Fa, * 
| Uy UW, Us 0 


Entwickelt man die Determinante rechts nach den Elementen der 
letzten Horizontalreihe, so zeigt sich u, multiplicirt in die Produkte 
aus den einzelnen Determinanten der unvollstindigen Systeme: 











8S. GuypE.FINGeER. 














° as, aS, a8. 

fi,eti fe,eti fo, 241 Fee Fae Tee 

fi, x42 fa, x42 fs, x42 %, Ly Le 
und man hat also: 

| oe 5 OS 5 5 OF 

. a9 aS, 4 ma “Fa “ta” 
2 a—- ~- X= 
(5) — 0u, Ow, 3 h h h 


=2B’ [§ 4, ()]. 
In ganz derselben Weise folgt nach (4): 


ar aq, . 
Vay, fa Vay fa Za lis 
fi h fs 


uy Uy Us 
= SB+ B” [§ 4., (5) und (7)}. 
Durch wiederholte Anwendung des 6-Prozesses erhilt man aus 
(5) und (6) mit Leichtigkeit die weitern Formeln: 
aH OS; 


7 ae OT, 
© 2tie, mm, 3 =4 


224 5h 2 2, —3SB +B 
Pa =+ ~ 2 at, = 3SB’— B’” 
2z4 a 2, = B”— SB’+ 47B 
E+ 0K Ot 5, — 4 TB 288". 


Die Bildung von Bp, B> ete. liisst sich nunmehr ohne Miihe aus- 
5 , 
fiihren. Es ist: 





. , OP; aK oP;30 
» = R{E+52 Fu te SEG! Fe ass 
= R(TB”—3S8?B’+3STB— T?B) — R°B, 
, 20 A 0) pr: ar , 
(8) B= (245° oo u,), = — 2B (B’— SB), 
B; = — 4R°Bp— 16 R'S (SB’— 2 TB’+ SB) 
By = 8% (B’— 3SB)). 


Indem man in diesen Gleichungen xf — 4A an Stelle von f treten 
lisst, gehen dieselben nach den Formeln des § 3. unmittelbar in die 
folgenden iiber: 


Beran = — R {[B(«a), T(x)’ + RB(«A)} 
Be p_ar = — 2R {G(xd)[B(xd), G(xd)}>+2[B(xd), S(xA)]} 
(8a) ) Byp_zar—= 4R'G(xd) {[B(xd), 7(xd)]> — RB(xd)} 


— 16 R'S(«d) [S(«d), B(xA)]? 
Brrp-an= 8 R* {G2(xA) [B(xd), G(xd)P— 27 (xd) B(xd)}. 








(3) E, 
(4) E, 
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§ 7. 


Betrachtung der Formen E® und 2Z©. 
Mit Riicksicht auf den bekannten Werth von Z,;_,4 hat man 
sofort: 
Exj—aa= G (xd) (WE — xa (E+ 24+ SO w) + are”. 
Da aber vermittelst der Formeln (1) ar ‘2 im vorigen Para- 
graphen leicht gezeigt wird, dass 


aM of _ aL a 
(1) E=2+ 02, ox,“ 2+ 02, - M3» 


so wird der Ausdruck von as 4 siniia 
(2) Exp—aa = G(xd) (x*E — 2nAE'+ A?2E”) = G(xd) E(x), 
woraus dann unmittelbar die weiteren fliessen: 


(3) Exp—aa = G(xA) {E, (4d) G@, (x4) — E, (#A) G(x A)) = G(x A) E’(x A). 
(4) Exp—2a = G (xd) {E,, (#4) G.? (4A) —2E,9(% 4) Gy (%A) G(x 4) + Ey. (xd) G,?(ma)} 


= G (xd) E”’ (xd). 

Mit diesem Systeme hingen aufs engste die Formeln fiir Z,p—ar, 
Z.p—ar ete. zusammen. Dieselben ergeben sich durch genauere Be- 
trachtung der Functionaldeterminanten , die aus der evidenten Zwischen- 
form u,, aus S, (oder Z;) und aus L (oder M) sich bilden lassen. 
Vermidge der Gleichungen (5)—(7) des vorigen Paragraphen findet man 
nach einer kleinen Rechnung: 


as, 
r r+ Fe =4E+4SNuz, 
(5) 
aL é?, ” ’ 
E+ 5, Du, , = fE"+4SE+4T7Nu,, 
und indem man auf diese Beziehungen den 0-Prozess anwendet? 
B+ OM ny = — FEF USE + 4 TN, 
(6) 
am eT, , 
+35 wd a, = — {SE+ TE+4S?Nu,?. 
Hiernach sind die Werthe von Zp, Zp ete. diese: 
= aL = 7 aL oT, 
2e— ams (rz 42225, — 524.9270 
(7) = — RS {SE” — 27+ S?E} 


= — 4h SE’*) 
2B — 4R°S (SE"— 2TE’+ SE) — 8 RS? (E”— SE). 
*) Man findet niimlich die beiden Ausdriicke: 


+ 2h 04,) __gems—™ psn 
OX, OX, “7P 3 
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Lisst man in diesem Sysiem xf — 4A an Stelle von f treten, so geht 

dasselbe mit Riicksicht auf (8) in § 3. fir 

Sher in: g (xd) = E(xA), p’ (xd) = E'(xA) ete. 

Z.p—ar = — RS(xA) (E(x), S(xd)]’, 

(74) {Zer—az = — 4 RS(xd) [E (xd), G(xA)], 
Zip—an = — 4 R°S(xA) {G(xA)[E(%A), S(xA)]2—2S(x)[E(xd), G(x a)}?}. 

Die Formeln fiir E,xp_ar, Exp—ag ete. erhailt man durch den be- 

kannten Uebergang von f zu P;. Wir schicken zuniichst die Werthe 

von Zys—aa, Zee—aaz ete. voraus, die sich wegen 


2+ oa tt, = T+ om a us — } N’u, (vgl. Anm. auf dieser Seite) 


folgendermassen gestalten: 
Zup—a4 = G (xd) (x? Z — 2xAZ + A°Z") = G (xd) Z(xd) 
(8) Zes—aa = G(xA) (Z, (4A) G,(%) — Z, (xd) G,(%d)) = GA) Z' (HA) 
Zi j—aa = G (xd) (ZG,7%(xA)4+-2Z'G,(" A) G (A) +-Z” G,2(% A) = G(%d)Z" (x). 
Lisst man jetzt in den Ausdriicken fiir 


+ oho af 


— vgl. (5) und (6) — i an : Stelle von tf in » so ergiebt sich: 
{E> + 45S, Ep = — 64 RS (TZ— S*Z) 
—fEr+3S,Ep=— 64R°S (SZ"—T7Z). 

Durch Auflésung dieser Gleichungen nach Ep und E?, und indem 
man iiberdiess in der zweiten Formel des Systemes (7) f durch P; er- 
setzt, folgt endlich: 

Ep = — 16 RS (SZ"— 2T7Z + SZ) 

(8) Ep = — 64 R°SZ 
E{—= 64R°S (SZ’— 272+ S*Z) — 128 RS? (Z’— SZ), 





























oder verallgemeinert: i | 

E,p—_ar = — 16 R*S(xA) |Z(%A), S(xA)]? ' ) 
(8, ) Exe _ar = — 64° S(%d) [Z(xA), G(xA)| 
“par G4R°S(xd) {G(xA) [Z (uA), S(xd)]}?— 2S(HA) (Zed, Gxd]?}. 
ae aM’ of 
(z+ Tar To ts) , = — 4ER'S += 2 R6S2N 
aaanias aL’ da aM’ _ 64 
(z z+ Qa, 28, ws) = —(2+ wu ws RS2N. 
Ersetzt man hierin f durch P, » 80 a 





’ of a 
z+ Den, Ja,“ wee Us — o Nu, oder 


= Os 















I} 


(xd). 


AP}. 











Zur Theorie der terniiren cubischen Formen. 


§ 8. 


Ueber das Formensystem der Contravariante 4S, — 1T;. 


Die in den friiheren Paragraphen gefundenen Resultate lassen sich 
leicht auf den Fall tibertragen, wenn an Stelle von xP;— AR, die 
zugehorige Form kS;— 17; zu Grunde gelegt wird*). 

Da 

xP; — AR, = (xT — AS*) 8; — (xS — AT) T,, 
so braucht man bloss: 


(1) “aT—AéAS?=k xS—AT=1, 
oder aufgelést: 
(1,4) IT—kS=Ra lS? —kT= Rx 


zu setzen, um sofort aus einer Formel fiir py, p;_ary eine andere fiir 
Piss—ire ZU erhalten. Durch die linearen Substitutionen (1,) gehen 
G (x4), S(xa) und 7'(xA) in die folgenden Ausdriicke iiber: 


G (4d) = — jy {ht (LT? + 35%) — 1681. TS? + GE (S? + 37) 8 
— 8Pk. T(S + 72) +1 GT? — 8) $8} = — 4, Fk), 
S(«) = — fe {ht 38 — 481 T— 6RPS? + 12Pk. ST 
—U (8+ 37%} =— FX (kl), 


T (42) = fy {MT . (LT? — 989) + 6K (5 T? 4 35%) S 


— 15kP (3T? + 58°) TS + 20K (T? + TS*) T? 
— 3001 (5 T? + 28°) TS? + 6k (6T* + T?S + S)8 
+ 8 (6S' 7? — 8T* — 5S) T} =F, Tk). 

Ks lasst sich leicht beweisen, dass [ (kl) und T(k2) zu X (kl) in 
demselben Verhiiltnisse stehen, als S(x4) und 7'(x4) zu G(x). Nach 
dem Satze, dass durch eine lineare Transformation sich die Hesse’sche 
Determinante nur um das Quadrat des Substitutionsmodulus iindert, 
hat man niimlich**) 


pe LE 1 (HD) Eng (He) — E422 (KD) } = se Sys (HA) Syp (2) — 8,22 (2) 


Y 1 
= G (xd) = — FT), 
oder 


*) Vgl. Cayley in den Philosoph, Transact. Vol. 146 und 151. 
**) Die urspriingliche Function ist im vorliegenden Falle S(x4), die linear 


transformirte ~- HE X(kl), die Substitutionsdeterminante 2 . 
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(3) PRD) = — {21 (KD) E(k) — E.R} . 

Da ferner die Fundamentaldeterminante irgend zweier Formen von 
x und A sich durch die linearen Transformationen (1,) — abgesehen 
von dem Substitutionsmodul — reproducirt, so ist*) 


pe (21 (0) F, (0) — ¥, (Kl) F, (GD) = + (S,(4A)G (xd) —S,(xd) G (xA)) 


= jy T (xd) = x TKD, 

oder 
(4) T(kl) = 2, (Kl) 7,(kD) — 2, (kIT, (kd). 

Vermittelst der Formeln (2) ist die Bildung der Invarianten S, 
T, R, sowie simmtlicher in § 5. behandelter Combinanten fiir die 
Grundform kS, — 17; geleistet. Auch fiir die tibrigen Formen in § 2. 
und die meisten in § 5. ist die Uebertragung iiusserst einfach, wofern 
man nur von der eben erwihnten Kigenschaft der Functionaldeter- 
minanten Gebrauch macht, sich bei einer linearen Transformation 
bloss um den Modulus der Substitution zu indern. 

Beispielsweise haben wir zur Berechnung von Aj s;—;7,; nach § 2., (7.4) 


den Ausdruck P; — eee) + Rk, een durch die Substitutionen (1,) zu 
transformiren. Es it aber **) 
5 pee —'T) _ a (KS, ete 
~ R ok 


__ 1 fAS(na) O(*P,—AR, : O(«P, a) 
a oa Ox On 





und somit: 
(5) Arsy—iry = 2(2, (kl) Sy + 2, (KD) Ty). 

Bedeutend mehr Rechnung jedoch erfordert diese Methode der 
Uebertragung bei F, 9, H etc., iiberhaupt bei all den Formen g, deren 
@xrs—ary noch durch andere simultane Covarianten als durch Funda- 
mentaldeterminanten sich ausdriicken. 

Zur Bildung von Fis;—.77 wire z. B. die Transformation von 


A°T,,(%4) + 2APT,("d) + 1? Toy (HA) = (xf — 4M)*, Te d)P 
durch die Substitutionen (1,) néthig. Nach der Fundamentaleigen- 
schaft der Covarianten gelangt man hiedurch zu dem Ausdrucke 


Ty AO(TA—S*/)?+-2T,, (KI)(S&—T/)(TA—S*f)+-T(kI)\(SA—TP)?, 


*) Als die Originalformen sind S(x4) und G(x), als die linear transformirten 
1 1 

— he = (kl) und — Ri [(k)) zu betrachten. 
**) Die urspriinglichen Formen sind jetzt xP, — Ak, und S(xd), welche durch 


die Substitution (1°) in kS,— 17, und — # = (kl) tibergehen. 
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aus dem zur endgiltigen Berechnung von F,s;—:7; der Factor R aus- 
zuscheiden wiire. Noch hdhere Potenzen der Discriminante wiren bei 
anderen Formen abzusondern, so dass es besser sein wird, dieselben 
direkt durch andere Hilfsmittel zu berechnen. 

Um wieder ein Beispiel anzufiihren, so hat man: 

Oxss—ire = kh? (85,2)? uss, — 2kl (stax)? use, + 0 (tt, x)? am, . 

Aus der Formel fiir Kp ergiebt sich mit Riicksicht auf den Werth 
von Ap sofort: 

(ss, 2)? usu, = K+ 380, 
und hieraus durch den 6 Prozess: 
(stax)? uum —2SH+ 2T0 
(tt, 2)? uu, = 4TH — S(K — SO), 
so dass man hat: 
(6) Oxsy—izy = O(3BSK — 4TkI — SP) + 2H(— 2S8k1 +4 27?) 
+ K(k? — SP). 

Diese Formel befolgt nicht, wie die entsprechende fiir O,p—zr, eine 
einfache Regel. Das Gleiche tritt bei der Bildung von hoéheren For- 
men fiir kS;— 17; ein; immer scheint mit der Ausscheidung der 
néthigen Potenz von FR die Gesetzmiissigkeit zu verschwinden. 
‘Wir fiihren daher fiir diese Functionen die Rechnung, als von 
geringerem theoretischen Interesse, nicht mehr durch, bemerken 
iibrigens, dass sich die auf die Formen Be, Z und E beziigliche 
unmittelbar an die Werthe von B/’, Z;’ und E? ankniipfen lisst, und 
dass in Folge des Ausdrucks von Ays;—,7; auch fiir die Grundfunction 
kS,; — UT; ein Theorem, analog dem in § 2., (8,) enthaltenen, existirt. 


§ 9. 
Ueber die Bildung yon Relationen zwischen den Formen von /. 


Bei niiherer Betrachtung des in § 1. aufgestellten vollstindigen 
Systems zeigt sich, dass jede alternirende (windschiefe) Form desselben 
die Functionaldeterminante zweier anderer Formen und der evidenten 
Zwischenform ist*). Will man also die Quadrate und Produkte dieser 
alternirenden Formen durch directe darstellen, so hat man bloss die 
Quadrate und Produkte solcher Functionaldeterminanten zu bilden. Es 
kann diess dem bekannten Multiplicationstheorem gemiiss geschehen, 
wofern die eine Functionaldeterminante nach den u; und die andere 


*) Q und TT stimmen nach Clebsch und Gordan bis auf Zahlenfactoren mit . 
>, 0L om >>. OL aM’ 
=+ a, om x, und J + On, Oly 
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nach den 2; geluidet ist Der letztere Fall wird im allgemeinen wirk- 
lich stattfinden, da wir im Verlaufe der friiheren Paragraphen die 
meisten windschiefen Formen zum Behufe ihrer Bildung fiir « P;— AR, 
auf solch doppelte Weise ausgedriickt haben. In der hier angegebenen 
Art sind z. B. von Clebsch und Gordan Q? und QN durch directe 
Covarianten ausgedriickt worden. Fiir Formen, die diese zweifache 
Darstellungsweise nicht zulassen, muss die eben dargelegte Methode 
durch andere ersetzt werden. Wenigstens sehr oft leistet diesen Ersatz 
eine allgemeine Formel, vermége deren das Quadrat der Functional- 
determinante von irgend zwei terniiren Formen v, w und der evidenten 
Zwischenform wu, durch die Producte und Potenzen dieser letzteren 
selbst ausgedriickt wird. Der Weg, zu derselben zu gelangen, ist im 
Principe schon von Clebsch in Bd. 63 des Borchardt’schen Jour- 
nals 8. 102 gezeigt worden. 
Wenn W eine beliebige homogene Function der drei Variabeln 

a; bedeutet, so werden wir im Folgenden nach Vorgang von Clebsch 
den Coefficienten von w;, in der Determinante 2 -+- w,,w,.w,, kurz 
mit W;, und 

| Wy, Wy M3, a b G . 

| 2054 a9 Wo, Ay by C, 

| Wz, Wy. Ws, Gs bs Cy . | 

nS S&S 6 «@ 

|B & Bb 0 00. 

| 1 3% %Y¥ +9 O O 


bezeichnen. 
Nach dieser Definition ist fiir beliebige Werthe der «; und a;: 


- ‘ wau 
(2 + @, a,U3)? = — > . 


way 
Indem man in der Determinante rechter Hand die Elemente w; 
der vierten Horizontal- und der vierten Verticalreihe zerstért, geht 
diese Gleichung iiber in: 


4 ” a u ou a 2 (@ 
wie) —w.(¢ 9) + 4i(9),—2em(2),+08(9),. 
(1) (2+, a,u) “ aay #\y),, Az Uz \,, eg Uz\a) 
Ersetzt man hierin die #; durch die Differentialquotienten v; einer 


andern beliebigen homogenen Function v, wihrend man an Stelle der 
a; die w; treten liisst, so bekommt man 
« - ot,” aan w 7 2 (“)— ow (") 2 "7 : 
(2) (2+ v, wu) 0.4 Jt ww, w. Ur) i uz \), 
. . wu . . oi . 
Die Determinante (" ” stimmt. mit (2 + w,a,u;)* tiberein, wenn 
E +r 
man nach der Quadrirung a;a,; = v;, annimmt. Durch diese Substi- 
u 


2 ‘ ° ‘a ‘ 
tution geht aber a;a, in v;, a2 in v und (“ in 
w 
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2 
(W303 W33029—2 Woy 93) Uy? 2(W 4 309-4 91 3— Wj 1V93— Wg 1) Mg Uy 
d. h. in —2P, iiber, wenn wir mit 2P, den Coefficienten von 4 in 


uU . . 
(“) bezeichnen; es wird so aus (1): 
Wo+iw 


(3) (*)——vo(*) —2P,w—2u, (0) —ws2Wi vie, 
und somit aus (2): 
(4) (ZA oan)? = v8 ()— 20.0 P+ w*(t) —2ueto({) + wo((),| 
_ uz {ov ‘ 2D Wiz Vik + DD V ix wwe} e 

Da die linke Seite dieser Gleichung sich bei der Vertauschung 
von v mit w nicht iindert, so muss das gleiche auch auf der rechten 
stattfinden, und es kann also in derselben 
(5) Ppa Wi Vik -f- pp > Vix WW, = wld Vix Wik 4+ pp » Wiu UV; 04") 
gesetzt werden. 

Nimmt man beispielsweise in (4) fiir v die terniire cubische Grund- 
form f und fiir w ihre Determinante A, so folgt sofort 
(6) N*? =— 18 (Kf?— 2HfA + OA?) + bu, (2(AL—fM) + yu, 
und durch Uebergang von f zu P;: 


(1) N?® = 18 {KSS?Z— 4HP,S, + © (SS, —47S,/T, + ST;2)} 


+ 24u, (2(L’ R, — MP) + Ou,). 

Die Gleichung (4) wird zwar das gesuchte Resultat nicht stets 
so direkt liefern, wie in dem eben behandelten Beispiele fiir N; immer- 
hin aber liefert sie die néthige Grundlage, von der aus die Entwick- 
lung der aufzustellenden Relation keine principiellen Schwierigkeiten 
mehr darbietet. 

Ueberdiess kann man durch Anwendung des 0- Processes die An- 
zahl der bereits bekannten Formeln bedeutend vermehren und _ver- 
mittelst der in dieser Arbeit gegebene Resultate zu jeder Formel sofort 
die ihr dualistisch entsprechende auffinden. 


*) Siehe Hesse in Crelles Journal Bd. 52. S. 100. Auch die Formeln (3) 
und (4) kénnen als Verallgemeinerungen der Resultate betrachtet werden, die 
Hesse im 41, Bde. des citirten Journals 8. 292 gegeben hat. 


Tiibingen, Ende Marz 1871. 












Ueber einige allgemeine Theoreme aus der neueren Algebra. 


Von S. GuNDELFINGER in TiUBINGEN. 


Die grosse Analogie, die zwischen der Theorie der biniiren biqua- 
dratischen und terniiren cubischen Formen besteht, hat ihren Grund 
in einigen allgemeinen Sitzen, die hier entwickelt werden sollen. 

Ks sei 
. ; : - ie aa 
f= (@,%, 4 A,X. +++ + A, L,)? ar? +pba,? 12, +(Yexe 2z,7+-- 
eine beliebig gegebene Grundform p'" Grades von irgend einer An- 
zahl Variabeln und 

— —2y P) yx.P—2y2 
A= ax? + ppu?l—?a, + (’) YUP 24° + +> 


eine Covariante derselben von gleichem Grade und von der Ordnung 
m in den Coefficienten. Ferner bestehe die Relation 


oA oA oA = 
(1) dA=5, ¢ +355 B+ me Vs = mS, 


mit S eine gewisse Invariante von / bezeichnet. 
Das erste der oben erwihnten Theoreme sagt dann aus, dass 


¢ ati OG » oG 
(2) Ayy—24 —m +1 (ft 3s A), 
worin G eine rationale ganze Function (m+ 1)" Grades der belie- 
bigen Constanten x und 4 bedeutet. 

Beweis. Enthilt irgend eine Form g die Coefficienten von f in 
der Ordnung q, und setzt man 
(3) Pxs—aa = 9 (HA) = xp — qui—tlg'+ (’) xi— 2A’ —.-.-, 
so sind je drei aufeinanderfolgende g nach ihrem bekannten Bildungs- 
gesetz und nach (1) durch die Recursionsformel verbunden 
(d) (q — ) g# +9 = dg — mkSg@— *), 

Fir » =A ergiebt sich hiernach sofort, dass A,;—,4 von der 
Gestalt: 
(5) Ay;-a4a = B+ AA. 


*) Fiir k = 0 und k = q hat man also 
dg=qp und dg =mgqSqg?—”. 











= 
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In bekannter Weise leitet man aus dieser Gleichung die weitere ab: 


dq (ud dp (xd 
(6) (89).;-14 = B- iA DA vied). 3 


Setzt man hierin gm = A, so iia wegen (1) und (5): 
. , OB 7) 0A 0A 
(7) mS(xA) (xf — 2d) =f (BS — A 2) +h (Bo —- AS 
Durch Gleichsetzung der Coefficienten von f und A auf beiden 
Seiten bekommt man dann: 


mS (xd)x = BOS — A a 
7 
— mS(xd)i = Bo — A¢ cf , 
und durch Elimination von S(x%4): 


B (64 x4 ta = a) — A oa +3 Bi) =0. 


Diese Relation ie. , «A+ AB durch G bezeichnet, auch ge- 
schrieben werden: 





oG oG 
a wa oe 
B On {1 Oa 
Da iiberdiess 
4 OF 


“a $2 °% — (m+1)G, 


so erhalten wir durch Auflésung der beiden letzten Gleichungen nach 


OG OG .. . es 
— und aT die zu erweisenden Ausdriicke 
3 
i. ae 
B m+1o0l1 G, aan m+ 0x = G,. 


An die Existenz der Function G(xA) lassen sich weitere Schliisse 
in ganz derselben Weise kniipfen, wie dies bereits in der Theorie der 
biniiren biquadratischen und terniiren cubischen Formen geschehen ist. 

Zuniichst folgt mit Benutzung der Werthe von B und A aus (7) 

y Y Y 2 
(8) S(xd) = — (Gy, Gy, — G,,") 
und aus (6) 
P xj—14 = YP (%A) G, — H, (HA) G,. 
Die letzte Formel liisst sich in folgender Weise erweitern. Sind w 
und v beliebige Constanten, so hat man wie in (3): 


(9) Pus—va = P (Ur) = wp — gqui—' vg’+ (‘) pe-* vg" —---- 
Wir fiihren in dieser Gleichung fiir die Verinderlichen w und v 
zwei neue @ und 6 durch die linearen Substitutionen ein: 
u = ex — G6 
y=oi1+G,6. 
Da uf — vA = @ (xf — 1A) — oA,;—24, so wird durch diese 
Transformation p,;—,4 gleich dem Werthe von gpy—o4, wenn darin 


(10) 





— =— ont?) G,3 
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die Coefficienten von xf — AA an die Stelle derer von / treten, d. h. 
y(uv) geht iiber in den Ausdruck 


(11) 97xs;—-14— G9" * 69'xy—.44+( Q?— 2 op y—2.4 — (‘Jer 5 xy—aae- 


Die rechte Seite der Gleichung (9) dagegen wird identisch mit 


(12) 9p (%4) —got— aq" (x2) + (Der 26?y"(xd)—(2) 928 oy" (x2) + oe, 


wofern wir der Kiirze wegen setzen: 
p (x) = y, (xd) G, — p,(%A)G,, 
yp (x4) = gt G,’ — 29 12(x4) G2G, + Pn(*A) G?, 





Vergleicht man jetat. die Coefficienten der fiir alle Werthe von 
@ und 6 identischen Functionen (11) und (12), so zeigt sich, dass 
gp (xd), p’ (xd), p’ (xd)... in den Gleichungen (12) dieselbe Be- 
deutung wie @x;—24, Pry—a4y Pus—aa--- haben. 

Wenn insbesondere g’, d. h. dg verschwindet, so muss nach der 
ersten der Relationen (13) m selbst von der Gestalt sein: 


(14) p(xd) =p. G". 

Diese Gleichung dient wieder ihrerseits dazu, das System (3) und 
(14) zu verallgemeinern. 

Es seien nimlich ©, 0’, ©’... eine Anzahl Formen von f, 
die zu je dreien durch dieselbe Recursionsformel (4) verbunden sein 
migen, wie pm, g’, gy”... p*). Setzen wir 


Og — gO'ga—9 + (2) ogi»... 4+(—1) 7009 =X, 
so ist offenbar 
dX = 0, 
und daher nach (14) 


(15) Xyj-1s = X. Gt), 


wenn (m + 1) (r + 1) — mq die Ordnung von ® bedeutet. 


Kine zweite Gleichung fiir X ergiebt sich aus der Erwiigung, dass 
fa] fo} 3? 


X eine simultane Invariante von g(w, v) in (9) und von dun Ausdruck 
(uv) = wd — qur—-'v o+ (2) wr—*v*'o"—.. . 


ist. Transformiren wir die Functionen m(u, v) und O(u, v) durch 
die Substitutionen (10), so ist also nach der Fundamentaleigenschaft 
der Invarianten : 


*) ® braucht nicht von der Ordnung q zu sein, wie wir dies von » ausdriick- 
lich voraussetzten und der Einfachheit halber fernerhin voraussetzen wollen. 


GG + 8p (e8)G G,G,? — en G,}, 































) GY, 


(20) 





.verschwindet*), so miissen die Unbekannten derselben gleich Null 
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(16) (xd) eo (xh) —g (wep — (1A) (2) (xd) ple (A) =X. G2, 
wenn ®'(xd), ®”(xA) ete. die Bedeutung haben: 

os (x4) = 9, (xd) G, — 9, (*) G, 
a. ae Gia) = Maled) @3 — 26, (62) Gy Gy + % yg (22) G2 


Durch Combination der Formeln (15) und (16) folgt nunmehr: 
(©, ;— 24 —G* +1—9.O(xd)) ep (4d) —q(O) 52.4 — G+! 9.0" (xd) pO (x) 


+(4 (@%, 24 — Gr+t—2.. O"(x)) po— (xd) —--- = 0. 


In dieser Gleichung ist g eine beliebige ganze homogene Function 
q‘* Ordnung der Coefficienten von /, wihrend g’, gp”, »”” u. s. w. ihre 
Definition durch die Identitit (3) finden. Ersetzt man g successive 
durch (¢ + 1) verschiedene solche Ausdriicke, so gehen aus (20) eben 
so viele Gleichungen hervor, die in Bezug auf die Gréssen 


24 —GPt!—1O (Hd), Vep_g4— FH -9O'(#d), .. OF _, , — G41-1 OO (HA) 


xf—iaA 
linear und homogen sind. Da man offenbar (q + 1) Functionen @ so 
wihlen kann, dass die Determinante dieser linearen Gleichungen nicht 


sein, d. h. es miissen die Relationen bestehen: 
®,;~-24 = Gt!—41 O(xA) 
O,;—24 = G't!—-1 D' (xd 
(21) et eee 
0 14 = Ft-1 OO (HA), 
Im speciellen Falle zweier Functionen ®, ©’ geben die Recur- 
sionsformeln (4) 


*) Fiir die (q + 1) verschiedenen Functionen m kann man z. B. 


(M1 Y2**Yn) ? £1 (21) 2 >>) ’ Pi (ty >t, ous 


d. h. die Ausdriicke nehmen, die sich ergeben, wenn man in der q'®" Potenz von 
f das System der Variabeln x; durch irgend (q+ 1) von einander verschiedene 
Y;, %;, t; u. 8. w. ersetzt. Damit die oben erwihnte Determinante nicht verschwinde, 


geniigt es die ganz willkiirlichen y,, z;, t;--- so zu bestimmen, dass die Deter- 
minante (q + 1)'" Grades: 


| Mw) £7") &y)-.- My) 
| f@) f1~*@) A@) --- 
| i a: ” 
} . . 


= (f(y) A) — f() A(y)) (re) A(t)—fHA (6) (ri A(y) — fy) S@)--+- 


von Null verschieden ist. 
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(22) dd = 0 do’ = mSO. 

und die Gleichungen (21) 

®,;~24 = G (x? — 10’) 

,;-14 = @ (G,9'+ G,®), 

wenn ® die Coefficienten von f in der Ordnung (m+ 1)r + 1 ent- 
halt. Fir terniire cubische Formen sind die Relationen (22,) bereits 
von den Herren Clebsch und Gordan in Bd. I. dieser Annalen, 
Seite 60 Anmerkung, ausgesprochen worden. 

Die lineare Substitution (10) dient auch noch zum Beweise vieler 
anderer Theoreme. Beispielsweise mége hier vermittelst derselben zum 
Schlusse ein Satz abgeleitet werden, der als die wahre Quelle der in 
§ 3. der vorhergehenden Abhandlung gegebenen Formeln anzusehen ist. 
_ Es sei x eine beliebige ganze homogene Function n' Ordnung 
der Coefficienten von /, und man setze nach Analogie des Friiheren: 


(22.) 


(23) Auf—v4 =1 (uv) = wy — nu" — yy’ + (°) "ie vy” — . 


Wendet man auf g(uv) in (9) und auf y(uv) die Transformation 
(10) an, so geht m(uv) in den Ausdruck (11) und y(uv) in 


[x(@, ©)]xs—24= 0" Yxs—1.4 —NQ"— 16 Yes sat(2)er—20% ye, aaa" 


iiber. Fiir die simultane Covariante (p(uv), x(uv))’ *) hat man daher 


(p(ur), x(wr))' Ge(xd) = (ple, 6)|xr—24, [x (@)|x/—24)', 
wo die Uebereinanderschiebung rechts in Bezug auf die Variabeln @ 
und 6 zu bilden ist. Durch die Annahme ge = 1, 6 =0 wird die 
linke Seite der letzten Gleichung identisch mit (p(x 4), G(xA))’, wihrend 


die rechte Seite den Werth |(p(@, 6), x(e, 6) )o=1, o—olxs-—aa annimmt. 
In Worten: 


Die Function (p(o, 6), x(@, 6))o—1, o—o, gebildet fiir xf — AQ, 
stimmt mit (p(x), 4(%A))’. G*(%A) tiberein. 


*) Es ist darunter im Gordan’schen Sinn die s'* Uebereinanderschiebung der 
biniiren Formen g(uv) und zy(uv).verstanden; s kann natiirlich jede ganze Zahl 
sein, welche die kleinere der beiden Zahlen p und q nicht iibersteigt. 


Tiibingen, im April 187). 
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Resultanten von Covarianten. 


Von Paunt GorDAN in GIESSEN. 


Die Invarianten einer biniiren Form 
f (symbolisch (a,a, + a,a,)" = at = b%...) 
sind ganze Kunctionen ihrer l'undamental-Invarianten; in den meisten 
Killen hiilt es jedoch sehr schwer, sie als soleche darzustellen. — Es 
ist mir in einigen wenigen Fiillen gelungen, Resultanten von Covarian- 
ten durch einfachere Formen auszudriicken. Hierbei sei es gestattet, 
einige abkiirzende Bezeichnungen einzufiihren. Differentiirt man die 
Norm f/ mehrmals nach den Variabeln # und ersetzt man die Incremente 
durch neue Variabeln y, dann gelangt man zu dem Ausdruck a? "aj, 
Welchen ich durch f,. bezeichnen und die x' Polare von f nennen 
will. — Die Resultante zweier Formen / und @ soll, abgesehen von 
numerischen Factoren, durch It(f/, m) wnd die Diseriminante von / 
dureh D(f) bezeichnet werden. 
Ister Satz. 

Es seien f und gp zwei Formen ne Grades, y und z beliebige 

Groissen und 
nL+wP =, af+t2.~9=2, 
dann hat die Resultante der Formen y und y den Werth: 
(1) Rp, 1) = (We, — 24%)" LL, p) = (yz)" RF, g)- 
Beweis. 
Aus den beiden Formeln : 
n+ wP=Y und 2h — y= (YZ) 

ergeben sich die Gleichungen: 

Y." K(f, p) = Rif, ¥) und y.” Ky, 1) = (yz)" K(f, %), 
ans denen die gesuchte Beziehung hervorgeht. 

Hat die Gleichung f = 0 eine Doppelwurzel x, dann wird die 
Discriminante D(f) = 0. Fiir diese Doppelwurzel verschwinden die 
Differentalquotienten /, und f, von / [deren Resultante D (/) ist] und 
die Polare /,. Ist ferner ¢ = (f, w) die Functionaldeterminante von / 
mit einer beliebigen Form yw und: : 
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gy = (ff)? = ar * bt * (aby? 
die Hesse’sche Form von /, dann geniigt unsere Doppelwurzel « 
noch den 3 Gleichungen: 


(II) yp - (xy) = 26. fer — 2h - hy 
(IIT) gy, (ey? = f-fy —h-fte 
(IV) t.(vy) = f.% —¥-hy- 


Hieraus kann man den Schluss ziehen, dass die Resultanten: 
Rif, fy); R(f,9; Rh (f, @) 
und die Discriminante D(q) die Discriminante D(f) zum Factor be- 


sitzen. Im Folgenden sollen die iibrigen Factoren dieser Formen auf- 


gesucht werden. 
Qter Satz. 


Die Resultante der Formen { und f, hat den Werth: 
(V) Rf, ty) = D(f) -f(y)- 
Beweis. 
Aus der Gleichung: 


f. (yz) =f, . (ez) —f. (ey) 
folgt die Formel: 


Rf, fy) - (ye"~' = K(f, f)- FY). 
Da ferner nach F. (I): 
R (fy, fe) = ye)"~' D1) 
ist, so erhailt man die obige Beziehung. 
3'" Satz. 
Die Resultante der Functionaldeterminante t = ({, wv) und der 
Form f hat den Werth: 
(VI) R(t, N= Rf, ¥) Df. 
Beweis folgt aus Formel ([V) und Formel (V). 
4ter Satz. 
Die Resultante der Hesse’schen Form gq mit der Form f hat den 
Werth: 
(VID) Rf, p) = D’ (Pf). 
Beweis. 
Aus der Formel (Il): p. (ry)? =/./,; —f,-f, ergiebt sich die 
Gleichung: 
RL)? Y) = RF, fh), 
aus welcher man mit Hiilfe von Formel (V) die gesuchte Relatign ab- 
leiten kann. 











ie 
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5ier Satz. 

Ist t die Functionaldeterminante der Form f mit ihrer Hesse’schen 
Form gp, dann hat die Resultante von t und { den Werth: 

(VIII) R(t, f) =D (fh). 
Beweis folgt aus den Formeln (VI) und (VID). 

Fiir die Discriminante der Hesse’schen Form, welche (s. oben) 
gleichfalls den Factor D(f) besitzt, giebt es keinen allgemeinen Aus- 
druck in einfachen Invarianten. Indess kann man, wenn die Form f 
den Grad 4 oder 5 hat, noch den anderen Factor bestimmen. Be- 
zeichnet man die Covarianten: 


(ff)* = (ab)? (ac)? (be)? ae Un ee Sj 


durch ¢ und j, dann kann man die Formel ableiten: 


(IX) (99) = 4 - ssn? 
Aus ihr folgt die Relation [s. Formel (VII)]: 
(X) D* (gy) = KG, j)D(N, 


welche zeigt, dass F (qm, 7) das Quadrat des 2' Factors von D (g) ist. 
Fiir n = 4 ist j constant, m vom 4'" Grade also R (q, j) = 7* und 


D(g)=7. D(f). 


Ist die Form f vom 5' Grade und besitzt die Hesse’sche Form 


eine Doppelwurzel x, dann geniigt dieselbe der Gleichung (IX), also 
einer der beiden Formeln: 
f=0 oder j=0. 

Im ersteren Falle besitzen f und » eine gemeinsame Wurzel, der- 
selbe ist bereits oben erledigt. 

Geniigt die Doppelwurzel « von gp der Gleichung j = 0, dann 
verschwindet die Resultante R(m, j), sowie (fiir die Doppelwurzel) 
die Differentialquotienten von j |s. Formel (II])] und daher die Dis- 
criminante D(j) = C. Hieraus kann man den Schluss ziehen, dass 
die Resultante R(g, j) den Factor C und, da sie ein volles Quadrat 
ist, den Factor C? besitzt. Nun haben aber die Invarianten R (q, J) 
und C? in den Coefficienten von / denselben Grad, niimlich 24, folg- 
lich kann man 

RH, j)=C 
setzen. Die Discriminante der Hesse’schen Form hat daher den Werth: 


(XI) D(g) =C.D(f). 





Giessen, im Miirz 1871. 








Ueber eine Flaiche der vierten Ordnung. 
Von C. Hiernouzer in CarLsrRune. 


In einer Abhandlung iiber Kegelschnitte im Raume (Math. An- 
nalen, Bd. Il, p. 582) habe ich gezeigt, dass der Ort der Spitze 
eines Kegels zweiter Ordnung, .welcher durch 6 gegebene Punkte 
geht, eine Fliiche der vierten Ordnung ist, welche die 6 Punkte als 
Doppelpunkte und ihre 15 Verbindungslinien enthiilt. Diese Fiche, 
welche in der genannten Abhandlung nur so weit betrachtet wurde, 
als es fiir jenen Zweck erforderlich war, ist Gegenstand der folgenden 
Untersuchungen. 

Wenn wir mit 2,, #,, 2, 7, die Coordinaten eines Punktes, be- 
zogen auf ein beliebiges Tetraeder, mit 2,, x, 7,0, 7,0 (= 1, 2...) 
die Coordinaten der 6 gegebenen Punkte bezeichnen, und unter (*4«) 
die Determinante 


x, Vy Ve a, 
op (*) (x) oe (%) op (¥) 
zr, Py rs x, 
a x) xr, a, 
x) x) x, x, 


verstehen, so kann die Gleichung,der Fliche vierter Ordnung, wie 
ich a. a. O. gezeigt habe, in die Form gebracht werden: 
(1) (123) (145) (625) (634) — (125) (134) (625) (645) = 0, 
aus weleher die Existenz der Doppelpunkte und ihrer Verbindungs- 
linien auf der Fliiche sofort ersichtlich ist. Nun enthiilt die Gleichung 
einer Fliiche der vierten Ordnung: 

P a= Zak, 1, wm, 2 Lt Ti ln Le =O (k,l, m, «= 1, 2, 3, 4) 
35 homogen eingehende Constanten, wiihrend 6 Doppelpunkte wnd ihre 
15 Verbindungslinien 6.4 + 15 = 39 lineare homogene Bedingungs- 
gleichungen zwischen diesen Constanten liefern, Die Fiche ist also 
durch ihre Singularitiiten iiberbestimmt. Die 24 Gleichungen, welche 
das Vorhandensein der 6 Doppelpunkte ausdriicken, sind von einander 
unabhingig. Von den 15 iibrigen Gleichungen, welche von den Ver- 
bindungslinien der Doppelpunkte herriihren, miissen also 5 eine Folge 
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der 10 iibrigen und der 24 ersten Gleichungen sein, oder geometrisch 
gesprochen, es miissen 5 von den die Doppelpunkte verbindenden ge- 
raden Linien auf der Fliiche eine Folge der 6 Doppelpunkte und der 
10 iibrigen Verbindungslinien sein. 

Wir werden von diesem Satze einen directen Beweis geben, indem 
wir die Gleichung einer Fliiche der vierten Ordnung aufstellen, welche 
5 Doppelpunkte mit ihren 10 Verbindungslinien und noch einen wei- 
teren Doppelpunkt enthilt. Die Anzahl dieser Bedingungen ist gleich 
der Anzahl der Constanten in der Gleichung =O. Es wird sich 
zeigen, dass die so bestimmte F'liiche vierter Ordnung die Verbindungs- 
linien des 6. Doppelpunktes mit den 5.iibrigen von selbst enthilt. 

Wir wihlen als Ecken des Coordinaten-Tetraeders vier von den 
Doppelpunkten, deren Verbindungslinien auf der Fiche liegen sollen. 
Dadurch verschwinden von den 35 Coefficienten der Gleichung F' = 0 
diejenigen von 

a4 «¢fa% 232, 2, x, 


ata 4 3 wo 3 
Ly Ly Ly Ve” Le Ly" Uy, 
v3 ye 3 » 
Ls” Ly Ly” Ly Ls Us," Ly 
3 3 & 3» 4 
Ly Hy Uy Hy My" Ly Ly 


Wy? Hy? ay? Hy? ay? Hy? ig? Hy? wy, 13? wy? , 
und die Gleichung lisst sich in folgender Weise schreiben: 
My Hy Hy (Uyy Hy  Uyy Hy Uy yy) FE Hy Hy (thy Hy Uggs + Uyy Xy) 
sf Hy Hy Ly (Ug, Hy Ugg Ly $+ Ugy Ly) Ly Hy Hy (yy Ly A Myo Ly + yy 2) 
+ CX, 4, x, = 0, 
wenn wit mit «;, (i, k=1,2,3,4, kz i) und ¢ die noch iibrig 
bleibenden Coefficienten bezeichnen. 
Verstehen wir unter u,, %,, U,, wu, die linearen Ausdriicke: 


Uy = OF yy Hy HF yg Hy yy 

My = Uy Ly OH thy Hy Uy Hy 

Us = Us, yf Uy Ly + OO + Uy 
ni ded Uy = Uy Ly PF Uyy By F yg tz + O, 
(2) == Hy Ly Uy Ly + + a+ at + c)=0 
die Gleichung der Fliche vierter Ordnung. 

Die Coefficienten der Function F’ bestimmen wir nun so, dass 
die Fliche noch einen weiteren Doppelpunkt a, a, a3 a, und seine 
Verbindungslinien mit den schon vorhandenen, den Ecken des Coor- 
dinaten-Tetraeders, enthilt. Wenn «@, @,a,a, und B, B, B, B, die Coor- 
dinaten von zwei Doppelpunkten einer Fliiche der vierten Ordnung 
bezeichnen, so liegt die Verbindungslinie der beiden Punkte ganz auf 
der Fliche, wenn 











C. Hiernouzer. 


> B; By FF’ (a; a) = O (¢,Kk=1,2,3,4). 

Lassen wir nun den Punkt « mit a, den Punkt f nacheinander 
mit den Ecken des Coordinaten-Tetraeders zusammenfallen, so treten 
zu den vier Gleichungen 
(3) F’(@)=0, F(a) =0, F’(a)=0, F’(a) =0, 
welche ausdriicken, dass der Punkt @ Doppelpunkt der Fliiche F = 0 
sein soll, noch die vier folgenden hinzu: 

(4) FB’ (a,a,) =9, F’(aq,a,)=0, F’ (asa;)=0, F’ (a,a,)=0, 
welche erfiillt sein miissen, wenn die Verbindungslinien des Doppel- 
punktes @ mit den schon vorhandenen Doppelpunkten auf der Flache 
liegen sollen. 

Bezeichnen wir die mit den Argumenten a, a, a, a, geschriebenen 
linearen Functionen u; durch (u;), so sind die Gleichungen (3): 

F" (ay) = 0 + (ty) as dy $F (tts) Gy dy + (ty) Ay 

+ a, (0 + Uy, ay ay + Uy, Gy dy + Uy, @, a3) + Ca, dy a, = V 
F’ (ay) = (uy) a5 @y + O + (us) a, a + (uy) 

+ dy (Uy, dy dy + O + thy, Ay Ay + thy, @, G3) + Cas a,a, =O 
F”’ (ay) == (ty) dy dy + (u,) &, a, + O + (uy) a ay 

+ Gy (Uys Ay Ay Uy, a, a, + O + Uys a, a.) + Ca, a, a, = 9 
F’ (a,) = (uy) a, a, + (u,) a, a; + (uy) a, a, + 0 

hy (Uy, My Ay  Uyy Ay Ay + Uyy A, Ay + O) + Ca, a, a, = 0. 

Diese Gleichungen vereinfachen sich sehr durch das System (4): 

SF '(a,a,)= O 9 + Uy, a, a, + tty, a, a, + Uy, a, a, =O 

{ F"(a,a,)=U,a;4,+ OO +4, 4,4, + U4, 4, a, —0 

§ PF (a3) = ys Gy Ay Uys @ Gy 0 + Uys a, a, = O 

4 F’’ (aya) = Uy, dy ds + ty, 4,4, + Uy a,a+ O =0, 
und wir kénnen die Gleichungen (3) und (4) ersetzen durch 


04 4 “4 te in 


(3 





(0 * 0 +° (a) v4e (tt ) +e 
(9) 24 se i 0 Ps ) 4+¢ 
(u im of 2 ee ) +e=0 
und 
Uo 34 Un 
_* (ly + as * — 0 
Uy> ( bas Usp _ 
(6) ay 7 + (hs + ——" - 
tig Mas oo 
~ ? ly cia 2 ~~ 0 
Uy Uo Uy ack 
Tat aT fot 
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Multipliciren wir die Gleichungen (6) der Reihe nach mit a,a,a,a, 

und addiren, so kommt 

“+ wb + CP 0 a 
wihrend durch Addition der cidiiviianes (5) 
3 (Ge + ey + “ 4 ae) + 4e — 0 
sich ergiebt. 

Die durch die Gleichung (2) dargestellte Flache kann also einen 
weiteren Doppelpunkt und seine Verbindungslinien mit den schon vor- 
handenen nur dann enthalten, wenn der Coefficient ¢ verschwindet. 

Dadureh gewinnt die Gleichung der Fliche die symmetrische 
Gestalt: 

(7) Ly iy “(+ a+ = “y= 


Die 12 in den linearen Functionen wu; hentia Coefficienten u;; 
sind gebunden an die Bedingungen (5) und (6), von welchen die er- 
steren wegen c =) sich ersetzen lassen durch 


(u,) =O, (ey) =O, (3) =O, (uy) = 9, 


OA thyy dy $F Mya + UH, a, = O 

(8) | Uy, a, + O- + tha, + Ua, = 0 
Us, 4, + Ua, + O + u,a,—90 

Uy, 4, + Uy, a, + u,a, + O =O. 

Die Gleichungen (6) und (8) sind nicht von einander unabhingig. 
Bezeichnen wir die linken Seiten der (6) durch A,, A,, A,, A,, so 
findet zwischen diesen und den linken Seiten (,), (#.), (us), (w,) der 
(8) die identische Relation statt: 

a, A, + a,A, + a,A, + a, A, = - ft o ob ae + ee, 
sodass die Systeme (6) und (8) nur sileda unabhingige tail 
fiir die Coefficienten repriisentiren, wie es sein muss, da das System 
(8) aus (5) durch Elimination von ¢ hervorgegangen ist. 

Um die Verhiltnisse der 12 Coefficienten w;, vollstindig zu be- 
stimmen, sind noch 4 Gleichungen erforderlich. Wir kénnen also die 
Fliche #’ =O noch einen weiteren Doppelpunkt b, b, b,b, enthalten 
lassen. 

Dies fiihrt auf die Gleichungen 

F'(b,) = 0 + [uy] bs by + [ws] By by + [ey] 6.05 
+b, O + thy, Dyby + thy, bgd, + Uy, D203) = O 
F’ (bz) = [u] bs, + O + [us] b, 6, + [wy] 0,85 
t by (Uy, bby + O + ty, by Dy + thyy by by) = O 
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B (by) = [ut] Baby + [tg] by, + 0+ [eng] by by 
+ dy (Uys baby  tys bb, + O + Hy; b, b,) = 0 
F’ (bs) = [uy] b,.b, + [u,] 0,5 + [uy] 0,6, + 0 
Dy (yy Babs + thay by bs + ty, Db, + 0) = 0, 
in welchen [u;| die mit den Argumenten }, b, b, b, geschriebene lineare 
Function «; bezeichnet. 
Diese vier Gleichungen kénnen wir ersetzen durch 


“s ask Taal Tak tam 
und 
: ij Ue Us, ) Way 
at OF trad, F ty dy + yy dy) = b,(0 + r .? i") 
(10 Fz (ordy +O thay Dy thay dy) = By G2 + + 32 + Ss) 
) b 


i (13,5, + ty9b, + O + Uy b,) = ds is ss " Pisin ~) 
5 (1641 Dy + typ dy + ygb3+ 9 )=d, (P + ++ 0 ). 


by b; 





Die Gleichungen (10) enthalten nur drei von einander unabhin- 
gige Bedingungen, weil durch Addition derselben eine identische Glei- 
chung entsteht. 

Durch die Systeme (6), (8), (9) und (10), welche, wie wir gesehen 
haben, nur 11 von einander unabhiingige Gleichungen vertreten, sind 
die Verhiltnisse der 12 Coefficienten u;, in der Gleichung /’ = 0 der 
Fliche vierter Ordnung vollstiindig bestimmt. 


Um diese Gleichungen aufzulésen, fiihren wir an Stelle der u;, 
neue Unbekannte v;, ei, indem wir setzen: 


Un SS AG b; Vik » 

wodurch die lineare Function u; = 2 uj, 2% (k 2 i) iibergeht in 
k ™ 
aj db; D Vik Ly = A; db; Vv; 

k 

und die Gleichung (2) der Fliche vierter Ordnung in 
. v vy 
(11) By Wg By y (a,b, + yb, = + ash, 24 a,b, ° 1) =0. 
Die linearen Gleichungen (6), (8), (9) und (10), um deren Auf- 
lésung es sich handelt, nehmen nun die Gestalt an: 
O + vy by + 05,0; + 04,0, = 0 

Vi20, + O + yb; + 1.5, = 0 
0130, + e3b, + 9 + 43b,=0 
0140, + Vb, + V3; + O =O, 
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OA M9, + 4343 + 34, = 0 
Vy + O + ¥%, 34, + Oa, = 0 
U4 + Vy, + O + 03,4,—0 
M1 + pd +%4;34,+ 0 =O, : 
ay (ry) + ae [2] + as les] + ale] =9 (fed = Zeal, bi) 


Ay ( OA Wj Qby + 4303 + O44 0,) =], ( OA vy Ay + Vy, 43 + Vy, Oy) 

Ay (Vad, + OA Vag, + Oy4b,:) =), (YQ, + DO +A 3,45 + Y4244) 

As (V3, Oy  Vg2bg- OF 44 Dy) = bg (M34, + Vy34,-+- O + ry; ay) 

Ay (04, Dy HF Vyady + yg bs +O ) =H Dy (Oy + Vy, + Vyay+ O ). 
Alle diese Gleichungen werden erfiillt, wenn wir setzen: 


aN 

D) iia ane eS 

(12) “ib Oa; 0B, ? 
| @, Gy, Gy Gy 

Aa 6: be Bs Bs 
a Gy A, ay 


b, b, bs 2d, 


, 


. in welcher Determinante die «@ und # willkiirliche Gréssen sein sollen. 
Durch die Werthe (12) der v;, geht die lineare Function 
: 7 . .p 
y= = Vik XZ; (k v 
: < 
tiber in die Unterdeterminante von 

eS eG & 
| 2, Hy Uy My 


a, Gy a, a 
b, b b, J, 
welche dem Element «; zugehért, und die Gleichung (11) der Flache 
vierter Ordnung nimmt die einfache Form an: 
Ab, Aghy gb, aby | 
| % hy, hye 
(13) Hy Xy%y%,| % TG ye MU 
| @ @, Gy &@, 
| 6b & 6b, 4b, 
Diese Gleichung zeigt, dass die Fliiche, welche durch sie darge- 
stellt wird, in der That die verlangten Eigenschaften besitat.  Fiir 
v; = a; wid w«; = b; werden zweimal zwei Horizontalreihen der Deter- 
minante einander gleich; diese Punkte sind daher Doppelpunkte der 
Fliche. Ein Punkt der Verbindungslinie von a mit dem Punkte 
4,=0, x,=0, x,=0 hat die Coordinaten Aa,, Aa,, Aa,, 7, + Aq, 














C. Hrernouzer. 


178 


fiir welche die Determinante verschwindet. Die Fliiche enthilt daher 
iliese gerade Linie und ebenso diejenigen, welche den Punkt a mit 
den iibrigen Ecken des Coordinatentetraeders verbinden. 

Nun iindert aber die linke Seite der Gleichung der Fliche durch 
Vertauschung von @ und J nur das Vorzeichen und verschwindet fiir 
4“, = a;-+ Ab;. Folglich liegen auch die Verbindungslinien von b mit 
den iibrigen Doppelpunkten auf der Fliiche, und die Fliche kann keine 
andere sein, als diejenige, welche, bezogen auf ein allgemeines Coor- 
dinatentetraeder, durch die Gleichung (1) dargestellt wird. 

Die Fliche der vierten Ordnung, welche bestimaut ist durch 5 Doppel- 
punkte, thre 10 Verbindungslinien und einen weiteren Doppelpunkt, ent- 
hilt also die Verbindungslinien des letzten Doppelpunktes mit den 5 
iibrigen von selbst. 

Die Fliche ist der Ort der Spitze eines Kegels zweiter Ordnung, 
welcher durch die 6 Doppelpunkte hindurchgeht, und wird dargestellt 
durch die Gleichungeu (1) oder (13), je nachdem wir sie auf ein all- 
gemeines oder auf ein Tetraeder bezichen, dessen Ecken mit 4 von den 
Doppelpunkten zusammenfallen. 


Curven auf der Fliiche. 


Ausser den 15 Verbindungslinien der Doppelpunkte enthalt die 
Fliiche vierter Ordnung noch andere gerade Linien, denn die Gleichung 
(15) wird erfiillt fiir 


L, Ly By 


v,=Ound G& @ 4 |=, 


|b, by bs | 
d. h. die gerade Linie, in welcher die Ebene 2, = 0 die Ebene 
schneidet, welche durch die 3 nicht auf 2, = 0 liegenden Doppel- 


punkte bestimmt wird, gehért der Fliche an. Kbenso kann man be- 
weisen, dass die Durchschnittslinien eines jeden der 10 Ebenenpaare, 
welche sich durch die 6 Doppelpunkte hindurchlegen lassen, auf der 
Fliche liegt, wie dies iibrigens auch aus Gleichung (1) hervorgeht. , 

KEiner jeden der 15 + 10 Geraden auf der Fliiche entspricht eine 
Schaar von ebenen Curven dritter Ordnung, welche durch einen Ebenen- 
biischel ausgeschnitten wird, der die Gerade zur Axe hat. Wenn die 
Gerade*2 Doppelpunkte der Fliiche verbindet, so gehen alle Curven 
der entsprechenden Schaar durch diese beiden Punkte. 

Der Tangentenkegel in einem Doppelpunkte*) schneidet die Fliche 

*) Die Gleichungen der Tangentenkegel in den Eckpunkten des Coordinaten- 


tetraeders erhiilt man aus (13), wenn man die Unterdeterminanten der Elemente 
der zweiten Horizontalreihe gleich Null setzt. 
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in einer Curve der achten Ordnung, welche den betrachteten Doppel- 
punkt als sechsfachen*), die iibrigen Doppelpunkte der Fliche als 
zweifache Punkte enthiilt. 

Diese Curve zerfillt in die 5 Geraden, welche in dem betrach- 
teten Doppelpunkte der Fliche zusammenstossen und in eine Curve 
der dritten Ordnung, welche durch alle 6 Doppelpunkte hindurchgeht. 
Daraus folgt: 

Die Tangentenkegel der Fliche in den 6 Doppelpmkten stehen alle 
auf derselben Taumeurve der dritten Ordnung, welche durch diese 6 
Punkte bestimmt wird. Diese Curve liegt auf der Fliche. 

Die Fliiche enthilt ferner Schaaren von Raumcurven vierter Ord- 
nung, erster Art. Ein Kegel der zweiten Ordnung, welcher einen 
der Doppelpunkte der Fliche zum Scheitel hat und durch 4 andere 
Doppelpunkte hindurchgeht, sehneidet die Fliiche in 4 geraden Linien 
und in einer durch die 4 letzten Doppelpunkte hindurchgehenden Curve 
vierter Ordnung, von welcher wir mit Hiilfe der Gleichung (1) zeigen 
werden, dass sie von der ersten Art sein muss. Diese Gleichung kén- 
nen wir ersetzen durch die beiden folgenden mit dem willkiirlichen 
Parameter 2: ; 
(14) { (123) (145) — 4 (125) (134) = 0 

| (623) (645) — 4 (625) (634) = 0. 
Die erste Gleichung ist die eines Kegels zweiter Ordnung, welcher 
den Doppelpunkt 1 der Fliche (1) zum Scheitel hat und durch die 
Punkte 2, 3, 4, 5 hindurchgeht. Dieser Kegel schneidet die Fliche 
vierter Ordnung in einer Carve der vierten Ordnung, welche auch auf 
dem durch die zweite Gleichung (14) dargestellten Kegel zweiter Ord- 
nung liegt, also von der ersten Art ist. 

Die Gleichungen (14) zeigen noch, dass die betrachtete Fliche 
erzeugt wird durch die Durchschnittscurven entsprechender Kegel 
zweier projectivischer Kegelbiischel, von welchen jeder einen der Doppel- 
punkte zum Scheitel hat und durch die Verbindungslinien des Scheitels 
mit den 4 iibrigen Doppelpunkten bestimmt wird. 

Die Anzahl solcher Schaaren von Curven vierter Orduung auf 
der Fliiche ist gleich der Anzahl der Combinationen von 6 Klementen 
zu zweien, gleich 15. 

Wir erwihnen noch einer Schaar von Curven fiinfter Ordnung 


*) Wenn 2 Fliichen einen Punkt gemein haben, welcher ein r facher Punkt 
einer jeden der beiden Fliichen ist, so ist dieser Punkt im Allgemeinen ein 7?facher 
Punkt ihrer Durchschnittscurve. In dem Falle aber, in welchem die Tangenten- 
kegel ret Ordnung in beiden Flichen zusammenfallen, ist jener Punkt ein 
r(r-+ 1) facher Punkt der Durchschnittscurve. Fiir , = 1 ergiebt sich hieraus 
der bekannte Satz, dass ein Beriihrungspunkt zweicr Flichen Doppelpunkt ihrer 
Durchschnittscurve ist. 
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auf der Fliche, welche durch alle 6 Doppelpunkte hindurchgehen. 
Zu solchen Curven gelangen wir, wenn wir die durch die 6 Doppel- 
punkte bestimmte Curve der dritten Ordnung von einem beliebigen 
ihrer Punkte aus auf die Fliiche projiciren. Der Projectionskegel ist 
von der zweiten Ordnung und schneidet die Fliche in einer Curve 
der achten Ordnung, von welcher die Doppelpunkte der Flache eben- 
falls Doppelpunkte sind. Diese Curve der achten Ordnung zerfallt in 
die Curve dritter Ordnung und in eine Curve der fiinften Ordnung 
von der bezeichneten Art. 

Einem jeden Punkte der Curve dritter Ordnung entspricht also 
eine solche Curve der fiinften Ordnung. Die dem Doppelpunkte der 
Flache entsprechenden Curven zerfallen in 5 gerade Linien. 


Bei besonderer Lage der gegebenen 6 Punkte treten Modificationen 
in der Flaiche vierter Ordnung ein, welche wir mit Hiilfe der Glei- 
chungen (1) oder (13) leicht verfolgen kénnen. 

Wenn z. B. von den 6 gegebenen Punkten 4 in einer Ebene lie- 
gen, was wir dadurch ausdriicken, dass wir etwa den Punkt a [Glei- 
chung (13)] in die Coordinatenebene x, = 0 verlegen, also a, = 0 
setzen, so zerfillt diese Gleichung in 

0, Gab, azb, 
th aah tb 9 
z,=0O und 2, By ty | % % % % | oe Q, 
| @ @, a, O0| 
ek ees 

Die letzte Gleichung stellt eine Fliche der dritten Ordnung dar, 
welche diejenigen beiden der gegebenen Punkte zu Doppelpunkten hat, 
welche nicht in der Ebene x, = 0 liegen. 

Lassen wir auch noch den Punkt b in die Ebene x, = 0 fallen, 
so sondert sich abermals die Ebene x, = 0 ab und der iibrige Theil 
der Flaiche wird durch den Kegel zweiter Ordnung gebildet: 


| 
| Ayby Ggbg azb, 





2, @ Bs 
Ly Ly X. = 0 
p23) Gd; @, ay 4 
b Bb 45; 
welcher den der Ebene x, = 0 gegeniiber liegenden Eckpunkt des 


Coordinatentetraeders zum Scheitel hat und durch die 5 in dieser 
Ebene gegebenen Punkte hindurchgeht. 

Offenbar kann jeder Punkt dieses Kegels Scheitel eines Kegels 
zweiter Ordnung sein, der durch die 6 gegebenen Punkte geht. 


Carlsruhe, im Marz 1871. 
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Note iiber Verzweigungsschnitte und Querschnitte in einer 
Riemann’schen Fliche. 


Von J. Liirora in Carisrune. 


Die folgenden Betrachtungen- beziehen sich auf eine algebraisehe 
n werthige Function s der complexen Variabeln z, welche a eintfache 
Verzweigungspunkte besitzt. 

In der Ebene, welche zur Darstellung der Variabeln z dient, sei 
ein Punkt C angenommen, der kein Verzweigungspunkt ist und in 
welchem die Function s die Werthe s,s, ..s, hat. Jedem Verzwei- 
gungspunkte sind nun zwei dieser 2 Werthe derart zugeordnet, dass 
sie ineinander iibergehen, wenn man von C aus um jenen Punkt bis 
nach C zuriick eine Schleife, d. h. eine Curve mit einem kleinen, den 
Punkt umgebenden Kreis durehliiuft. Welche Wurzeln es sind, hiingt 
von der Gestalt der Schleife in gewissem Grade ab, indem zwei Schlei- 
fen eines Punktes nur dann dieselben beiden Wurzeln verbinden miis- 
sen, wenn sie zusammen keinen weiteren Verzweigungspunkt ein- 
schliessen. 

Construirt man ein Polygon, dessen Ecken die Verzweigungs- 
punkte sind und dessen Seiten, die, wenn ndthig, krummlinig sein 
kénnen, weder sich schneiden, noch durch den Punkt C gehen, so 
sind die Wurzeln, welche einem Verzweigungspunkte zugeordnet sind, 
vollstiindig bestimmt, wenn man festsetzt, dass die Schleifen (abge- 
sehen von den kleinen Kreisen) nur in dem Theile der Ebene ver- 
laufen sollen, in welehem der Punkt C liegt und welcher der innere 
heissen soll. Im Folgenden ist diese Annahme stets gemacht. Wenn 
dann eine Schleife eines Punktes die Wurzel s; mit einer anderen ver- 
bindet, so soll er zur Wurzel s; gehérig heissen. 

Man kann nun stets ein Polygon angeben, dessen Ecken in n — 1 
Grruppen von aufeinander folgenden Ecken zerfallen, sodass jede Gruppe 
eine gerade Zahl von Ecken enthiilt, deren Schleifen die néimlichen beiden 
Wurzeln verbinden. 

Man beweist diesen Satz, indem man zeigt, wie aus irgend einem 
Polygon ein anderes mit den genannten Kigenschaften abzuleiten ist. 
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Hierzu kann man die folgenden beiden Operationen anwenden. Die 
Eckpunkte des Polygons seien bei einer beliebigen Fortschrittsrichtung 
bezeichnet durch 1, 2, .. w. Man kann nun einen Eckpunkt £ nach 
einem vorhergehenden «@ einschalten und ein neues Polygon ableiten, 
indem man die Seite @ «+ 1 ersetzt durch einen Linienzug von a 
nach 6 und zuriick nach «+ 1, dann aber von 6 —1 direct iibergeht 
zu B-+- 1. In dem so entstehenden neuen Polygon ist nach der frii- 
heren Bezeichnung die Aufeinanderfolge der Ecken ..a, B, a + 1, 
«e+2...B—1, B+ 1,.... Diese Einschaltung kann so ge- 
schehen, dass der Zug «6 « + 1 ganz im Innern des ersten Polygons 
verliuft; in diesem Falle mége die Linie « 6 in Verbindung mit dem 
Stiicke von a bis 6 des alten Polygons den Punkt C ausschliessen. 
Oder jener Zng kann ganz auf der iiusseren Seite verlaufen. Diese 
beiden Arten der Einschaltung sollen als erste und zweite Art be- 
zeichnet werden. Eine Vergleichung der Schleifen, welche vor und 
nach der Einschaltung zu den Kcken fiihren, ergiebt nun ohne Schwie- 
rigkeit, dass bei dem ersten Verfahren ein Punkt der Reihe « + 1, 
«a+ 2,..6—41, der vor der Einschaltung zugeordnet war den 
Wurzeln 


Sj Sr ? Si Sm » SS ? Sk Sm 


(wo / und m von « und & verschieden), nach der Einschaltung ver- 
bindet resp. die Wurzeln 

SiSky> StSmy SeSiy SiSmy 
wenn der eingeschaltete Punkt B den beiden Warzeln s; und s zu- 
geordnet war. Die Schleifen aller iibrigen Punkte verbinden dieselben 
beiden Wurzeln wie vorher. 

Beim zweiten Verfahren iindern sich nur die Wurzeln, welche 
dem Verzweigungspunkte B selbst zugeordnet sind und zwar in fol- 
gender Weise. Vor der Einschaltung fiihre die entsprechende Schleife 
von s; zu s;. Durchliiuft man das Schleifensystem 6 — 1, B —2,... 
«+ 1 mit s; beginnend, so gelange man zu s,, mit s; beginnend 2u s,,. 
Dann fiihrt nach der Einschaltung die Schleife des Punktes B von 
S$; WU Sp. 

Man sieht, wie man durch wiederholte Anwendung dieser Opera- 
tionen ein Polygon herstellen kann, in welechem die Ecken in Gruppen 
von aufeinanderfolgenden Ecken zerfallen, sodass alle Verzweigungs- 
punkte einer Gruppe denselben beiden Wurzeln zugeordnet sind und 
diese Wurzelpaare sich folgen, wie die geordneten Combinationen von 
S;S_ .- S, zu je zweien. In einem solehen Polygon muss in jeder 
Gruppe die Anzahl der Ecken gerade sein. Durchliiuft man niimlich 
das ganze Schleifensystem, mit der Wurzel s, beginnend, so muss man 


wieder zu s, zuriickkehren. Man fange nun bei der Gruppe von 
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Schleifen an, welche s, mit s, verbinden. Wiire die Anzahl derselben 
ungerade, so wiirde man nach ihrer Durchlaufung in C mit s, ankom- 
men und kénnte nach der Anordnung des Schleifensystems nicht mehr 
zu s, zuriickkehren. 

Indem man hiervon Gebrauch macht, zeigt man, dass die Zahl 
der Schleifen, welche s, mit s, verbinden, gerade sein muss u. s. w. 
fiir alle s, zugeordneten Gruppen. Indem man auch das Schleifen- 
system mit s,, s, ... durchliiuft und immer von allen friiheren Resul- 
taten Gebrauch macht, ergiebt sich die allgemeine Richtigkeit. 

Man wiihle nun » — 1 Schleifen so aus, dass man mit ihrer Hiilfe 
von jeder Wurzel zu jeder anderen gelangen kann, was stets mdglich 
ist, wenn s eine irreductible Function von z ist (vergl. Clebsch und 
Gordan, Abel’sche Functionen, pag. 83). Diese Schleifen und die 
Gruppen, welchen sie angehdren, médgen fundamentale heissen. Man 
kann nun jede nicht fundamentale Gruppe so einschalten, dass ihre 
Schleifen fundamentale werden. 

Die Verzweigungspunkte seien den Wurzeln s; und s, zugeordnet 
wnd die Reihe von fundamentalen Schleifen, die zu durchlaufen ist, 
um von s; zu s zu gelangen, sei die folgende 5; Sq, SaS3, Sp Sy «++ SuSk- 
Man trenne nun die Gruppe s;s_ in zwei Theile, deren einer aus einem 
Punkte besteht und schalte die ganze Gruppe s;s; nach der ersten 
Art zwischen diese beiden Theile ein. Da die Zahl der eingeschalteten 
Punkte gerade ist, indern sich die Wurzeln nicht, welche den ein- 
zeluen Punkten zugeordnet sind. Bezeichnen wir die Ecken durch die 
Indices der Wurzeln, welche ihnen zugeordnet sind, so hat man jetzt 
die Anordnung (i@) .. (ia) (ik) (tk)... (ék) (¢@). Schaltet man nun 
das letzte (¢@) ebenfalls nach der ersten Art ein vor den Punkten (7k), 
so entsteht die Reihenfolge (i@).. (ia) (ia) (ak) (a@k)...(ak). In dem so 
enstandenen neuen Polygon gehiéren also jene Verzweigungspunkte zu 
den Wurzeln sg s;. Durch iihnliche Combination mit der Gruppe sq s3 
werden die zugeordneten Wurzeln sz 5; u. s. w., schliesslich sind sie 
den Wurzeln s,s, zugeordnet, d. h. sie gehéren einer fundamentalen 
Gruppe an. Da ihre Zahl gerade geblieben ist, kann man die ganze 
Gruppe mit den schon vorhandenen vereinigen, ohne eine Aenderung 
der den iibrigen Ecken entsprechenden Wurzeln. Hiermit ist der oben 
ausgesprochene Satz bewiesen. 

Wenn man nun nach Riemann die Function s in einer » bliitte- 
rigen F'liiche eindeutig darstellen will, so hat man Verzweigungsschnitte 
zu legen, iiber welche hiniiber die Bliitter ineinander iibergehen. Dies 
kann unter Anderem so geschehen, dass man von einem Punkte C’ 
auf der iiusseren Seite des zuletzt construirten Polygons nach alien 
Verzweigungspunkten Linien zieht, welche ganz im iiusseren Theile 
verlaufen und sich nicht schneiden; iiber eine solche Linie hiniiber 
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setzen sich dann die Bliitter ¢ und & ineinander fort, wenn die ent- 
sprechende Schleife von s; nach s, fiihrt. Man kann also auch den 
Satz aussprechen: Die Verzweigungsschnitte kinnen so gelegt werden, 
dass sie in n — 1 Gruppen zerfallen, sodass die Schnitte einer Gruppe 
dieselben beiden Blitter verbinden. 

Eine x bliitterige Fliche mit w Verzweigungspunkten kann durch 
2p = w — 2 (n — 1) Querschnitte in eine einfach zusammenhiingende 
verwandelt werden. Von besonderer Wichtigkeit ist das Querschnitt- 
system, welches Riemann in § 19 und ff. seiner Abhandlung iiber 
Abel’sche Functionen zu Grunde legt und welches man ein kano- 
nisches System genannt hat. Wenn die Verzweigung nach dem obigen 
Satze angeordnet ist, lisst sich ein soleches System leicht angeben. 
Unter den » — 1 Gruppen fasse man diejenigen von den aj, Schnit- 
ten ins Auge, welche die Bliitter ¢ und / miteinander verbinden. 

Man lege eine geschlossene Curve, welche nur die beiden ersten 
Schnitte iiberschreitet und also zum Theil im /'*", zum Theil im /'" 
Blatte verliuft; von einem Punkte dieser Curve ziehe man iiber den 
zweiten und dritten Schnitt hiniiber eine zweite geschlossene Curve 
nach jenem Anfangspunkte zuriick. Diese beiden bilden zusammen 
zwei Querschnitte, wie sie Riemann mit a, b bezeichnet. Zwei andere 
erhilt man, indem man eine Curve zieht, welche die 4 ersten Ver- 
zweigungsschnitte iiberschreitet und von einem ihrer Punkte eine ge- 
schlossene Curve legt durch den vierten und fiinften Schnitt. Mit 
Benutzung von w,, — 1 Verzweigungsschnitten erhilt man auf diese 
Art w;, — 2 Curvenpaare, die durch passende Curvenstiicke (¢ bei 
Riemann) in Verbindung gesetzt, ebenso viele Querschnitte sind. 
Verfaihrt man so mit allen Gruppen und setzt die einzelnen Quer- 
schnittsgruppen durch Verbindungsstiicke ¢ in Zusammenhang, so ent- 
stehen w — 2(n — 1) = 2p Querschnitte. Da die beiden Seiten dieses 
Systems semer Entstehung nach in einem Zuge durchlaufen werden 
koénnen, so ist die Fliiche nicht zerstiickt und demnach einfach zu- 
sammenhiingend. Ganz auf iihnliche Art kann man verfahren, wenn 
man die Seiten des zuletzt construirten Polygons selbst zu Verzwei- 
gungsschnitten nimmt, wobei, wie leicht zu ersehen ist, nur jede un- 
gerade Seite ein wirklicher Verzweigungsschnitt wird. 


Carlsruhe, im April 1871. 
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Lehrsiitze und Aufgaben tiber die Kugel. 


Von Fr. G. ArroutTer in SoLornurn. 


Der grosse Geometer Steiner verdffentlichte im Band 1. des 
Journals fiir reine und angewandte Mathematik eine Menge von Lehr- 
siitzen und Constructionen iiber den Kreis. Am gleichen Orte wies 
er jedoch auf einige Aufgaben hin, als: 1. Drei Kreise durch einen 
vierten unter gegebenen, wind 2. Vier Kreise durch einen fiinften 
unter gleichen Winkeln zu schneiden, ohne dass er irgendwo die zuge- 
hérigen Lésungen und Constructionen angegeben hiitte. Die Construe- 
tionen der der ersteren genannten Aufgabe entsprechenden im Raume: 
Vier Kugeln durch cine fiinfte unter gegebenen Winkeln zu schneiden, 
habe ich in Band 16, der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik ge- 
geben, wiihrend ich hier die Lisungen zu der der zweiten im Raume 
entsprechenden: Fiinf Kugeln durch eine sechste unter gleichen Winkeln 
cu schneiden, so wie die Lésungen zu einigen andern mit dieser ver- 
wandten Aufgaben angeben werde. 


- I. 


Schneiden wir azwei Kugeln k, und &, durch eine iiussere oder 
innere Aehnlichkeitslinie, so entstehen auf derselben je zwei dussere 
oder innere direkte wid inverse Punktepaare. Das Produkt der Ab- 
schnitte, gebildet aus dem entsprechenden Aehnlichkeitspunkt und den 
Punkten des zugehérigen inversen Paares ist constant und gleich der 
fiusseren oder inneren gemeinsamen Potenz der Kugeln k, und k,. Be- 
zeichnen wir die Aehnlichkeitspunkte mit a,, und ¢,,, die Radien der 
Kugeln /, und k, mit 7, und 7,; ihre Centrallinie mit @,, und die ge- 
meinsamen Potenzen mit p, und p;, so sind die Werthe dieser Groéssen 
durch die Gleichungen 
(1) = On ales" i " “= 9)°] : p= " rel(s Fre)? — O12"| 

(", — ")* (T+ 12)? 
gegeben. 

Beschreiben wir aus den Punkten a,, und 7,,, als Mittelpunkten, 
die Kugeln a,, und 7,, mit den Radien / pz und Y p;; so kann man 
nach dem Prineip der reciproken Radien die Kugeln /, und &k, als 
13 
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reciproke Kugeln ansehen, in Bezug auf a,, und ¢,, als transformative 
Kugeln. Es gehéren somit die Kugeln a,, und ¢,, der durch die Ku- 
geln k, und k, gebildeten Kugelschaar an und schneiden sich folglich 
rechtwinkelig. Wir bezeichnen diese Kugeln mit dem Namen der 
diusseren und inneren orthogonalen Potenzkugeln oder auch blos als 
Potenzkugeln. 

Schneidet eine Kugel M die eine oder andere Potenzkugel recht- 
winkelig, so ist sie ihre eigene reciproke. Denn jede durch den Mittel- 
punkt der Potenzkugel gelegte Gerade wird von dieser und der Kugel 
M in vier harmonischen Punkten geschnitten. Da sich zwei Kugeln 
unter dem niimlichen Winkel schneiden, wie ihre reciproken und da 
die Mittelpunkte der Kugeln /, und k, auf derselben Seite von a,, 
und zu verschiedenen Seiten von /,, liegen, so folgt: 

1. Jede Kugel, welche eine Kugel orthogonal schneidet, schneidet 
zwei auf diese bezogene reciproke Kugeln gleichwinkelig. Und wmge- 
kehrt. 

2. Jede Kugel, welche zwei gegebene Kugeln gleichwinkelig schneidet, 
wird von der diesen zwei Kugeln zugehirigen dusseren oder imneren 
Potenzkugel rechtwinkelig geschnitten. Die Schnittkreise, in denen die 
erstere Kugel die zwei gegebenen schneidet, liegen auf einem Kegel, 
dessen Spitze mit dem dusseren oder inneren Aechnlichkeitspunkt zu- 
sammenfillt. 

Die Kugel M bezeichnen wir als iiussere oder innere Kugel, je 
nachdem sie die Kugeln /, und /, gleich oder ungleichartig unter 
gleichen Winkeln schneidet. 

Legen wir von einem der Aehnlichkeitspunkte eine Tangente an 
die gleichnamige Kugel M, so ist nun leicht ersichtlich, dass die Ent- 
fernung / des Mittelpunktes der Kugel M von dem zugehérigen Aehn- 
lichkeitspunkt durch die Gleichungen 
(2) l2=pat Rk; fF=p+ Rk 
gegeben ist. Diese Gleichungen gelten fiir die Kntfernungen aller 
Mittelpunkte solcher Kugeln M, deren Radius gleich FR ist. Man hat 
daher: 

3. Die Mittelpunkte aller Kugeln, welche mit einem  bestimmten 
Radius beschrieben, zwei der Lage und Grisse nach gegebene Kugeln 
gleichwinkelig und gleich - oder ungleichartig schneiden, licyen auf Kugeln, 
deren Mittelpunkte mit den Aehnlichkeitspunkten jener zwei Kugeln zu- 
sammenfallen und deren Radien 1, und 1; beziehlich durch die Glei- 
chungen (2) gegeben sind. Wir heissen diese Kugeln diussere und innere 
Mittelpunktenkugeln, dem Radius R zugeordnet. 

Die beiden einander zugeordneten iiusseren und inneren Mittel- 
punktenkugeln a,, und ¢,, schneiden einander in einem Kreise, dessen 
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Punkte Mittelpynkte sowohl von ijiusseren als von inneren Kugeln 
M sind, d. h. sie sind die Mittelpunkte solcher Kugeln M, die die 
Kugeln /:, und i, orthogonal schneiden. Dieser Schnittkreis hegt daher 
in der Potenzebene der Kugeln /, und /,. Wir haben somit: 

4. Die Potenzebene von zwei Kugeln ist auch die Potenzebene von 
zwei cinander und einem bestimmten Radius zugeordneten, zu jenen gwei 
Kugeln gehirenden, Mittelpunktenkugeln. 

5. Die Mittelpunkte aller Kugeln von gegebenem Radius, die zwei 
der Lage und Grosse nach gegebene Kugeln rechtwinkelig schneiden, 
liegen auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt in den Durchschnittspunkt 
der Centrallinie mit der Potenzebene der zwei Kugeln fallt. 

Lassen wir den Radius 2? der Kugel M gleich Null werden, so 
hat man 
(3) la? = pay I? = pi, 

d. h. 

6. Die Punkte der Potenzkugeln zweier Kugeln lassen sich als 
Kugeln von dem Radius Null ansehen, die diese zwei gleichwinkelig 
schneiden. 

Folgerungen 1. Mit Hilfe der bis dahin erhaltenen Resultate kann 
man nachfolgende Aufgaben lésen: 

1. Aufgabe. Aus einem gegebenen Punkt als Mittelpunkt eine 
Kugel so zu beschreiben, dass sie zwei der Lage und Grosse nach 
gegebene gleichwinkelig schneide : 

Man legt von dem gegebenen Punkte wnd an jede der zu den zwei 
Kugeln gehérenden Potenzkugeln Tangenten, sind die Liingen dieser 
Linien die Radien der gesuchten Kugeln. Wir haben somit zwei Li- 
sungen und folglich ist: 

7. Jeder Punkt des Rawnes ist Mittelpunkt von zwei (reellen, einer 
reellen und einer imagindren, oder von zwei imaginiren) Kugeln, (einer 
diusseren und einer inneren), welche zwei der Lage und Grosse nach 
gegebene Kugeln gleichwinkelig schneiden. 

2. Aufgabe. Mit einem gegebenen Radius Ff? eine Kugel so zu 
beschreiben, dass sie zwei der Lage und Grosse nach gegebene Kugeln 
gleichwinkelig schneide und ausserdem ihren Mittelpunkt auf einer 
gegebenen Geraden liegend habe. 

Man construire mit Hilfe der Gleichungen (2) die dem Radius R 
zugeordneten Mittelpunktenkugeln, so sind alsdann die Schnitte dieser 
Kugeln mit der gegebenen Geraden die Mittelpunkte der verlangten 
Kugeln. Es geniigen also zwei iiussere und zwei innere Kugeln der 
Aufgabe. Die Mittelpunkte dieser Kugeln liegen zu den Fusspunkten 
der von dem iiusseren oder inneren Aehnlichkeitspunkt auf die ge- 
gebene Gerade gefiillten Normalen. Die beiden iiusseren’ Kugeln 
13* 
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— M, wnd M, — schneiden die tiussere Potenzkugel a,, rechtwinkelig, 
d. h. der tiussere Aehnlichkeitspunkt a,, ist Potenzpunkt in Bezug auf 
die Kugeln M, und M,. Die Potenzebene dieser Kugeln geht somit 
durch den jiusseren Aehnlichkeitspunkt. Ebenso zeigt man, dass die 
Potenzebene der beiden inneren Kugeln M,’ und M, durch den inneren 
Aehulichkeitspunkt ¢,, der Kugeln 4, und k, geht. Wir haben so: 

8. Die Kugeln, welche zwei gegebene Kugeln gleichwinkelig und 
zwar gleich- oder ungleichartig schneiden' und deren Mittelpunkte auf 
einer Geraden liegen, bilden je eine Kugelschaar. Ihre Potenzebene geht 
im ersten Fall durch den diusseren und im zweiten Fall durch den 
inneren Achniichkeitspunkt der zwei gegebenen Kugeln. 

An diese Siitze schliessen sich ohne weiteres die zwei nachfolgen- 
den an. 

9. Die Punkte einer belicbigen Ebene, welche als Mittelpunkte von 
Kugeln von bestimmtem Radius, die zwei der Lage und Grosse nach 
gegebene Kugeln unter gleichen Winkeln schneiden, anzusehen sind, 
liegen auf zwei Kreisen. Die Mittelpunkte dieser Kreise sind die Fuss- 
punkte der aus den Achnlichkeitspunkten auf die Ebene gefillten Lothe. 
Sie sind also immer reell , wihrend die Kreise selbst imaginir sein kinnen. 

10. Es giebt zwei Kugeln von bestimmtem Radius, die zwei der Lage 
und. Grésse nach gegebene Kugeln rechtwinkelig schneiden und thre 
Mittelpunkte in ciner belichigen Ebene liegend haben. 


Il. 


Nehmen wir zu den zwei Kugeln &, und &, noch eine dritte, die 
Kugel k, hinzu, so erhalten wir sechs Aehnlichkeitspunkte zu je drei 
auf vier Geraden — den Aehnlichkeitsaxen liegend. Wir erhalten ebenso 
viele mit diesen Punkten gleichbezeichnete Potenzkugeln und je einem 
bestimmten Radius zugeordnete Mittelpunktenkugeln. Wir bezeichnen 
die zu den Kugeln k, und k, gehérenden Aehnlichkeitspunkte mit 
dz, und i,,, wo £ und y ungleich aber die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten. 
Von diesen Aehnlichkeitspunkten liegen 

1. Gyo} G33 Gg, auf der Aehnlichkeitsaxe Ajp3 . 


9 fiw. rs 
=- Gos “33 423 99 ” ” As3,12. 
a — 

M8 Uo5 B35 423 92 99 ” ” Ags. 
4. igns tig5 Gog 9p 99 ” ” Aj 93. 


Die Potenzebenen /,,; /,,; l,,, zu je zwei der drei Kugeln / gehérend, 
schneiden sich in einer Geraden, der Potenzgeraden 4,,5. 

Die Potenzkugeln a,,; a,, schneiden sich in einem Kreise, dessen 
Punkte nach Satz 6. als Kugeln von dem Radius Null aufzufassen 
sind, die sowohl /, und k, als k, und k,, doch alle drei Kugein & 
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gleichwinkelig und gleichartig schneiden. Dieser Kreis muss daher 
auch auf der Potenzkugel a,, liegen. Es schneiden sich also alle drei 
Potenzkugeln a,,; @3; 3 in einem Kreise. Ebenso zeigt man, dass 
sich die Potenzkugeln @,.3 i;;3 % 3; und ; 

i193 G33 tg3 wie 

t123 %433 Geog Je in einem Kreise schneiden. 

Man hat daher. 

11. Die sechs zu drei Kugeln gehirenden Potenzkugeln schneiden 
sich viermal zu je dreien in einem Kreise und zwar einmal alle drei 
diussere und dreimal je zwei innere mit der nicht zugehdrigen dusseren. 

Ist die Kugel MW in Bezug auf die Kugeln k,; k,; k, eine iiussere, 
so muss sie die drei faiusseren Potenzkugeln rechtwinkelig schneiden, 
d. h. der Mittelpunkt WZ liegt auf der Potenzebene é:; der drei Potenz- 
kugeln G93 G33 G3. Ist hingegen die Kugel M in Bezug auf zwei 
der drei Kugeln eine diussere, hingegen in Bezug auf die Kugelpaare, 
gebildet durch die iibrige dritte Kugel und je einer von diesen zweien 
eine innere, so muss sie die zugehdrigen iusseren und inneren Potenz- 
kugeln rechtwinkelig schneiden. Der Mittelpunkt dieser Kugel muss 
daher auf der Potenzebene dieser drei Potenzkugeln liegen. Wir be- 
zeichnen diese Potenzebenen mit é1,233 &2,313 &3,12, SO dass &»; zu den 


yue 


_Potenzkugeln @,,3 ¢).3 3, U. 8. Ww. gehdren. Diese vier Ebenen « 


gehen siimmtlich durch die Potenzlinie gi23; denn die Punkte dieser 
(ieraden sind Mittelpunkte solcher Kugeln, welche die drei Kugeln 
k,3 ky; ks rechtwinkelig, d. h. sowohl gleich- als ungleichartig schneiden. 
Wie ersichtlich, stehen die Ebenen é2; u. s. w. beziehlich auf den 
Aehnlichkeitsaxen Aj:; u. s. w. normal; so dass: 

12. Die Mittelpunkte aller Kugeln, die drei der Lage und Grisse 
nach gegebene Kugeln unter gleichen Winkeln schneiden, auf’ vier durch 
die Potenzlinie hindurchgehenden, auf den Achnlichkeitsaxen beziehlich 
normal stehenden Ebenen liegen. : 

Construiren wir zu den drei Kugeln i die einem Radius BR bei- 
geordneten Mittelpunktenkugeln, so schneiden sich, wie ersichtlich, 
die sechs entstehenden Kugeln viermal zu je dreien in einem Kreise 
und zwar in gleichen Gruppen wie die Potenzkugeln und haben so: 

13. Die Mittelpunite aller Kugeln von gegebenem Radius, die drei 
Kugeln gleichwinkelig schneiden, auf Kreisen liegend. Diese Kreise 
schneiden sich in den néimlichen zwei Punkten der Potenzlinie, der drei 
Kugeln. Es giebt daher zwei Kugeln von bestimmten Radien, die drei 
der Lage und Grosse nach gegebene Kugeln rechtwinkelig schneiden. 
Thre Mittelpunkte liegen symmetrisch zu der Ebene, in der die Mittel- 
punkte der Kugeln k liegen. 

Folgerungen 2. Schneiden wir die vier Mittelpunktenebenen ¢ 
zu drei Kugeln % durch eine Gerade, so folgt augenblicklich: 
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14. Es giebt vier Kugeln, welche drei der Lage und Grisse nach 
gegebene gleichwinkelig schneiden und thre Mittelpmkte auf einer Ge- 
raden legend haben. 

Unter Beachtung des Lehrsatzes 13. hat man: 

15. Es giebt acht Kugeln, dic mit einem gegebenen Radius be- 
schrieben drei Kugeln gleichwinkelig schneiden und die thre Mittelpunkte 
auf einer Ebene liegend haben. Die acht Mittelpunkte dieser Kugeln 
liegen viermal zu je zweien auf einer Geraden, die alle durch einen 
Punkt hindurchgehen. Diese vier Geraden bilden den Ort der Punkte 
in der Ebene, die sich als Mittelpunkte von Kugeln auffassen lassen, 
die dret gegebene gleichwinkelig schneiden. 


Il. 


Tritt zu den drei Kugeln / noch eine vierte — die Kugel h, — 
hinzu, so erhalten wir die Aehnlichkeitspunkte 
95 Qy35 Ons Go35 Cas ry 
tyes 433 Sas fash fans Gon 
lie je zu dreien auf den Aehnlichkeitsaxen 
Ajps 3 Ayer; Ags, 5 Aaa 
Aj .233 Aj 243 Ax 343 Ag 34 
Ag 313 As 413 A341} A3,42 
As 123 Aj 123 Ags; Ay»; 
und achtmal zu je sechsen in einer Ebene, den Aehnlichkeitsebenen 
€12345 €1,2345 €2,1315 €3,1245 €4,123 
Cy2,345 €13,245 14,23 
liegen. 
Die Potenzgeraden giy25; gi2i3 Jin} gest, ZU je drei der vier Kugeln 
k gehdrend, schneiden sich in dem Potenzpunkt P oder Pyy;, der vier 
Kugeln. Je drei der vier Kugeln / besitzen vier Mittelpunktenebenen «, 
welche je durch die zugehérige Potenzlinie und folglich alle durch den 
Potenzpunkt P hindurchgehen. Wir haben die Mittelpunktenebenen 
€1235 €1,23) €2,31) €3,12 
&1243 1,245 €2,145 €4,12 
€1345 €1,343 €3,145 €4,13 
€2345 €2,345 €3,245 €4,23 - 
Von diesen gehen je die in horizontaler Reihe geschriebenen durch die 
Potenzgeraden 91233 i213 91313 goss. Diese Ebenen schneiden sich in 
= Pa = 120 durch P gehenden Geraden. Zu diesen gehdren die Potenz- 


veraden y als sechsfache Linien. Wir haben nun noch die 96 iibrigen 
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Schnittlinien aufzusuchen, und ihre Bedeutung zu ermitteln. Die Ebene 
é2; wird von allen zwoélf Ebenen. é, bis & 23 geschnitten. Die 
Schnittlinie mit der Ebene ¢&., sei mit gi23, bezeichnet. Jeder Punkt 
dieser Geraden ist erstens als Mittelpunkt einer Kugel, die die Kugeln 
k,; k,; k, und zweitens als Mittelpunkt einer Kugel, die die Kugeln &, ; 
k,; k, gleichartig und gleichwinkelig schneidet, aufzufassen. Diese 
beiden Kugeln fallen daher zusammen, weil diese beiden Kugeln in 
Bezug auf k, und k, iiussere sind und nach Lehrsatz 7. jeder Punkt 
des Raumes in Bezug auf zwei Kugeln Mittelpunkt von nur einer 
iiusseren Kugel ist. Die Punkte der Geraden 413, sind also Mittel- 
punkte von Kugeln, die alle vier Kugeln / gleichwinkelig und gleich- 
artig schneiden. Durch diese Geraden miissen daher auch die Ebenen 
€i34 und é& 3; gehen. Die Ebene é, 3 wird von der Ebene é 2 in 
Geraden 4,123 geschnitten. Jeder Punkt dieser Geraden ist Mittelpunkt 
einer Kugel, welche die Kugeln k,; k,; k, gleichartig und eine Kugel, 
welche die Kugeln k, und k, gleichartig, hingegen aber je die Kugel- 
paare k, und k, wie k, und k, ungleichartig schneiden. Es fallen 
daher nach Lehrsatz 7. diese beiden Kugeln ebenfalls zusammen: Es 
miissen daher durch diese Gerade die Ebenen & 23; und é,,3 gehen. 
Die Schnittlinien der Ebene é,25 mit den sechseckigen Ebenen enthalten 
Punkte, die sich als Mittelpunkte von Kugelpaaren ergeben, von 
denen die eine Kugel in Bezug auf zwei der drei Kugeln k,; k,; ke, 
eine innere und die andere eine iiussere ist, die somit nicht zusammen- 
fallen. Auf gleiche Weise zeigt man, dass in jeder der Ebenen ¢ zwei 
Geraden g liegen, deren Punkte sich als Mittelpunkte von Kugeln MY, 
die die vier Kugeln k gleichwinkelig schneiden, auffassen lassen, und 
sieben Geraden, bei denen dies nicht stattfindet. Wir erhalten so nach- 
folgende Zusammenstellung. 
Die Ebenen é123; &1213 €1313 224 Schneiden sich in der Geraden g234 


€1935 €4,12) €4,135 €4,23 ” ” ” ” 94,123' 
€1245 €3,12) €3,145  €3,24 ” ” » ” 93.124 
€1345  €2,13} €2,145 €2,34 ” ” ” » =: J2, 134 
€2345 1,343 1,235 1,24 ” ” ” ” 91,234 
€1,235 €4,235 €2,14) €3,14 ” ” ” ” 914,23 
€1,245 €3,245 €2,13;  €4,13 ” ” ” ” 913,24 
£1,343 2,345 &3,12} €4,12 ” ” ” ” 912,34 


Jede dieser Geraden g repriisentirt sechs Schnittgeraden, weil durch 


jede vier Ebenen hindurchgehen. Diese acht Geraden g stehen be- 


ziehlich auf den ackt Aehnlichkeitsebenen der vier Kugeln normal, 
weil je die vier durch diese Geraden hindurchgehenden Ebenen « je 
auf einer in der betreffenden Aehnlichkeitsebene liegenden Aehnlich- 
keitsaxe normal steht. Es ist gj.3; normal zu éjy;; u. s. Ww. und wir 
haben so: 














192 Fr. G. Arronrer. 

16. Die Mittelpunkte aller Kugelu, welche vier der Lage und Grosse 
nach gegebene gleichwinkelig schneiden, liegen auf acht durch den Potenz- 
punkt der vier Kugelu hindurchgehenden und je auf den Achnlichkeits- 
ebenen normal stehenden Geraden — den Mittelpunktengeraden. 

Denken wir uns die einem bestimmten Radius beigeordneten Mittel- 
punktenkugeln construirt, so hat man ohne weiteres: 

17. Die zwilf zu vier Kugeln und cinem bestimmten Radius bei- 
geordueten Mittelpunktenkugeln schneiden sich achtmal zu je sechs in 
zwei Punkten, und zwar 

1. Einmal alle sechs dusseren ; 

2. Viermal drei dussere mit den drei nicht zugehdrenden imneren ; 

3. Dreimal je vier innere mit zwei dusseren, 
und daraus folgt: 


18. Es gicht sechszchn Kugeln, welche mit einem bestimmten Radius 
beschricben vier gegebene Kugeln gleichwinkelig schneiden. Es sondern 
sich die Mittelpunkte dieser Kugeln achtmal in Paaren so ab, dass die 
eines jeden Paares zu der zugehirigen Achnlichkeitsebene symmetrisch 
liegen. 

Beschreibt man die zwoélf Mittelpunktenkugeln, welche dem Radius 
der Orthogonalkugel beigeordnet sind, so gehen diese siimmtlich durch 
den Potenzpunkt und schneiden jede Mittelpunktengeraden noch in 
einem weiteren Punkte. Man hat daher: 

19. Es giebt ausser der Orthogonalkugel noch acht Kugeln, welche 
mit dem Radius der Orthogonalkugel beschricben die vier Kugelu k 
gleichwinkelig schneiden. Die Mittelpmikte dieser Kugeln sind die Gegen- 
punkte des Potenzpunktes in Bezug auf die acht Achnlichkeitsebenen. 

Folgerung 3. Schneidet man die acht Mittelpunktengeraden g zu 
vier Kugeln & durch eine beliebige Ebene, so hat man: 

20. Acht Kugeln, welche vier der Lage und Grosse nach gegebene 
Kugeln gleichwinkelig schneiden und ihre Mittelpunkte in einer gegebenen 
Ebene liegend haben. 


IV. 


Kommt zu den vier Kugelu /,; k,; h,; k&, noeh eine fiinfte, die 
Kugel /, hinzu, so erhalten wir Systeme von -Aehnlichkeitspunktenge- 
raden und Ebenen, sowie von Mittelpunktenebenen und Geraden. Man 
hat die Mittelpunktengeraden : 


(1) Yr23a3 i235} 12453 13453 Jess 
(2) 91,2345 Ji2355 91,2455 Yis155 G2,s45 
u. Ss. W. 


und die Mittelpunktenebenen 
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(1) €i935 E1245 Faen5 E1say 135) Ena5) Ezsa, F235) €oa55 Faas 
(2) €1.235 €1,015 €1,255 €1345 1,355 ©1455 €2,345 €2,355 €2,455 €345 
u. Ss. W. 


Durch jede der Geraden g gehen die Ebenen, oder treffen sich wenig- 
stens im Potenzpunkt die Ebenen, welche mit den gleichen Indices 
behaftet sind, wie die Gerade selbst. Jede andere Ebene trifft die 
Geraden g in Punkten, die wir niher zu untersuchen haben. Die 
Gerade gi23; trifft die Ebene ¢.; in dem Punkte Dfo34;. Dieser Punkt 
ist der Mittelpunkt einer Kugel, die die vier Kugeln i, bis /, und der 
Mittelpunkt einer Kugel, die die drei Kugeln /,; /,; 4; gleichwinkelig 
und gleichartig schneiden. Diese beiden Kugeln schneiden also die 
Kugeln /, und /, gleichartig und miissen daher nach Lehrsatz 7. zu- 
sammenfallen. Mj25;5 ist somit der Mittelpunkt einer Kugel, die die 
simutlichen gegebenen fiinf gleichartig unter gleichen Winkeln schneidet. 
Durch diesen Punkt gehen daher die Geraden gj2313/ gi2s53 Ji2ts3 Jis4s} 
goss Wnd die zehn Ebenen é1235 é1213 1253 €1343 €1355 €1453 €2313 €2353 E2053 
és. Die Gerade gyo3, schneidet die Ebene é5;2 in dem Punkte M5,:054. 
Dieser Punkt ist der Mittelpunkt einer Kugel, welche die vier Kugeln 
k, bis k, gleichartig und gleichwinkelig und je /; in Bezug auf die 
vier erstern ungleichartig schneidet. Die Schnittpunkte der Geraden 
$izs1 Mit den obigen ebenen fiihren zu keinen Pankten mehr, die Mittel- 
punkte von Kugeln, die die gegebenen fiinf gleichwinkelig schnitten, 
wiiren. Denn wir sehen, dass jeder dieser Schnittpunkte Mittelpunkte 
von zwei Kugeln, von denen die eine irgend zwei der fiinf gegebenen 
Kugeln gleichartig und die andere sie ungleichartig aber gleichwinkelig 
schneiden und somit nicht zusammenfallen kénnen, Auf diese Weise 
sehen wir, dass es im Allgemeinen auf jeder Geraden g zwei Punkte 
M giebt und wir die sechszehn Punkte 
Mie315 5 M, 23153 Mo 31513 J 345125 Mi 51233 Ms,12343 My2,3153 M3152 
M4,:233 Mj5,231; A 23,4515 Mo15133 My5,1313 M54.5123 M35,1243 BU 45,123 
erhalten. Oder: 
21. Es giebt sechszehn Kugeln, welche fiinf der Lage und Grosse 
nach geygebene Kugeln gleichwinkelig schneiden, und zwar giebt es 
1. Eine Kugel, welche alle fiinf gleichartig, 
2. Fiinf Kugeln, welche je eine in Bezug auf die anderen vier 
ungleichartig und 
3. Zehn Kugeln, welche je zwei Kugeln in Bezug auf’ die anderen 
drei ungleichartig schneiden. 
An diese Resultate schliessen sich ohne weiteres die folgenden an: 
22. Von den Mittelpunkten der sechszehn, fiinf gegebene Kugelu 
gleichwinkelig schneidenden Kugeln liegen vierzigmal je zwei mit einem 
der fiinf Potenzpunkte in einer Geraden. Durch jeden Mittelpunkt gehen 
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fiinf und durch jeden Potenzpunkt gehen acht dieser Geraden. Ausser- 
dem liegen von diesen Mittelpunkten vierzigmal je fiinf mit zwei Potenz- 
punkten in einer Ebene. Von diesen Ebenen gehen durch jeden Mittel- 
punkt zehn, durch jeden Potenzpunkt sechszehn und durch jede der obigen 
Greraden vier. 

Es wiirden sich noch eine Menge von interessanten Resultaten 
ergeben, wenn man die Lagenverhiltnisse und metrischen Relationen, 
die zwischen den 16 Kugeln existiren, untersuchen wiirde. Besonders 
die Fragen: 1. Unter welchen Umstiinden reduzirt sich die Anzahl der 
Lésungen? 2. Wann und in welcher Zahl treten imaginiire Kugeln 
auf? 3. Wann und in welcher Zahl treten reelle, aber imaginiir schnei- 
dende Kugeln auf, lassen sich sehr einfach beantworten. Ich behalte 
mir vor, auf diese Beziehungen spiiter zuriickzukommen. 

Bemerkung. Es ist nun nicht mehr schwierig, die von Steiner 
gestellte Aufgabe: Vier Kreise durch einen fiinften unter gleichen 
Winkeln zu schneiden, zu lésen. 


Solothurn, den 17. Mira 1871. 














Ueber die Integration einer linediren Differentialgleichung 
. ner Ordnung.*) 


Von E. HossenretpeR in GRAUDENZz. 


Die Abhandlung Riemann’s iiber die durch die Gauss’sche 
Reihe I’ (@, B, y, #) darstellbaren Functionen (Abhandlungen der 
Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Godttingen Bd. 7) hat den 
Austoss zu Untersuchungen gegeben, welche die Theorie der lineiren 
Differentialgleichungen #‘** Ordnung erheblich geférdert haben. Herr 
Fuchs hat im 66. und 68. Bande des Crelle’schen Journals eine 
Reihe von Lehrsiitzen entwickelt, die den Verlauf der Integrale einer 
solchen Differentialgleichung in der Umgebung der Verzweigungspunkte 
erkennen lassen und besonders deshalb wichtig sind, weil sie die 
Bedingungen enthalten, welche eine Jlogarithmische Mehrdeutigkeit 
der Lésungen nach sich ziehen oder ausschliessen. Vou den dort ent- 
wickelten Siitzen mogen diejenigen, welche in dem Folgenden zur Ver- 
wendung kommen, hier kurz aufgeziihlt werden. 

Die zu behandelnde Differentialgleichung gehért zu der Klasse 
derjenigen , yovamn die Form ae 


d*y Tt = oe eT =) we hm - —1) da ay 
: es e—') 1... 4 (i—1)(@—1) @Y rte yy 
da” ai i ye da i wrt da 
wo W == (x — a) (© — ay)... (@ — ag), und f/f, eine ganze ratio- 


nale Function x'" Grades von # ist. Die singuliiren Punkte der Jn- 
tegrale einer solchen Differentialgleichung sind a,, a,, .. dy, 90; zu 
jedem derselben gehért eine Gleichung »'" Grades, von Herrn Fuchs 
die zu dicsem Punkte gehirige determinirende Fundamentalgleichung ge- 
nannt, deren Wurzeln 7,, 7, .-. 7 seien. Sind nicht zwei derselben 
gleich oder nur um ganze Zahlen verschieden, so giebt es ein Funda- 
mentalsystem von Integralen y,, y., .-- Yn von der Beschaffenheit, dass 


Yu = (4 — a)* Oxy (x= 1,2,...%), 
Wo gx eine in der Umgebung von a endliche, eindeutige und fiir 
x =a von 0 verschiedene Function von « bedeutet. Giebt es hin- 
gegen uuter den Wurzeln eine Gruppe von solchen, welche gleich 


Diese Arbeit ist, abgesehen von einigen Aenderungen in der Darstellung, 
zuerst erschienen in dem Ostern 1871 ausgegebenen Programm des Gymnasiums 
zu Graudenz, 


-_~ 


> 
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oder nur um ganze Zahlen verschieden sind, und enthialt diese Gruppe 
die Wurzeln r,, r,, ... ra, 80 gehért zu derselben ein System von 
4 Integralen : 


b=—x 


Ya = (x —ay'® E Gas [log (e — a), (X= 1,2,...2). 


Hierbei sind die Wurzeln r so geordnet zu denken, dass der reelle 
Theil irgend einer derselben nicht kleiner ist, als der reelle Theil ir- 
gend einer nachfolgenden. Die Functionen ,1, ... pz. sind in der 
Umgebung von « endlich, eindeutig und continuirlich und fiir « = a 
nicht simutlich 0. Fiir den singuliren Punkt « = oo gilt dasselbe, 


. 1 7 ° 
wenn man statt (7 — a) setzt —- In dem Falle, dass zwei oder melrere 


Wurzeln der Gruppe gleich sind, miissen Logarithmen auftreten; sind 
dagegen nicht zwei Wurzeln gleich, so kdnnen die mit Logarithmen 
behafteten Glieder verschwinden, und es werden hierfiir von Herrn 
Fuchs (Crelle, Bd. 68, Nr. 5—7) die analytischen Bedingungen eut- 
wickelt. 

Durch diese Betrachtungen sind die Integrale jeder solchen Ditfe- 
rentialgleichung den Fordertngen der modernen Analysis gemiiss durch 
das Verhalten an den Unstetigkeitsstellen ausreichend bestimmt; doch 
behalten diejenigen Fille ihr besonderes Interesse, in welchen es ge- 
lingt, fiir die Lésungen einen geschlossenen Ausdruck in Form eines 
bestimmten Integrals zu finden, zumal da durch die Integration zwischen 
imaginiiren Grenzen die lineiiren homogenen Kelationen, welche zwischen 
n-+ 1 Integralen einer Differentialgleichung x‘ Ordnung stattfinden 
miissen, sich leicht herstellen lassen. Angeregt durch die Vorlesungen 
und den Rath meines hochverehrten Lehrers, des Herrn Professor 
Richelot in Koénigsberg, bin ich mit diesem Zweige der Analysis 
beschiiftigt gewesen. Geleitet durch die Analogie bin ich, ausgehend 
von dem bestimmten Integral 


a—1 »— 1 f b _ 
Jw —a,)"~* (w—a,)"~*.... (4 — an) ' (wu — 2)" du, 


zwischen 2 Verzweigungspunkten der Function unter dem Integral- 
zeichen genommen, zu einer Differentialgleichung x'* Ordnung ge- 
langt, welche fiir » = 2 in die Differentialgleichung der hypergeome- 
trischen Reihe iibergeht. Inzwischen hat Herr Pochhammer die- 
selbe Differentialgleichung auf einem anderen Wege gefunden (Cre!le’s 
Journal Bd. 71, 8. 316). 


Herr Pochhammer geht aus von einer Function 


H (“> Any o-+ + On ) 
Se Sere © ; 


der er folgende Eigenschaften beilegt: 
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1) dieselbe soll das vollstiindige Integral einer lineiiren Differen- 
tialgleichung »'*" Ordnung sein; 

2) sie soll nur die » + 1 Werthe a,, a,, ... ad, und oo zu sin- 
guliiren Punkten haben; 

3) fiir jeden endlichen singuliiren Punkt a, soll sie in die Summe 
zweier Funetionen zerlegbar sein, von denen die erste einer 
convergenten, die ganzen positiven Potenzen von « — a, ent- 
haltenden Reihe mit willkiirlichen Constanten fiir die x — 1 
ersten Coefficienten gleich ist, wiihrend die zweite durch Divi- 
sion mit der Potenz (« —a,)’"*‘~' in der Umgebung des 

Punktes a, endlich, eindeutig und von Null verschieden wird, 
und eine »'® willkiirliche Constante zum Factor hat; 

4) fiir den singuliiren Werth 2 = oo soll sie in die Summe zweier 

Functionen zerlegbar sein, deren eine nach Division durch die 
Potenz a*—' einer convergenten, die negativen ganzen Poten- 
zen von « enthaltenden Reihe mit willkiirlichen Constanten 
fiir die » — 1 ersten Coefficienten gleich ist, wiihrend die 
andere, welche die »'° willkiirliche Constante enthiilt, eben- 
falls nach Division durch eine Potenz von @ fiir alle hin- 
reichend grossen Werthe des « eindeutig, endlich und von 
Null verschieden ist. 

Herr Pochhammer weist dann nach, dass die Ditferentialglei- 
chung, welcher die Function H geniigt, durch jene bestimmten Inte- 
grale gelést wird; jedoch besitzt von den » — 1 Integralen, von denen 
behauptet wird, dass sie in der Umgebung des Werthes a, endlich 
und eindeutig sind, das eine diese Kigenschaft nicht, wie schon Herr 
uchs (Crelle’s Journal Bd. 72) gezeigt hat. Dieses eine Integral, 
welches von a, bis # zu erstrecken ist, wo 4 von x verschieden sein 
muss, geht bei einem Umlauf von x um a, in eine lineiire Function 
anderer Integrale iiber, ist also jedenfalls in der Niihe von a, nicht 
eindeutig; jedoch kann ich mit der Behauptung des Herrn Fuchs, 
dass es deswegen in der Entwickelung fiir die Umgebung von a, Lo- 
garithmen enthalten miisse, nicht iibereinstimmen. An der betreffen- 
den Stelle dieser Arbeit, in der ich auch die noch fehlenden von Herrn 
Pochhammer iibersehenen Integrale aufstellen werde, komme ich auf 
den eben angeregten Punkt zuriick. 


Ks werde gesetzt: 
4 
\y 1 yy — 1 4 ! A, i 
(1) y== J (we — a,) (% — @,) vee (6 — 4)" (a xy du, 
« 


alsdann folgt durch Differentiation: 






























( 


ro) —f(a—=f rw) {tet 


f(b)- 
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a 3 : tae Jo - a,)" Jae ae” “(uu — af = du 
. = 


1)" * dy a tee" aay aa 


4— 1) (4 — 2)....(4— ) ga” 
Setzt man 
(uw —a,)(w—a,) .... (% — ay) = p(u), 
(uw — a, yi — yg a)” etait ale (wu — a,)*"” ' — O(n) , 
(s — a,)"—* (e—a,)"—"... (¢ — aa) (e — 2)*—* = f (us), 
so folgt durch oe aac me 


df (u) = f (u) ) {; a fee pe tn + i=" du, 


— a, *— (ty a, we - 
und durch Integration 


— +/ = —*\ du 


o— a, 


4 
; b= ; , Dd, p (uw) (u — & 
=| —4@,)°~*... (0 —4@,)*~ de ‘ieee : 
e 


¢ -— @, 


A4—n 
b, p (wu) (wu — &) 


m\ om f, a Nn il 
+ u—a, + (4 - n) p (uw) (uw — x) . 


Setzt man wu — x = &, also w — a, = § + w# —a,, wnd ent- 
wickelt man den Ausdruck in der Klammer nach Potenzen von &, so wird: 


b, ¢’ nu { ¢” 1 4 Z re gu "+ Xig gu 3 *- oe x Ps . 
h 4. b yan tq 1 +] a ye? ot X27 ge 1 4. Xx” 1\ 
‘ 2° s 29 ae aie hy J 
[(b) f(a) = {%(u) du : +. Fw Ss ou Ser ae tate 
e ad on n—-2 —3 a. 
* 4- 7, 7 fe” ‘+ J ae + Ee 4- bg + Xn 4 


+ (a an n) ¢ n—1 fe" + x' e” 1 af eX + x"! 


Hierin bedeutet X* die Summe der Produkte von je x der » Gréssen 
(a — a,),...(%@—a,), und X7 die Summe der Produkte von je x der 
n — 1 Groéssen (@ — a,) ... (@ — ay—1) (@ — ag41)... (w— a). 
Ordnet man nach Potenzen von £&, so erhilt man 


™ 


E <2 (Dd, -+- b, +- tee b,, -{- A Ww) 
+ & sin hae X3 _ is t hb, x + (a - be i} 
fa) = f@(w) an ¢’ x- “x1 +, Xt. AP bXEE n)X") 


a 


— "(b — ‘46 > ee. 4b, XE ver : n) X" 1 
4° —n) X" 














1 
dit. 
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Wenn nun f(b) — f(a) = 0 ist, so erhilt man hieraus durch Be- 
nutzung der Relationen (1) und (1a): 


O=(b, + b,4+---+b, + 4—n) oa [b, Xt ++ + On Xn + (A — mn) X'] S 
1 Py 
+ qapacey i+: +e +E—sH Fl 
(2) +(—-1" 4 Nee mi Bas. + by X ‘taxis avy 
n 1 rn . y. 
Soa a-t)...a—a ( — n) X a” 
Kolglich repriisentirt diese Formel (2) eine Differentialgleichung, welcher 
das Integral y (1) geniigen wird, sobald nur f(b) — f(a) = 0 ist. 
f(b) — f(a) wird zuniichst = 0, wenn a@ und b zwei der Grissen 


a,,..@, sind und die zugehérigen Exponenten einen positiven reellen 
Theil haben.*) f(a) verschwindet aber auch, wenn @ = oo ist und 
bo +--+ +b, +4—n <0. Diese Grenze oo hat Herr Pochham- 
mer tibersehen, obgleich sie ja auch bei dem bestimmten Integral, 
welches die gewdhnliche hypergeometrische Reihe summirt, auftritt. 
Schliesslich wird f(a) auch 0, wenn a =a und 4—n > 0 ist, doch 
ist hierbei zu beriicksichtigen, dass, wenn eine Grenze des Integrals 
« ist, bei den Differentialquotienten noch Glieder auftreten, welche 
von der Differentiation nach der Grenze herriihren. Integrirt man 
bis zu einem sehr nahe an «x liegenden Werthe x — ¢, so treten auf 
der linken Seite der Gleichung (2) eine Reihe von Gliedern auf, welche 
je nach Umstiinden fiir « = verschwinden oder unendlich werden. 
Die Bedingung fiir ihr Verschwinden muss also iibereinstimmen mit 
der Bedingung dafiir, dass die rechte Seite endlich ist. Somit kann 
man das Integral (1) auch mit dem Grenzwerth x als Lésung der 
Gleichung (2) ansehen, so lange es bis zu dieser Grenze integrirt einen 
Sinn hat, d. h. so lange 4 > 0, indem man weiss, dass seine Ditte- 
rentialquotienten bis zum »'** hin in irgend welcher véllig bestimmten 
Form existiren, auch wenn die Differentiation unter dem Integral- 
zeichen unstatthaft sein sollte. 

Das Integral (1) ist also, zwischen zwei beliebigen der Werthe 
(ly) Gy, «2+ Any &, CO erstreckt, eine Lésung der Differentialgleichung 
(2), so lange die Function unter dem Integralzeichen nicht fiir einen 
der Grenzwerthe so unendlich wird, dass die Integration bis zu dem- 
selben hin unzuliissig. Auch leuchtet ein, dass die Bedingungen 


& > &>9,.. Ak >B, 2 
Dtb+t--- +h +4—n <0 


*) Der Kiirze wegen mige in der Folge b > 0 oder ) << 0 immer bedenten, 
dass der reelle Theil der Grisse b positiv resp. negativ anzunehmen ist. 


dy 
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siimmtlich neben einander bestehen kénnen, wohingegen die Poch- 
hammer’schen Bedingungen b, > 0, ..., b, >0, 4—n>O eine 
Integration bis 00 unméglich machen wiirden.*) 

Es ist nun leicht, diese Differentialgleichung auf die Form zu 
bringen, welche Herr Pochhammer aufgestellt hat. Es lassen sich 
siimmtliche Grissen X‘ durch X" und siimmtliche Gréssen X? durch 
X"~' ausdriicken. Zu dem Ende bemerke man, dass X%, welches 
seiner Definition nach die Summe der Produkte aus je 4 der 2 l 
(iréssen 2 — a,, © — dy, ... L— Ay—1, © — Aggy». 2, L — My ist, 
= )-@ —*) a —* Glieder von je 
1 (w —1).(m — 2)... (mn —4 +1) rr 

1.2... (4 — 1) 


eine Summe sein muss, welche 


4 Factoren enthilt, wiihrend X; lieder 
von je 4 — 1 Factoren hat. 


Differentiirt man X%, nach a, so giebt jedes Glied eine Summe 


von A Gliedern, von denen jedes 4 1 Factoren enthiilt. Also ent- 
ts ax? (n — 1). (mn — 2)... (a — A) a ioe : 
hilt a - A Glieder mit je 4 — 1 Factoren. 
dil 1.2... A : 
“a 
4 a dX; eas es 
Die in —. enthaltenen Glieder kénnen aber nur der Anzahl nach 
sich von den in X2~' enthaltenen unterscheiden, also ist:. 
axé 
* \ ra—t 
qq = (w— A) i= « 
Aus demselben Grunde ist, wenn ich x 1 mit # vertausche: 
pu ‘i 
. =(n+ 1 ae. 
. . da 
Hieraus folgt: 
4 i 
— gee dX; 7 1 wa dX" 
ro os da a la 
ra a. 1 ey" 
yen 1 Oxy ae 
ahz — 2. dx! ’ é — 2 dae 
— f ly 1 
xe Jom 1 d” é X> xe : 1 a” “ x* 
“s n ae — 1)! da®—t—-! (4 — uM) ce"? 

Nun ist: 

X" ) =(a#—a,) (w@— ay)... (@-— Gr) = @ (2), 

rn—1 ; ‘ ‘ (a) 
Ede == (% — a,)... (4% — dy_1) (4 — We $1) +++ (@— Mn) = gs 


*) In einem mit der oben genannten Programmabhandlung gleichzeitig er 
schienenen Hefte des Crelle’schen J. (Bd. 73, p. 135) zeigt tibrigens Pochhammer, 
dass an der Grenze x die Ungleichheit 4 > 0 als geniigend anzusehen ist; ebenso 
wird dort die Grenze » nachgetragen, wodurch dann unter Beseitigung der friiher 
fiilschlich als eindeutig angesehenen Integrale das zu jedem singuliiren Punkte ge 
hérige Fundamentalsystem in Uebereinstimmung mit dieser Arbeit vervollstiindigt ist. 





. 
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also geht die Differentialgleichung, wenn ich sie mit (A—1)...(4A—n-+1) 
multiplicire, iiber - die folgende: 


—#—1 
9 (2) ' a” ry - := nt—* {(A@o8t .(A—x—1) & ¥ (x) 


2. (n — x — 1) da®—*-} 


i ae a" *p(x)\ dy __ 
¥ 1,2... (m — x) dx®—* J aaae, 
wo 1] ‘ ( * 
C og ( x“—a “—a 
¥ (x) = 9 (2) =" 
ist. 
IT. 


Die erhaltene Differentialgleichung gehért offenbar zu der Klasse 
jener, deren Integrale die in der Einleitung aufgeziihlten Kigenschaf- 
ten besitzen; die einzigen Werthe, fiir welche die Coefficienten nach 
der Division durch g (#) unendlich werden, sind a,, a), ...@,, mithin 
sind die singuliren Werthe der Lisungen a,, ...a@,, 00. Ich gehe 
jetzt dazu iiber, fiir jeden singuliiren Punkt diejenigen bestimmten 
Integrale aufzustellen, welche das zugehérige Fundamentalsystem aus- 
machen. 

Wenn eine Function f(x) in der Umgebung des Punktes a sich 
verzweigt, wie (x — a)”, so ist nach einem Umlauf von um a in 
positiver Richtung (nach der iiblichen Festsetzung dem Laufe eines Uhr- 
zeigers entgegengesetzt) der hierdurch erhaltene Zweig der Function 

[f(@)'= e" fa). 

Sucht man nun diejenigen n bestimmten Integrale, welche mit 
ihren durch einen Umlauf von # um a@ veriinderten Werthen in einer 
derartigen Beziehung stehen, so werden diese, vorausgesetzt, dass nicht 
zwischen ihnen eine lineiire hémogene Relation mit constanten Coeffi- 
cienten besteht, das zu dem Punkte a gehérige Fundamentalsystem 
bilden; die Exponenten v sind dann bis auf ganze Zahlen die Wurzeln 
der zu dem Punkte a gehérigen determinirenden Fundamentalgleichung. 

Um das Eindeutigkeitsgebiet der Function unter dem Integral- 
zeichen 

U = (u — a,)"—" (w — a)" *... (W — ay)? (wu — a)! 
zu erhalten, denke man sich eine sich selbst nicht schneidende, sonst 
beliebige Linie von a, tiber a,, ... a, bis oo gezogen, welche von co 
wieder bis zum Punkte x geht. Von den Zweigen jedes in U ent- 
haltenen Factors denke man sich fiir einen Punkt « und ein gege- 
benes x einen bestimmten fixirt, so ist dadurch der Verlauf der Func- 
tion U fiir das ganze Gebiet eindeutig festgesetzt. Positiv heisse die- 
jenige Seite des Verzweigungsschnittes, welche bei der Wanderung von 


a, aus zur Linken liegt.’ Vergleichen wir die Werthe der Function U 
Mathematische Annalen. IV. 14 
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an der positiven und negativen Seite des Verzweigungsschnittes, so ist 
es klar, dass auf der Strecke 
: _ 22ib 
von a, bisa, : U~ =e’*”" Ut 


. —_ i (d, . 
von a, bisa, : U~ =P t yt 


von a, bis dg41: UT = Gti (ab- tbe) Ut 


Mate 

Unter den Integralen zwischen zwei Verzweigungspunkten, welche 
ich mit (a@,, a) resp. mit (a@,, co) und (oo, x) bezeichne, will ich 
die auf der positiven Seite des Verzweigungsschnittes erstreckten ver- 
standen wissen, und es sollen auch die Integrale (a,, 2) ihre Aus- 
gangspunkte an der positiven Seite nehmen; dagegen modge das In- 
tegral (a,, co) von a, ausgehend auf einem Wege die Unendlichkeit 
erreichen, welcher, sonst willkiirlich innerhalb des Gebietes, schliess- 
lich in das negative Ufer des Schnittes miindet. 

Da ich im Begriffe bin, diese Integrale als Functionen von 2 bei 
unbeschrinkter Veriinderlichkeit dieses Arguments zu betrachten, so 
ist die Art ihrer Abhingigkeit von «# niiher ins Auge zu fassen. 
Wenn « sich findert, so fndert sich bei siimmtlichen Integralen die 
zu integrirende Function wegen des Factors (wu — «)~—'; es iindert 
sich ferner bei den Integralen (a,, 7) und (oo, «) die obere Grenze, 
somit der Integrationsweg; jedoch nicht nur bei diesen, sondern auch 
bei den Integralen mit constanten Grenzen wird der Weg nicht 
immer derselbe bleiben kinnen, indem durch die Aenderung von « 
der Verzweigungsschnitt ein anderer wird und hierdurch die dem 
Wege dieser Integrale auferlegte Beschrinkung unter Umstiinden nur 
durch eine Aenderung des Weges aufrecht erhalten werden kann. 
Geht x von einem Werthe x, zu einem Werthe z, iiber, ohne dass 
durch diesen Uebergang die Natur des construirten Gebietes, dessen 
Verzweigungsschnitt der gemachten Annahme zufolge sich nicht dureh- 
schneiden soll, alterirt wird, so gehen séimmtliche Integrale offenbar 
stetig in vollig bestimmte andere iiber. Geht x unter derartiger Be- 
schriinkung von 2, bis x,, so ist 


von oo bis # : U-= 


x 
(az, 2%) =] (wu —a,)"~*... (w— ay) * (u a) "du 
Uy 
To 
(1) | (s —a,)"—*... (#— a) ‘(oe — a,)" "du 
ay 


a, 

+f (w —@)°~*... (a —an)’*—' (0 — 2, de, 
e 
XH 
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wo das zweite Integral dem Wege von x zu folgen hat, und zwar auf 
der positiven oder negativen Seite desselben, je nachdem man das von 
a, bis a erstreckte Integral auf der positiven oder negativen Seite 
des nunmehr verliingerten Verzweigungsschnittes anlangen lassen will. 
Da die Gleichung (1) in beiden Fiillen richtig ist, so wird man seine 
Wahl nach der grésseren Leichtigkeit der Anschauung treffen. Diese 
Gleichung gilt auch, wenn oo die constante Grenze ist. Zu bemerken 
ist hierbei noch, dass (« — #,)'—! eine abgekiirzte Bezeichnung fiir 
denjenigen Werth des Factors (« — z)—! ist, welcher aus (w — ,)*—! 
bei der Wanderung des # von «, nach 2, auf dem gerade gewiihlten 
Wege hervorgegangen ist, wobei die genaue Bezeichnung durch Kin- 
fiihrung von Winkelgréssen zu erfolgen hitte. Bei der Behandlung 
der Integrale mit constanten Grenzen benutze man die Identitiiten: 

(dx, 42) = (dx, 2) — (aa, 2) 
(2) (Gn, CO) = (Gn, %) — (co, 2%) 

(90, a) = e~**4 (co, #) — (a, #). 
Die abweichende Form der letzten Gleichung beruht auf der Definition 
von (oo, a,), welches Integral auf der negativen Seite des Verzwei- 
gungsschnittes die Unendlichkeit erreichen soll; ein soleches Integral 
begrenzt, falls man nimlich den eingeschlagenen Weg verfolgt, zu- 
sammen mit (a@,, %) und zusammen mit einem auf der negativen Seite 
von # bis oo zu nehmenden Integral, welches letztere sich von (#, 00) 
dureh den Factor e~?7 unterscheidet, einen abgeschlossenen Gebiets- 
theil; woraus sich diese Gleichung ergiebt. Die Integrale mit constan- 
ten Grenzen sind somit auf die tibrigen reducirt. 

Lassen wir jetzt # von x, auf der positiven Seite des Verzwei- 
gungssehnittes zwischen a, und a, ausgehen und nach einem Umlautf 
um @, in 2, auf der gerade gegeniiberliegenden Stelle anlangen, und 
betrachten wir das Integral (a,, #), auf welches wir die Gleichung 
(1) anwenden, so wird sich zuniichst das Integral 


xX 
“ae An 1 (4 —a& . ‘du 
1 1 ? 
a 


von dem zwischen denselben Grenzen genommenen (a,, %)) nur da- 
durch unterscheiden, dass in den entsprechenden Klementen (« — 2,)*~! 
iibergegangen ist in (#—#,)a—1. Da nun & um jeden innerhalb der 
Umlaufscurve befindlichen Werth von w ebenfalls einen Umlauf voll- 
zogen hat, so ist fiir alle Werthe von « zwischen a, und 2,: 


also we = a, —T ae gba (u ~~ t%_)? m ', 


% 

r hb 1 / b 7, 4—i 2aia 
fw —@,)'  ...(#—a,)" (uw —2,) du=e" (@,, %). 
ev 
“uy 


14! 
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Das zweite lings der Umlaufscurve von x, bis x, zu nehmende Integral 
kann ersetzt werden durch ein lings des Verzweigungsschnittes von 
a, bis a, und von da auf der negativen Seite bis x, erstrecktes; die 
Elemente des letzteren unterscheiden sich von den entsprechenden des 
ersteren durch den Factor e?*', sodass 
* 
—1 i —! 2—?2 
Jw — a) ..- (U—a,)*” (u—a,)” du 


x 
a, 
. 


= (1 — enn) | (« —a,)*—"... (& — ay) —* (ue — a,)—" du, 
welches Integral, wie eben gezeigt wurde, = ¢*7‘4 (1 — e?##%) (a, a,) 
ist. Hieraus folgt 
(a,, %,) = #4 (a,, a) + 2744 (1 — 7%) (a, a), 
oder mit Benutzung der iiblichen Bezeichnung: 
(a,, x) == Aaia+h) (a,, a). 
Wendet man auf das Integral (a,, 7) die Formel (1) an, so ist 
zu beriicksichtigen, dass fiir alle Werthe von « zwischen a, und 2, 
der Factor (w — x)—* durch den Umlauf von x um a, ungeiindert 
geblieben ist, sodass das erste Integral auf der rechten Seite geradezu 
= (a,, 2.) ist, waihrend fiir das zweite Integral dasselbe gilt, wie bei 
der Betrachtung von (a,, x). Es ist somit 
(az, a) — (az, x) — Posey = fm) (a, %), 
und ebenso 
(co, x) = (00, x) — &74 (1 — #4) (a,, 2). 
Wendet man nun auf die Integrale mit constanten Grenzen die 
Gleichungen (2) an, so ist die Gesammtheit der Formeln bei cinem 
Umlauf von x um a,: 


(a,, 2) == zt +4 (g,, x) 
(42 4d — (4, “) — eon (1 — e*#4) (a,, : 


(an, x - (an, 2) a) we en (1 — eat) (@ (a,; 2) 
(co, xy = (90, #) —er id (1 — er xi) (a,, 4) 
(a,, a) = (a,, a.) — (1 — &%) (a,, 2) 


(a, ,) = (42, a) 


(ay, 90)’ — (Qn, 20) 
(00, a,) = (00, a) + C7 (1 — €*) (a, 2). 
Monodrom sind also in der Umgebung von a, die » — 1 Integrale 
iy, Gy), «++ (@n—1, Gn), (Gn, CO), wiihrend (a,, x) sich verzweigt, 
wie (x — a,)" +4. Da zwischen diesen n Integralen, wie weiter unten 
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mit Ausschliessung specieller Fille bewiesen werden soll, eine lineare 
homogene Gleichtng mit constanten Coefficienten nicht besteht, so 
bilden sie das zu a, gehérige Fundamentalsystem, und es sind n — 1 
Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung ganze Zahlen, 
wiihrend die n'* von b, + 4 nur um eine ganze Zahl verschieden 
sein kann. 

Lassen wir jetzt x von einem Werthe’ x, an der positiven Seite 
des Verzweigungsschnitis zwischen a, und a,4, einen Umlauf um a, 
ausfiihren, so entsteht zuniichst ein Bedenken, weil dies ohne Ueber- 
schreitung des Verzweigungsschnitts nicht méglich zu sein scheint. 
Allein es hindert nichts, den Verzweigungsschnitt zwischen a,—; und 
a, ausweichen zu lassen, ja so weit ausweichen zu lassen, bis ein 
Punkt — oder auch ein Theil — desselben, um dem seinen Umlauf 
vollendenden « freien Spielraum zu gewiihren, sich an den Verzwei- 
gungsschnitt zwischen a, und a,4, anlehnt. Das Gebiet befindet sich 
dann durchaus in seiner friiheren Verfassung, und es werden besondere 
Erwigungen nicht nothig. 

Zuniichst ist es klar, dass sich bei diesem Umlauf das Integral 
(ax, “) genau so verhiilt, wie vorher (a,, «), d. h. dass 


(dx, 2) =  ihiieliiis (ax, “), 
und es sind die Integrale (a,4,;, x), ... (00, 2) so zu bilden, wie 
vorher (a, #) ete. Es bleibt daher nur zu ermitteln (a,, z),... 
(ax—1, «). Wendet man auf (a,, x) die Gleichung (1) an, so stellt 
sich heraus, dass das erste Integral, wenn man es bis zur dusseren 
Seite der Umlaufscurve fiihrt, geradezu = (a,, x) ist, da fiir alle 
Werthe von w zwischen a, und a (wu —2z,)*-! = (u— a)! ist. 
Das zweite von x, bis x, zu erstreckende Integral ist demzufolge hier 
auch auf der dusseren Seite der Umlaufscurve zu erstrecken, so dass 
auch hier (w—2,)—! ersetzt werden kann durch (w — x,)*—1; im 
iibrigen ist dies Integral, wenn ich seinen Weg mir so zusammenge- 
zogen denke, dass er liings des Verzweigungsschnittes geht, 
= (1 — 7x) (a, ax); 

so dass 

(a,, “) = (a,, x) — (1 — ex) (az, 2). 
Ebenso ist zu bilden (a,, «)... (dz—1, x)’, und man erhiilt aus diesen 
Integralen die Integrale mit constanten Grenzen mittelst der Formeln 
(2), so dass bet einem Umlauf von x um ay: 


: (a,, %) = (a, x) — (1 — ex) (ay, 2) 
(Qx—1, %) = (Ge—1, £) — (1 — *!%) (ay, 2) 


(az, 2) = fMers) (a,, 2) 
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(Qy41, ®) = (Qe41, 2%) — 277 (1 — 2/2) (Gx, 2) 
(dn, XY = (Gn, £) — e*!4 (1 — 7x) (a,, 2) 
(c0, 2) = (co, x) — geaia (1 — git ite) (az, r) 
(@,, 4) = (4, 4) 
(dy—2, Ay —1) = (dy—2, Ax— 1) 
(@z—1, Ax) = (Ge—1, Ax) + 7" (1 — 74) (a,, x) 
(Ax, Ay +1) = (az, Ay +1) —_ (1 — e2xit) (az, £) 


(Ge41, Ge+2) = (Ae+1, Gx+2) 


(d,, 20) = (a, 2%) 


(90, a,)' == (00, a). 


Hieraus geht hervor, dass in der Umgebung von a, die n — 1 Inte- 
grale (co, a), (@;, Ga), .~ - (@x—2, Gx—1), (@e41, Gx+2),. -- (Any 90) 
monodrom sind, wihrend sich (a,, x) verzweigt, wie («7 — a,)’+°x, so 


dass auch fiir diesen Punkt das zugehérige Fundamentalsystem her- 
gestellt ist. Gleichzeitig ist hieraus ersichtlich, dass die Integrale 
(a2, “), wo A eine beliebige von x verschiedene Zahl in der Reihe 
1, 2, ...m ist, nicht monodrom sind. Hieraus folgt im Allgemeinen 
noch nicht, dass ein solches Integral, wie Herr Fuchs behauptet 
(Crelle’s Journal, Bd. 72, S. 260), in der Entwicklung fiir die Um- 
gebung von a, Logarithmen enthalten miisse; iibrigens giebt Herr Fuchs 
an einer andern Stelle (S. 256) ausdriicklich zu, dass die Lisungen 
jener Differentialgleichung ausser im Falle, wo w (d. i. b, + 4 — 1) 
eine ganze Zahl ist, von Logarithmen frei sind, womit dann jene 
andere Behauptung, falls ich sie nicht missverstanden habe, in Wider- 
spruch steht. Das von Herrn Fuchs angefiihrte Beispiel beweist nichts, 
da dort b, + 4 eine ganze Zahl ist. 

Ich bemerke iibrigens, dass im Grunde genommen jene Aenderung 
des Verzweigungsschnitts zwischen a,_, und a, nicht néthig ist. Lisst 
man uamlich « und somit auch den Weg des Integrals 


x 
fw — a)sr—*. 2. (WU — ay)’ 1 (U — 22-1! du 
Lo 


den Verzweigungsschnitt iiberschreiten, so gelangt man eben in ein 
anderes Blatt, in welches die Werthe der zu integrirenden Function 
stetig sich fortsetzen. Diese Werthe waren durch die Ausbiegung 
des Verzweigungstheils in das obere Blatt, in welchem wir allein 
operirten, hiniibergeschoben, und man hat, will man « den Ver- 
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zweigungsschnitt iiberschreiten lassen, nur festzusetzen, dass bei dem 
Zo 
Integral f(u — a,)"—1.. .(& — an)’»— ! (u — 2-1 du immer derselbe 
a 
aw 


Zweig von U zur Anwendung kommt. 


Wenn « einen positiven Umlauf' um co ausfiihrt, so ist dieser zu 
ersetzen durch einen negativen Umlauf um alle iibrigen Verzweigungs- 


punkte. Fiir alle Werthe von wu innerhalb dieser Curve — ich nenne 
den die endlichen Verzweigungspunkte enthaltenden Gebietstheil den 
innern — ist (w — x,)*—! = e—*7'4 (4 — a)*—*, wihrend fiir die 


iiussern Werthe (w — 7,)//—! = (uw — a)*—? ist. Das Integral 


x 
U— a)r—1. 2. (6 — an) a1 (U — 2, h-! du 
e , 1 


Xo 


ist wegen des positiven Umlaufs von x, also auch von «w um oo, von 
welchem U mit dem Factor e—?7‘@+4 zuriickkehrt, wo 6=b,+ b+ ----+0, 
gesetzt ist, 


DL 
= (1 — etme +0) f(a — a)"—-1 2... (U— ay) m1 (6 — a, -1 du, 
Xs 


und dies ist an der Aussenseite der Curve erstreckt 
ae. (1 since etait ite (%; oe), 
an der linenseite dagegen 


= (1 — e— 241 @ +9) ¢- 2712 (4, 00). 
Ferner ist 


Lo - 

. 
Jo — a)! (U— An) a! (uw — 2, 2—! du = e— 2% (ay, Xp) 
e 
a 

x 


Xo 
. 


fo —a,)»—1... (w— ay)’ ! (u — 2,)*—! du = (00, %), 


vorausgesetzt, dass das letztere Integral linker Hand an der positiven 
Seite entlang geht, so dass sich schliesslich ergiebt 


(dz, %)=ne— 2*12(q,, “)—e— 2214 (1 — i 221(6 +4) (a0, 2), (x—=1,2,...2) 
(90, x)'=(co, x) + (1 —— Om 2ni(o +2) (x, oo) 
== e— 227i (6 +4) (co, x) ’ 


Wendet man auf die Integrale mit constanten Grenzen die Formeln 
(2) an, so ergiebt sich also bei cinem Umlauf' von « wm oo: 


(dz, “)=e— 2744 (a, , )—e— 2444 (1—e— 241 6+4) (90, x), (x1, 2, ...m) 


(co, x)'==e— 2446 +4) (G0, x) 
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(Gey @u+1) = €— 2*#4 (ay, 241); (== 1, 2,....n— 1) 
(an, 00) = e272 (a,, 00) — e- 241 + (1 — E— 2412) (20, 2) 
(00, a) = e- 2" (00, a,) + 2 (1 — e282) (00, 2). 
Aus diesen Formeln ergiebt sich, dass die Integrale (a,, a, +1) 
und (co, x) in der Nahe von «co mit gewissen Potenzen von 


multiplicirt monodrom bleiben, und zwar werden » — 1 Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleichung von —A, und die n'* von —(6-+ A) 


nur um ganze Zahlen verschieden sein. 


Der bequemeren Uebersicht wegen stelle ich die zu den einzelnen 


singuliren Werthen gehérigen Integrale zusammen. 


Verzw.- Punkte: zugehirige Integrale: 
a (4), ©), (4, @), .-+ (dn, 00) 
fly (aa, %), (CO, @,), (As, a)... (Any OO) 
a ee el ee a ee ee Cc, ¢ 
Ay (Gx, X%), (00, A), ~~. (@e—25 Ge —1)y (€x41, Ox42), --- (Gn, OO) 
On (@,, %), (CO; @), --- (@n—2) Ga—1) 
oo (a>, 3), (iy Ge), - - - Ge—1) %)- 


Es bleibt noch iibrig, den Beweis zu fiihren, dass die » + 1 Systeme 


von je ” Integralen wirklich Fundamentalsysteme, d. 


sind, zwischen deren -Gliedern eine lineare homogene Relation mit 


constanten Coefficienten nicht stattfindet. 


Angenommen, es existirte eine Gleichung zwischen den » zu a, 


gehoérigen Integralen: 


€y (Ax, LZ), (00, Ay) +» On (Gx — 2 Ae— 1) Oe + 1 (Ge + 1, Ux +2) +++ En (An, 00) =, 
so miisste dieselbe auch zwischen den entsprechenden Zweigen dieser 
Integrale stattfinden. Lassen wir x einen Umlauf um a, vollziehen, 
so nimmt (a,, x) den Factor ¢7‘@«+ an, wiihrend die iibrigen 
Glieder der Gleichung ungeiindert bleiben. Hieraus folgt c, = 0, wenn 
nicht etwa b, + 4 eine ganze Zahl ist, welcher Fall hier ausgeschlossen 
werden mége. Fiihrt x einen Umlauf um a, 4; aus, 
nur noch, da (a,, x) schon aus der Gleichung verschwunden ist, 
(4441, 4z+2); hierdurch tritt zu den iibrigen Gliedern der Gleichung 


noch hinzu das Glied 


— Cutt (1 — 2") (a,41, 2), 


welches fiir sich verschwinden muss. Daraus folgt, wenn nicht 4 eine 
ganze Zahl ist, ¢,4;,—0. Lasst man x einen Umlauf um a,+» aus- 
fiihren , so folgt c,~2— 0, ebenso durch Fortsetzung dieses Verfahrens 


h. also solche 


so indert sich 
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Ce+3 = 0, ...¢, = 90. Lassen wir dann « einen Umlauf um so 
machen, so geht unsere Gleichung, welche jetzt diese ist: 


6, (co, @,) + €;(a,, dy) +++ Cx (Ax —2; My —1) = 0, 


iiber in folgende: 


C,e—2 #12 (99, a) + Cge—2!4 (a), Gy) +--+ + Cee ?*" (ay_ 2, x —1) 
+ c,e—2#!2 (1 — e— 24) (co, z) = 0, 

welche mit der urspriinglichen zusammengehalten unter der Voraus- 

setzung, dass 4 nicht eine ganze Zahl ist, c, = giebt. Geht man 

in dieser Weise weiter, so findet man, dass simmtliche Gréssen ¢ Null 

sind. Ganz ebenso wird bewiesen, dass zwischen den zum Verzwei- 

gungspunkte oo gehérigen Integralen eine Gleichung 


64(00, 2) + ey(ay, ay) + +++ + Cn(dn—1, a) = 0 
nicht stattfinden kann. Liasst man # einen Umlauf um oo vollziehen, 
so geht diese Gleichung iiber in folgende 


c, e— 284 +4) (ap, 2) + Cc, €—-2*!4 (a,, a.) +--+ + cy 6-274 (a,_1, a,) = 0; 
| 00) aus dieser und der urspriinglichen folgt c, = 0, weun nicht gerade 6 
eine ganze Zahl ist. Geht « um a, positiv herum, so fndert sich 
jetzt nur (a,, a.) und es tritt hinzu das Glied — ¢, o(L — 714) (a,, 2), 
‘welches fiir sich verschwinden muss, u. 8. w. 

Hiermit ist bewiesen , dass ousechen n zusammengehorigen Integralen 
cine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten nicht statt- 
finden kann, vorausgesetzt: 1) fiir einen endlichen Verzweigungspunkt, 
dass wedet A noch b, + 4, 2) fiir oo, dass weder 4 noch 6 ganze 
Zahlen sind. 


Ill. 


Die Relationen, welche, wie bekannt, zwischen je n + 1 Integralen 
. stattfinden miissen, erhiilt man leicht durch den Satz, welcher lehrt, 
dass das Integral iiber eine geschlossene Curve, die keinen Ausnahme- 
punkt einschliesst, Null ist. Diese hier anzuwendende Methode, deren 
sich auch Herr J. Thoma im 14. Jahrgange der Schlémilch’schen 
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik bedient, habe ich in einer im 
Jahre 1866 Herrn Professor Richelot eingelieferten Arbeit entwickelt, 
um die Relationen zwischen drei Integralen der gewéhnlichen hyper- 
geometrischen Differentialgleichung zu ermitteln. 
Der Bequemlichkeit wegen modge 


b, +b,+---+b),=—6, 
gesetzt werden. 


Folgende Gleichungen, welche aus dem soeben angefiihrten Satze 
entspringen, bediirfen keiner Erliuterung: 
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(c0, a) $ 7!" (a, >a) ++ + OM —1 (ay, ae) + OT (ay, Qe es) 
Lose P*e (G00) = 0 

(2) (@,,"@,) + +++ + (de—1, Ge) + (Ge, 2) = (@,, 2) 

(3) (ax, Ge41) +--+ + (Gn, 20) + (00, x) = (ae, 2) 


(4) (%, “) = pee (00, a,) + exit (a,, 2). 


(1) 


Um (a,, 2) durch die Integrale des zu a, gehdrigen Systems aus- 
zudriicken , bedarf es der Elimination von (a, —1, dx), (€x,) @x+41), (Co, @) 
aus diesen Gleichungen. Die Gleichung (2) liefert (4,1, a,), (3) und 
(4) liefern nach Elimination von (90, x) das Integral (a,, a@,+1), 80 
dass nach Substitution dieser Ausdriicke fiir (4,1, ay) und (a, @+1) 
die Gleichung (1) diese wird: 


(a, : 2) (f***e— J oPt"(txt")) + (20, a,)(1 — Fi (Cxt)) 4 (a, ‘ Ay) (o*"" — ¢°*!%x ') 
+++ (ae—2, de—1) (O*—-? — P*) + (a, 2) (C7 — Ft —1) 


ae ae emit +1 x34 ork ton eee ln » © ett on ree or tien a 
+1) + ? ? 


oder, wenn man die Formel ¢7'* — ¢?7/y = 2 e7‘("+» sin (x9 — y) ax 
anwendet : 


— , Sin (6, + 2) 4 


(4, 2) — — sin (b, +1) 


(6—0,-+2) 80 (6,1 —%) 


sin (b, + A)x 


(20, a,) — (a, @,) 


: sin (6 -~-6,_4)2% 
e *4(Fx- Sy —2+4) in ( 2—1~~ %x—3) (ay ‘sit en 1) 


sin (b, + a) x 





sin (S,44 — 6,) ™ 


sin (6, — 6, 1)% _ oe eal 
(ay, a) *"( ee ee sin (A) x (Az 41, Ar +2) 
e . 4 


y- mia 
+e sin (b, +4) x 


en sin (6, —6,) x 


rhe. 2 + Pike sin (b, +12) oa (an; 9) ; 


Um siimmtliche Integrale des zu dem Verzweigungspunkt a, ge- 
hérigen Systems durch die zu a, gehdrigen Integrale auszudriicken, 
sind noch zwei iihnliche Gleichungen fiir (4,_1, a,) und (a,, a,41) 
aufzustellen. Wenn man die Gleichung (2) mit ¢* multiplicirt und 
hierzu (3) addirt, nachdem (oo, x) mittelst (4) eliminirt ist, so er- 
halt man: 


_ {(c0, @;)+ (4G), @y) +++ (Ge—2, Me ‘)f + (27% —1) (az, &) + (de41, M42) 
ee + (Gn, oo) + 874 (a,_1, a2) + (a, Gy 41) = 0. 


Aus dieser Gleichung und der Gleichung (1) eliminire man 
(dz, Gz41) resp. (4,1, 4,), wodurch sich ergiebt: 








( o*4 
+(e 
+(e" 


(4, 


sim 


sin 





1) 


+2) 








(x0, a) (1 = ttt +es) pas, (a,, ty) ( f¥*C + ox) te arin) 


(a,— 2) de—1) (OOF) — Brie 2) + (agar, aegs) (P+! 
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— fs) 4s 


+4 (an, 2) (e?7'% os oP" itn) + (az, x) (e7'% ax er! (4 + %x)) 


— (a, —1, A) (27 A+ %) dees mix —1) _ 0, 


( @?* A+ o,- 1) oe * (co, a,) -. (e71C+™) Ps ot! G+ ex —1)) (a,, ly) f- eae 


fo OH ~8} . FRIE HS. 1)) (ay. 2 a eT ee i, (grr — 1) (az, x) 


=) 


+ at Cte +1) en 1) (az 41, Uy espe (Pr Eten) — hoe ') (a, 90) 


+ (aries) _ Pxiee—1) (a,, ary) = 0. 
Hieraus folgt: 


(ty 1) ay) = 


_ (90 d,) sin (4 6,)% ae (41, 4) sin (6, — 6 +4) x oi (Oe ~1—-%) 


sin (b, + d) x ‘ sin (b, +4) 2 





sin (b, +- a) x 


(4,9, 4, _,) sin (6, —6,_ gt 4)z (ti (8 1 — Fp 3) 


(42) wv) sin Am — Hi (a, — oy — 1) -+- (e+1 a, 42) - (9% +1 — Gy) ® ot! (Sx +1 — %%x—1—4) 


sin((b, + 2) 2 © sin (b, +4) 
ork «6 + (ns 00) on (fn — ¢.) * er" (Gn — % —1—4) ; 
sin (b, +4) = 
und ebenso: 
(ty, Ax4+1) = 
* (co, a) sin or % rit 4y) a (4, (tz) sin (6, __, — 6) ™ pri (Oy 
1 sin (b, +. a) 1 sin (o, -f a) 7 


(4, 9, 4, 1) sin (6,_, — 6, 2) 7 Hi (Gy ee 


sees + sin (b, + i) = 


(4, » &) sin 1m — ni (6, — Oy _ Bass (On41 ’ hy +42) sin (Gy 44 ah es 1) a 


+ sin (b, + 2) ’ sin (b, +2) bd 
(4,1 00) sin (= 6,_1+ A) x wi (0, — 9) 
sin(b, +4) ‘ ‘ 


os 6 hs 


ot! (Ox +1 oy) 


Die iibrigen Integrale des zu a, gehérigen Fundamentalsystems 


kommen auch in dem zu a, gehdrigen vor. 


Um nun die Integrale, welche zu a, gehéren, durch die zu oo ge- 


hérenden auszudriicken, bilde ich die Gleichungen: 


(c0, a) +P (ay, ad) +++ + 7" (aa, 00) = 0 


(Ay %,) + (Gy, a3) fees (Gn, 00) + (90, x) — (a,, %) = 9 


(oo, a,) = e— 24#4 (co, 4) — (a, Z). 


Eliminirt man (oo, @,) und (a,, oo), so erhilt man die Gleichung: 
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(a, 2) (12) + (a, 0) (OR 28%) (yay ay) (20 — Pt 
+ (00, x) (f*!*n _ ¢- ani2) 0] 
woraus sich ergiebt: 


sin (6, — 6,) x P sin (6, — 6,1) * 


) —— ptin an, ta, a 2iGy 
(a,, %) =e sin 6, (@,, 4) +e sin 6, = (Gn—1) Gn) 
_, sin(o, +1)2 
+o #4 — (s *) (90, «). 
sin 6, 
Ebenso erhalt man: 
ae - ; sin 6 nm 
asa. gem —;) sin 6, % wae wala —2i(G_,—Gy_1) S n—I1 
(4, 00) . ine» (ty) ’ sin 6, 7 (@n—1) Gn) | 
+ e777 (@n+4) Sin An (co, x). 
sin 6, 7 


Kine Discussion der Fille, in welchen Logarithmen auftreten, 
bleibt vorbehalten. 


Graudenz, im April 1871. 























Ueber die Abbildung algebraischer Flaichen. 


Von L. Cremona in Marmanp*). 


Unter den verschiedenen Hiilfsmitteln, deren man sich bedienen 
kann, um zur geometrischen Abbildung algebraischer Flichen auf 
einer Ebene zu gelangen (falls sie méglich ist), scheinen mir die 
rationalen Transformationen des Raumes eines der einfachsten und 
schnellsten. Rationale Transformationen nenne ich solche, welche 
einen (dreifach ausgedehnten) Raum auf einem anderen Raume ein- 
deutig abbilden (gleichgiiltig ob man auch die zwei Riume als sich 
deckende fasst), so dass den Ebenen des ersten Raumes rationale 
Flichen n'‘** Ordnung entsprechen, die ein lineares dreifach unend- 
liches System bilden. Natiirlich, um eine eindeutige Abbildung zu er- 
reichen, miissen jene Flichen eine solche Zahl von gemeinschaftlichen 


Fundamentalpunkten und Curven haben, dass je drei von ihnen in 


einem einzigen verinderlichen Punkte sich schneiden; unter dieser 
Voraussetzung wird das System homaloidisch genannt**). Kinige solcher 
Transformationen sind sehr bekannt; namentlich der Fall n = 2, wenn 
die Fliichen 2** Ordnung des linearen Systems einen Fundamental- 
kegelschnitt und einen, nicht auf dem Kegelschnitte gelegenen, Fun- 
damentalpunkt haben; und der Fall » = 3, wenn eine Fundamental- 
raumeurve sechster Ordnung vorhanden ist. Der erste Fall stimmt 
mit der Methode der reciproken Radien iiberein; der zweite fiihrt zur 
bekannten Abbildung einer allgemeinen Fiche dritter Ordnung auf 
einer Ebene. Fiir diese letzte Transformation hat man nur voraus- 
gesetzt, dass die Fundamentaleurve nicht in Theile, oder sofort in 
zwei zusammenfallende Raumcurven dritter Ordnung oder in sechs 
Gerade zerfalle***), Fiigen wir diesem noch hinzu, dass Herr Cayley7) 


*) Aus den Nachrichten der kgi. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen, 
(1871, Nr. 5), mit Zusiitzen des Verfassers. 
**) Dieselbe Benennung midge fiir Netze von ebenen rationalen Curven gelten. 
Homaioid mige eine Fliche heissen, wenn sie auf einer Ebene abbildbar ist. 
***) Geiser, Borchardt’s Journal B. 69., Sturm, ebenda B. 70. Von einigen 
anderen Fiillen der cubischen Transformation hat Herr Noether in seiner reich- 
haltigen Abhandlung (Math. Annalen, Bd. 3, pp. 199, 205) Anwendungen auf Ab- 
bildungsaufgaben gemacht. 
+) On the rational Transformation between two spaces (Proceedings of the 
London Mathematical Society, v. III, 1870, p. 171). 
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eine besondere merkwiirdige Transformation gefunden hat, wobei den 
Ebenen des ersten Raumes ein System von windschiefen cubischen 
Flichen entspricht, welche die doppelte Gerade und drei Erzeugende 
gemein haben, indem die den Ebenen des zweiten Raumes entspre- 
chenden Flichen nur zweiter Ordnung sind und in einer Geraden und 
drei festen Punkten sich durchschneiden. 

Schon die Transformation zweiten Grades bietet einen Fall dar, 
welcher, so weit mir bekannt, unbemerkt geblieben ist: niimlich den 
Fall, dass der Fundamentalpunkt auf dem Fundamentalkegelschnitte 
liegt. Dann entsprechen den Ebenen jedes Raumes Fliichen zweiter 
Ordnung, welche durch einen festen Kegelschnitt gehen und in einem 
Punkte dieser Curve eine feste Ebene beriihren. Wenn man diese 
Transformation auf eine allgemeine Fliche dritter Orduung*) anwendet, 
erhilt man auf eine ungemein einfache Weise alle die Kigenschaften 
der mit einem Doppelkegelschnitte behafteten Fliche vierter Ordnung, 
deren Kenntniss man Herrn Clebsch verdankt**). 

Setzt man aber im Falle » = 3 voraus, dass die Fundamental- 
raumecurve sechster Ordnung in Theile zerfillt (was auf sehr viele ver- 
schiedene Weisen geschehen kann), so gelangt man zur Abbildung 
einer sehr ausgedehnten Reihe von algebraischen Fliichen auf der 
Ebene. Ich erlaube mir, hier einige Beispiele mitzutheilen. 

Sei K die Fundamentaleurve des ersten Raumes, sodass eine 
cubische Raumecurve, welche AK in 8 Punkten begegnet, K zur vollen 
Durehschnittscurve zweier cubischen F lichen ergiinzt; und sei K’ die 
analoge Fundamentalcurve fiir den zweiten Raum. Dann entsprechen 
den Punkten von K die Geraden, welche K’ dreimal schneiden, und 
deren Ort eine Fliche k’ achter Ordnung ist, auf welcher K’ eine 
dreifache Curve ist. Analogerweise entsprechen den Punkten von K’ 
die Erzeugenden einer Fliiche / achter Ordnung, auf welcher K eine 
dreifache Curve ist. Zerfillt K in Theile, so geschieht eine iihnliche 
Zerlegung fiir K’, k, i’. 

Geht man nun von einer Fliiche #' aus, welche einen Theil von 
K einfach oder mehrfach enthilt, so gelangt man zu einer auf F' ein- 
deutig abbildbaren Fliiche F’, deren Ordnung der Anzahl der Punkte 
gleich ist, in denen eine beliebige von K achtmal geschnittene cubische 
Raumeurve der Fliche F’ ausserhalb K noch begegnet. Kine Curve, 
welche ein Bestandtheil von K’ ist, wird so oft von F” enthalten, als 


*) Ich habe schon anderswo diese Anwendung ausgefiihrt (Rendiconti del 
lt. Istituto Lombardo, 9 u. 23 marzo 1871). Herr Geiser hatte bereits (Bor- 
chardt’s Journal Bd. 70) die eindeutige Beziehung zwischen denselben Fliichen aus 
der gewdhnlichen Transformation zweiten Grades abgeleitet. 

**t) Borchardts Journal Bd. 69. 
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eine beliebige Krzeugende des entsprechenden Bestandtheils von k und 
die Fliiche F’ nicht auf K gelegene Punkte gemein haben. Nach 
dieser Methode ergeben sich auch Fldchen mit Riickkehrewrven; denn 
man braucht nur eine Fliiche F/’ anzunehmen, welche in einen Theil 
von k eingeschrieben ist. 

Eystes Beispiel. — K besteht aus einer Geraden C, und einer 
Raumeurve C, fiinfter Ordnung vom Geschlechte 1, welche C, in drei 
Punkten schneidet. Dann zerfillt K’ in eine Curve C,’ vierter Ord- 
nung und erster Species, und in einen Kegelschnitt C,’, der sich auf 
C, in drei Punkten stiitzt. Betrachtet man nun eine Fliche F’, zweiter 
Ordnung, die durch C, geht, so wird ihr im andern Raume eine Fliiche 
F, fiinfter Ordnung entsprechen, die C, als Doppelcurve besitzt und 
C,’ einfach enthilt. Hieraus entspringt die ganze Theorie dieser letztern 
Fliiche, welche Herr Clebsch zuerst dargelegt hat*). Die 7 Punkte 
a, in denen C, der Fliche F’, ausserhalb C, noch begegnet, und die 
7 Geraden von F,, welche von C, und C, geschnitten werden, bilden 
sich auf FF; als Gerade ab; und man hat somit die 7 Paare von Ge- 
raden dieser Fliche. Das System der Erzeugenden von F',, welche 
C, treffen, eutspricht der Schaar von Kegelschnitten, die entstehen, 
wenn man Ff, mit dem Biischel zweiter Ordnung schneidet, dessen 
.Grundeurve C, ist. Die 7 Punkte @ werden von einem achten Punkte 
von /’, zu einem Schnittpunktsysteme von drei Fliichen zweiten Grades 
ergiinzt; dieser achte Punkt entspricht der Spitze des Kegels zweiter 
Ordnung, welcher f’,’ umschrieben ist. Die einzige Raumeurve vierter 
Ordnung und zweiter Species, welche durch die 7 Punkte @ und drei- 
mal durch C, gelegt werden kann; die 21 cubischen Raumcurven, 
welche derch fiinf Punkte a und zweimal durch C, gehen; die 35 Kegel- 
schnitte, welche auf F’, liegen und durch je 3 Punkte a gehen; end- 
lich die 7 Geraden von F,, die durch je einen Punkt a gehen, ohne 

}, zu schneiden, bilden sich auf FF, als die 64 Kegelschnitte ab, welche 
der oben angefiihrten Schaar nicht angehdren. Analogerweise be- 
stimmen auch die 7 Punkte @ die 64 Schaaren von cubischen Raum- 
curven, welche auf F,’ liegen. Jedem Punkte von C, entsprechen 
die zwei Punkte gleichzeitig, in denen J’, von einer sich auf C, drei- 
mal stiitzenden Geraden geschnitten wird; die ganze Doppeleurve: von 
F’, entspricht also einer Raumcurve neunter Ordnung, welche durch 
C, fiinfmal und durch jeden Punkt @ zweimal geht. — Projicirt man 
+’, von einem auf ihr beliebig gewiihlten Punkte auf eine Ebene, und 
wendet man auf das so entstehende ebene Gebilde eine Transformation 
zweiten Grades an, so werden wir die niedrigste Abbildung der Fliche 
F, erreichen, wobei die ebenen Schnitte durch Curven vierter Ord- 


*) Abhandlungen der Gittinger Societiit, 1870, Bd. 15. 
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nung mit einem doppelten und sieben einfachen Fundamentalpunkten 
dargestellt werden. 

Durch die umgekehrte Transformation erhilt man aus einer cue 
bischen Fliiche F;', welche die Raumeurve C,’ enthiilt, eine F'ldche FY 
vierter Ordnung mit der Doppelgeraden C,. Die 3 Schnittpunkte a von 
F, mit C, (ausserhalb C,’); die 10 Geraden b von F,, welche C, 
zweimal schneiden, und die 3 Kegelschnitte von F’,', welche durch je 
einen Punkt a gehen und mit C,° auf je einer Fliiche zweiten Grades 
liegen, sind die Bilder der 16 Geraden von F',. Der Doppelgeraden 
entspricht die Durchschnittcurve von F, mit der Ebene von C,; und 
den ebenen Schnitten von F', entsprechen Raumcurven fiinfter Ord- 
nung (vom Geschlechte 2), welche von den durch C,’ und die Punkte 
a gehenden cubischen Flichen ausgeschnitten werden. Bildet man 
demnach F’, auf einer Ebene so ab, dass fiinf Gerade b durch fiinf 
Fundamentalpunkte 1, 2, 3, 4, 5 dargestellt werden, so wird sich 
sofort die niedrigste Abbildung von F,' ergeben. Ist, in der Dar- 
stellung von F,, 0 der sechste Fundamentalpunkt, und 6, 7, 8 die 
Bilder der Punkte a, so werden die ebenen Schnitte von Ff’; durch 
Curven vierter Ordnung, 0°. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8, abgebildet*). 

Benutzt man dieselbe Transformation, um eine durch den Kegel- 
schnitt C,° gehende cubische Fliche F,’ umzugestalten, so wird sich 
eine Fliche F’, sechster Orduung ergeben, welche die Doppelcurve C, 
(vom Geschlechte 1) besitet. Auf dieser Fliiche liegen 10 Gerade, welche 
die Doppelcurve dreimal treffen; und 16 Kegelschnitte, welche sich auf 
C, in fiinf Punkten stiitzen. Um zur niedrigsten ebenen Abbildung 
von J’, zu gelangen, reicht es hin die Fliche F; so abzubilden, dass 
ein Fundamentalpunkt der Geraden entspricht, die mit C, zu einem 
ebenen Gesammtschnitte von J’, erginzt: dann werden die ebenen 
Schnitte von F, durch Curven sechster Ordnung dargestellt, welche 
5 zweifache und 10 einfache feste Punkte haben. Das Bild der Doppel- 
eurve wird eine Curve fiinfzehnter Ordnung mit 5 fiinffachen und 
10 dreifachen Punkten sein. 

Geht man von einer Fliiche /’, dritter Ordnung aus,*welche die 
Gerade C, enthilt, so fiihrt dieselbe Transformation zu einer Fliiche 
achter Ordnung F’{ mit der dreifachen Curve C,’ und dem doppelten 
Kegelschnitte C,’.. Die F lichen zweiten Grades, welche durch C,’ gehen, 
schneiden noch aus F’ Curven vierter Ordnung und zweiter Species 
aus: unter diesen giebt es 5, die in zwei Kegelschnitte, und 12 andere, 
die in eine Gerade und eine cubische Raumcurve zerfallen. Jeder der 
10 Kegelschnitte bildet, zusammen mit C,’ und C,', die Grundcurve 


2? 
eines Biischels von cubischen Fliichen, welche ausserdem aus F ra- 





a 


*) Mathematische Annalen, Bd. 1, p. 261. 
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tionale Raumcurven sechster Ordnung ausschneiden, von denen 4 aus 
zwei cubischen Raumeurven bestehen: somit hat man 16 Raumcuven 
dritter Ordnung, ausser den oben erwihnten 12. — In der niedrigsten 
ebenen Abbildung entsprechen den ebenen Schnitten von /,’ Curven 
neunter Ordnung, welche einen dreifachen (1), fiinf zweifache (2, 3, 
4, 5, 6) und zwélf einfache (7, 8, 9, .... 18) feste Punkte besitzen. 
Die dreifache Curve bildet sich als eine Curve dreizehnter Ordnung 
1°, 24. 34... 64 7%. 8%... 18? ab, und der doppelte Kegelschnitt als 
eine Curve fiinfter Ordnung 1°. 2. 3...... 18. 

Zweites Beispiel. — Die Bestandtheile der Fundamentaleurve A 
seien eine Raumcurve C, fiinfter Ordnung vom Geschlechte 2 und eine 
Gerade C,, die C, zweimal trifft; dann wird auch XK’ sich in zwei 
Linien C,;, C,’ derselben Art zerlegen. Wendet man diese Transfor- 
mation auf eine Fliche F’, zweiten Grades an, die durch C, geht, 
so wird eine Fiche F' vierter Ordnung entstehen, welche die doppelte 
Gierade C, besitet. Die &8 Paare von Geraden, welche auf dieser Fliiche 
vorhanden sind, entsprechen den 8 Punkten, in welchen C, der Fliiche 
J’, ausserhalb C, noch begegnet, und den 8 Geraden von F’,, die 
durch diese Punkte und durch C, gehen. 

Unterwirft man dieser Transformation eine cubische windschiefe 
‘Fliiche F’,, deren Doppelgerade C, sei, so werden wir eine Fliche F,, 
fiinfter Ordnung mit der dreifachen Geraden C, finden. Die 11 Punkte, 
in denen F’, von C, ausserhalb C, noch getroffen wird, und die aus 
diesen Punkten ausgehenden Erzeugenden von J’, liefern sofort die 
11 Paare von Geraden, die auf J’, existiren. Der dreifachen Geraden 
C,’ wird die Durchschnittscurve von 7’, mit der Flaiche zweiten Grades 
entsprechen, welche der Ort der die Curve C,’ dreimal schneidenden 
Geraden ist*). 

Mittelst derselben Transformation fiihrt eine allgemeine, durch 
C, gelegte, cubische Fliiche 1°, zu einer Fliche EF, siebenter Ordnung 
mit der dreifachen Geraden C,/ und der Doppelcurve C,. Diese Fiiiche 
enthilt 13 Gerade, die von C,; geschnittene Sehnen von C,’ sind. 
Richtet man die ebene Abbildung von J’, so ein, dass die Gerade C, 
von einem Kegelschnitte dargestellt wird, so ergiebt sich die niedrigste 
Abbildung von F';, wobei den ebenen Schnitten dieser Fliche Curven 
siebenter Ordnung mit einem dreifachen (1), fiinf zweifachen (2, 3, 
4, 5, 6) und dreizehn einfachen (7, 8, ...19) festen Punkten ent- 
sprechen. Die dreifache Gerade wird durch eine Curve sechster Ord- 
nung 1? . 2?...6?.7.8...19, und die Doppeleurve durch eine Curve 
zwolfter Ordnung 1°. 2°. 3°... . 6°. 7. 8%... 19° dargestellt. 

Drittes Beispiel. — K besteht aus zwei cubischen Raumeurven 


*) Math. Annalen, Bd. 3, 8. 185. 
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C,, K,, die vier gemeinsame Punkte haben: dann ist auch K’ ein 
iihnliches System von zwei Raumcurven C,’, K,’. Stellt man sich nun 
eine durch C, gehende allgemeine cubische Fliiche F, vor, so wird 
das entsprechende Gebilde im zweiten Raume eine Fliiche F./ fiinfter 
Ordnung mit einer unebenen Doppeleurve C,, dritter Ordnung sein. Den 
5 Punkten a, in welchen K, die Fliiche J’, ausserhalb C, noch trifft, 
und den 6 Geraden b von F’,, welche die Curve C, zweimal schneiden, 
entsprechen die 11 Geraden von F.’; und die Doppeleurve C,' ent- 
spricht einer Curve neunter Ordnung, welche der Ort der Begegnungs- 
punkte von F’; mit den Geraden ist, die K, zweimal und C, einmal 
treffen. Ordnet man die ebene Abbildung von F, so an, dass die 
Geraden 6 durch sechs Punkte 1, 2,....6 dargestellt werden, und 
sind 7, ‘8, ..11 die Bilder der fiinf Punkte a, so wird man ohne 
weiteres die niedrigste Abbildung von F’,’ erhalten, wobei die ebenen 
Schnitte sich als Curven vierter Ordnung 1. 2. 3........ 11 abbilden, 
und die Doppeleurve durch eine hyperelliptische Curve siebenter Ord- 
nung mit eilf Doppelpunkten dargestellt wird*). 

Viertes Beispiel. — K besteht aus einer Curve C, vierter Ord- 
nung und erster Species, und aus zwei windschief liegenden Sehnen 
A, B derselben. Durchaus iihnlich wird dann die Zerlegung von K’ 
sein. Wenn man durch A und B eine allgemeine cubische Fliiche I, 
hindurechlegt, so wird ihr im andern Raume eine Fliiche fiinfter Ord- 
nung, F{, entsprechen, die zwei sich nicht schneidende Doppelgerade 
A’, B besitzt. Diese Fliche enthiilt 13 Gerade: sie entstehen aus den 
8 Punkten, in welchen C, die Fliiche #, ausserhalb A und B noch 
trifft, und aus den 5 Geraden von F',, die A und B schneiden. Den 
zwei Doppelgeraden von J’,’ entsprechen zwei Raumcurven fiinfter 
Ordnung (vom Geschlechte 2), die beziiglich mit A, 2 den Gesammt- 
durchschnitt von F, mit zwei durch C, gehenden Filiichen zweiten 
Grades bilden. Nimmt man nun die Fundamentalpunkte 1, 2, .. .6 
der ebenen Abbildung von F’, so an, dass den Geraden A, PB die 
Kegelschnitte 1.5.4.5.6, 2.3.4.5.6 entsprechen, so wird sich auch die 
niedrigste Abbildung von Ff,’ ergeben: die Bilder der ebenen Schnitte 
dieser Fliiche werden Curven fiinfter Ordnung sein, die zwei Doppel- 


punkte 1, 2 und zwilf einfache feste Punkte 3, 4,.....14 haben: 
wo die Punkte 7, 8,...14 den Durchschnittspunkten von Ff’, und C, 
entsprechen**). 


Legt man F, nicht durch A und BL, aber durch C, hindurch, so 
erhalten wir wieder eine Fliche IF’, fiinfter Ordnung, mit der Doppel- 
curve C, (erster Species). Die 14 Geraden dieser Fliiche entsprechen 


*) Math. Annalen, Bd. 1, 8. 284. 
**) Math. Annalen, Bd. 1, 8. 306. 
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1. den 2 Punkten a, in welchen A, B die F’, ausserhalb C, noch 
treffen; 2. den 10 Geraden } von F’,, welche Sehnen von C, sind; 
3. den 2 Kegelschnitten, die durch einen Punkt a gehen und C, vier- 
mal begegnen. Um zur niedrigsten Abbildung von F,’ zu gelangen, 
wird man fiinf Fundamentalpunkte 1, 2,...5 der Abbildung von F’, 
so annehmen, dass sie fiinf Geraden } darstellen. Ist 0 der sechste 
Fundamentalpunkt dieser letzten Abbildung, und sind 6, 7 die Bilder 
der zwei Punkte a, so werden die Curven vierter Ordnung 0°.1.2.3 ...7 
den ebenen Schnitten von F,’ entsprechen. 

Dieselbe Transformation bietet eine unmittelbare und ungemein 
leichte Behandlung einer Aufgabe dar, die von Herrn Clebsch vor- 
gelegt und von Herrn Liiroth gelést wurde*). Die Aufgabe lautet: 
,, Die Anzahl der Kegelschnitte zu bestimmen, welche eine Curve vierter 
Ordnung, erster Species, in drei und fiinf ihrer Sehnen in je einem 
Punkte treffen“. Sei C, die Raumecurve; A, B, C, D, E ihre ge- 
gebenen Sehnen. Ich nehme das System (C,, A, B) als Fundamental- 
curve eines durch eine cubische Transformation umzuformenden Raumes 
an; so wird der zweite.Raum ein iihnliches Fundamentalsystem (C,’, 
A’, B’) besitzen. Dann entsprechen den Sehnen C, D, E drei Gerade 
C’, D’, E’, welche ebenso Sehnen von C,’ sind, und es entspricht 
irgend einem Kegelschnitte, welcher C, dreimal, A und B je einmal 
trifft, eine Gerade, welche C, nur einmal begegnet. Die vorgelegte 
Aufgabe gestaltet sich also in die folgende um: ,,Die Anzahl der Ge- 
raden zu bestimmen, welche eine Curve C,’ (vierter Ordnung und erster 
Species) und drei ihrer Sehnen C’, D’, E” in je einem Punkte treffen‘‘. 
Der Durchschnitt des Hyperboloids (C’ D’ E’) mit der Curve C,’ giebt 
dann ohne weiteres die zwei Lésungen der Frage. 

Es versteht sich von selbst, dass man viele andere, die Kegel- 
schnitte und die unebenen cubischen Curven im Raume betreffenden 
Aufgaben in iihnlicher Weise vereinfachen und auflésen kann. 

Fiinftes Beispiel. — Die Bestandtheile von K sind eine Curve 
vierter Ordnung und zweiter Species, C,, und ein Kegelschnitt C,, 
der sich auf C, in vier Punkten stiitzt; dann wird K’ ein thnliches 
System (C,’, C,’) sein. 

Ist eine durch C, gehende cubische Fliiche J’; gegeben, so liefert 
die Transformation eine Fliche sicbenter Ordnung F, mit dem drei- 
fachen Kegelschnitte C,) und der Doppelcurve C,. Diese Fliche enthialt 
9 Gerade und 16 (einfache) Kegelschnitte: eine Gerade ist eine Sehne 
von C,'; die anderen 8 Geraden sind Sehnen von C,’, welche noch C,’ 
treffen. In der niedrigsten Abbildung werden die ebenen Schnitte 
durch Curven sechster Ordnung dargestellt , die fiinf feste Doppelpunkte 


*) Math. Annalen, Bd. 3, 8. 124. 
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1, 2, 3, 4, 5 und neun einfache gleichfalls feste Punkte 6, 7,8... 14 
haben. Der dreifache Kegelschnitt bildet sich auf einer Curve sechster 
Ordnung 1*.2?.3°.4°.5°.67.7.8. ....14 ab, und die Doppeleurve C;, 
auf eimer hyperelliptischen Curve neunter Ordnung 1°, 2°.3%.4°.5°.7°*. 
Pas oan OH. 


Legen wir durch (, eine Fliiche zweiten Grades, so werden wir 
cine Fliche vierter Ordnung mit dem Doppelkegelschnitte C, erhalten. 
Einer durch (C, gelegten Fliiche 7’, vierter Ordnung, welche eine 
von C, dreimal geschnittene Doppelgerade besitzt, entspricht . eine 
Fliche sechster Ordnung I°{, welche C,' einfach, Cj zweifach enthiilt 
und einen auf Cy gelegenen dreifachen Punkt o hat. Dieser Fliiche 
gehéren die drei von o ausgehenden Sehnen von C,’ an, und ausser- 
dem vier andere Gerade, welche C,’ dreimal schneiden. In der nie- 
drigsten Abbildung von J’, werden die ebenen Schnitte durch Curven 
siebenter Ordnung abgebildet, die neun Doppelpunkte und sieben ein- 
fache Punkte gemein haben. Das Bild des dreifachen Punktes o ist 
eine Curve dritter Ordnung, welche die neun doppelten und drei ein- 
fachen Fundamentalpunkte enthilt. Der Doppeleurve C,’ entspricht 
eine hyperelliptische Curve vierzehnter Ordnung, welche viermal durch 
jeden doppelten, zweimal durch die oben erwiihnten drei einfachen, 
und dreimal durch die iibrigen einfachen Fundamentalpunkte geht. 
Sechstes Beispicl. — Drei Kegelschnitte A, 6, C machen die Fun- 
damentaleurve K aus: A hat zwei Punkte gemein mit jeder der beiden 
anderen, und diese schneiden sich nur in einem Punkte. Die Fun- 
damentaleurve im anderen Raume wird dann aus einer Raumcurve 
Cy vierter Ordnung und zweiter Species, und aus zwei sich kreuzenden 
Sehnen derselben J’, S’ zusammengesetzt. Ist im ersten Raume eine 
cubische Fliche I’, gegeben, welche durch den Kegelschnitt C geht, 
so wird ihr eine Fliiche sechster Ordnung F,, entsprechen, welche cine 
Doppeleurve Cj und eine Doppelgerade ER’ besitzt. Diese Fliiche ent 
hilt 10 Gerade, von denen 4 die Doppelcurve dreimal schneiden: da- 
gegen schneiden die iibrigen C,’ zweimal und Jv’ einmal. — In der 
niedrigsten Abbildung von J, werden die ebenen Schnitte durch 
Curven sechster Ordnung mit 5 zweifachen und 6 + 4 einfachen festen 
Punkten dargestellt. Der Doppelgeraden entspricht eine cubische Curve, 
welche die 5 zweifachen und 6 einfachen Fundamentalpunkte enthiilt; 
und der Doppeleurve C,’ entspricht eine Curve zwoélfter Ordnung , welche 
durch die 5 + 6 + 4 Fundamentalpunkte beziiglich 4, 2, 3mal geht. 
Uebrigens ist diese Fliche ein besonderer Fall der oben im ersten 
Beispiele betrachteten Fliche sechster Ordnung, welche eine Doppel- 
curve fiinfter Ordnung vom Geschlechte 1 besitzt. 


Die vorliegende Transformation fiihrt wieder zu einer Lliche vicrter 
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Ordnung mit einem Doppelkegelschnitte, wenn man von einer durch die 
Geraden K’, S’ gelegten Fliiche zweiten Grades ausgeht. 

Siebentes Beispiel. — K \esteht aus vier windschief liegenden 
Geraden C, D, 7, F und aus ihren Transversalen A, B; im zweiten 
Raume werden wir ein iihnliches System (C’, D’, FE’, J’, A’, B’) haben. 
Wendet man diese Transformation auf eine’ durch A, B, C gehendy 
cubische Fliche J’, an, so wird man eine mit drei dreifachen A’, B, 
C’ und drei zweifachen Geraden D’, E’, EF’ behaftete Fiche siebenter 
Ordnung IF, ableiten. Diese Fliche enthilt noch 9 einfache Gerade. 
In der niedrigsten Abbildung haben die ebenen Schnitte zu Bildern 
Curven vierter Ordnung, die neun einfache feste Punkte 1, 2,...9 
haben. Den vielfachen Geraden A’, B’, C’, D', LE’, I” entsprechen 
die Kegelschnitte 1.2.5.4.5, 1.2.5.4.6, 5.6.7.8.9 und die Geraden 8.9, 
9.7, 7.8. 

Achtes Beispicl. — Setzen wir nun voraus, dass K aus einer ebenen 
cubischen Curve K, und aus einer cubischen Raumeurve C, bestehe, 
wobei C, und K, drei Punkte gemein haben; dann wird XK’ eine mit 
einem dreifachen Punkte o behaftete Raumeurve K,’ sechster Ordnung, 
vom Geschlechte 1. Legt man durch XK, eine Fliiche F, dritter Ord- 
nung, so wird der umgeformte Ort eine Iliéche I’; sechster Ordnung 

‘sein, welche K,{ zur Doppelcurve und o zum dreifachen Punkte hat. 
Diese Fliche enthiilt 6 sich nicht schneidende Gerade, welche den 6 
ausserhalb K, fallenden Durchschnittspunkten a von F’, mit C,; und 
27 Kegelschnitte, welche den 27 Geraden von J’, entsprechen. Die 
ebenen Schnitte von J, werden auf F’,’ durch Curven sechster Ord- 
nung dargestellt, welche von den die sechs Punkte a enthaltenden 
Flichen zweiten Grades ausgeschnitten werden. Handelt es sich also 
darum, die cubische Fliche Ff, in die Flache sechster Ordnung JF,’ 
iiberzufiihren, so kann man statt der cubischen Transformation, deren 
Grundecurve aus K, und C, besteht, eine quadratische Transformation 
anwenden: das heisst, ein dreimal unendliches lineares System von 
Flichen zweiten Grades als den Ebenen des anderen Raumes ent- 
sprechend annehmen. Alle diese Flichen gehen durch die sechs festen 
Punkte a; folglich ist diese Transformation nur unter der Bedingung ra- 
tional umkehrbar, dass man sie mit der Gleichung der Fliiche verkniipft, 
die transformirt werden soll. In der That schneiden sich je drei jener 
Flichen zweiten Grades noch in zwei Punkten; und die Fliche F, 
wird nur von einem derselben durchlaufen. — Die gewohnliche Dar- 
stellung von 7’; giebt unmittelbar die niedrigste ebene Abbildung von 
F,; den ebenen Schnitten entsprechen Curven sechster Ordnung, 
welche sechs doppelte und sechs einfache feste Punkte haben. Das 
Bild des dreifachen Punktes o besteht aus drei Punkten, die in der 
Abbildung von 7, den drei Begegnungspunkten von C, und K, ent- 
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sprechen. Die Doppeleurve K, wird durch ‘eine Curve fiinfzehnter 
Ordnung mit sechs fiinffachen, sechs dreifachen und drei doppelten 
Punkten dargestellt. 

Geht F, durch C,, nicht durch K,, so wird eine Fliiche Fj vierter 
Ordnung mit dem dreifachen Punkte o entstehen: den 6 auf I’, liegenden 
Sehnen von C, und den 6 Punkten, in welchen F; und K, ausserhalb C., 
sich treffen, entsprechen 12 Gerade von F’,’, welche durch 0 gehen. Dic 
niedrigste Abbildung fallt hier mit der Centralprojection aus 0 zusammen. 

Bei dieser Transformation entsprechen den windschiefen F lichen, 
deren Erzeugende Sehnen von C, sind, die Kegel mit der Spitze o. Ins- 
besondere entspricht der von den Tangenten von C, gebildeten Fliche 
der von o an die Fliche gelegte Beriihrungskegel (zweiten Grades), 
welcher der Ort der die Curve KX,’ dreimal treffenden Geraden ist. 

Sei C, das System von drei Geraden A, B, C, von denen die 
beiden ersten windschief liegen, wiihrend beide von der dritten ge- 
schnitten werden. Dann wird K’ aus einer Raumecurve C,’ (vierter 
Ordnung und erster Species) und zwei ihrer Sehnen A’, BD’ bestehen, 
welche einen Punkt o’ der Curve gemein haben. Nehmen wir nun eine 
windschiefe Flaiche (m +- »)'*" Ordnung an, auf welcher A eine m-fache, 
B eine n-fache Directrix, und C eine einfache Erzeugende sein mige. 
Der entsprechende Ort im andern Raume wird dann ein Kegel (aw-+-n—1)'" 
Ordnung mit der Spitze o sein: dieser Kegel besitzt eine (m — 1) fache 
und eine (m — 1) fache Kante, A’, B. 

Geht man von einer durch C,’ gelegten und mit dem dreifachen 
Punkte o’ behafteten Fliiche F’,’ vierter Ordnung aus, so fiihrt dieselbe 
Transformation zu einer Fliche fiinfier Ordnung F,, auf welcher A 
und B doppelte, C eine dreifache Gerade ist. Diese merkwiirdige Fliche 
besitzt 10 Gerade, von denen 4 A und B schneiden, wiihrend die 
iibrigen zu zwei in drei durch C gehenden Ebenen liegen. Die Pro- 
jection von F’ aus dem dréifachen Punkte o’ giebt sofort die niedrigste 
ebene Abbildung von fF, in welcher den ebenen Schnitten Curven 
dritter Ordnung entsprechen, die vier Punkte 1, 2, 3, 4 gemein haben. 
Sind a, B die Mittelpunkte der Geradenbiischel, welche die ebenen 
durch A, B resp. gehenden Schnitte darstelleu, so ist die Gerade «B 
das Bild von C; den Doppelgeraden A, B entsprechen aber zwei in 
1234 sich schneidende Kegelschnitte (a), (b). Seien aa’, pp” die 
Durchschnittspunkte von (a), (b) mit der Geraden wf; dann treffen 
die Bilder der ebenen Schnitte von F, den Kegelschnitt (a) in zwei 
mit 6, den Kegelschnitt ()) in zwei mit « geradlinig liegenden Punkten, 
und die Gerade*«B in drei Punkte, welche eine Gruppe der cubischen 
Involution (ea, BBB ) bilden. 

Neuntes Beispiel. — Seien nun die Bestandtheile von K eine 
cubische Raumcurve C,, eine Gerade C,, und ein Kegelschnitt C,, 
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welcher C, dreimal und C, zweimal begegnet. Dann besteht K’ aus 
einer rationalen Curve C, fiinfter Ordnung mit einem dreifachen 
Punkte 0, und aus einer Sehne C’ dérselben Curve. Mittelst dieser 
Transformation geht eine durch C, gelegte Fliiche F’, zweiten Grades 
in eine Fliche I, fiinfter Ordnung mit dem dreifachen Punkte o und 
der Doppelcurve C, tiber. Diese Fliiche enthilt ausser C,’ noch 9 Ge- 
rade, welche den drei (nicht auf C, liegenden) Begegnungspunkten 
a von I’, mit C,, und den sechs aus den Punkten a ausgehenden Ge- 
raden von J’, entsprechen: und diese 10 Geraden bilden 10 Doppel- 
dreien*). Auf F,’ liegen fiinf Schaaren von Kegelschnitten: und die 
Auflésung der Gleichung fiinften Grades, welche diese fiinf Schaaren 
giebt; liefert ohne weiteres die Auflésung der zwei Gleichungen zehnten 
Grades, von denen die zehn Geraden und die zehn Doppeldreien ab- 
hiingen. — Den ebenen Schnitten von J’, entsprechen auf J’, Curven 
vierter Ordnung und erster Species, so dass eine quadratische Trans- 
formation existirt, welche, mit Hiilfe der Gleichung von F,, von 
dieser Fliiche zu F, fiihrt. — Aus der Centralprojection von F’, und 
einer darauf folgenden quadratischen ebenen Transformation ergiebt 
sich die niedrigste Abbildung von F’,’, wobei die Bilder der ebenen 
Schnitte Curven dritter Ordnung sind, die durch vier feste Punkte 
gehen. Der Doppelcurve entspricht eine hyperelliptische Curve sechster 
Ordnung mit 7 Doppelpunkten, welche mit den 4 Fundamentalpunkten 
und 3 anderen, das Bild des dreifachen Punktes o ausmachenden, 
Punkten zusammenfallen. 

Durch die umgekehrte Transformation fiihrt eine den Punkt 0 
und die Gerade C,’ enthaltende cubische Fliiche PF’, zu einer Fliiche 
sechster-Ordnung F°,, welche eine doppelte Raumeurve dritter Ordnung 
C, und eine diese nicht schneidende Doppelgerade C, besitet. Diese 
Fliche enthilt 10 Gerade, welche den Punkten entsprechen, in welchem 
F,, und C,’ sich ausserhalb 0 und C,’ noch treffen; 12 Kegelschnitte, 
welche den 10 von C,’ geschnittenen Geraden von F’,, dem in der 
Ebene oC,’ liegenden Kegelschnitte von F',, und dem Punkte o ent- 
sprechen; 32 cubische Raumcurven, welche den 16 von C,’ nicht ge- 
troffenen Geraden von J,’ und den 16 durch o gehenden und von C,’ 
geschnittenen Kegelschnitten von J’,’ entsprechen; u. s. w. — Man 
bilde F,’ auf einer Ebene so ab, dass die Gerade C,’ durch den Kegel- 
schnitt 1,2.3.4.5 dargestellt werde; sei 0 der sechste Fundamentalpunkt 
dieser Abbildung; 6 das Bild des Punktes 0 (von F,’); und 7, 8, ... 16 
die Bilder der Begegnungspunkte von F,) und C,’.. Dann haben wir 
die niedrigste Abbildung von F’,’: die ebenen Schnitte werden durch 
Curven siebenter Ordnung (*. 1°. 2%....6%. 7.8... 16; die Doppelgerade 


*) Mathem. Annalen, 3. Band, 5. 75, Anmerkung. 
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durch eine hyperelliptische Curve sechster Ordnung 0*. 1*. 2°... 6%. 7. 
8... 16; und die cubische Doppelcurve durch eine ebenfalls hyper- 
elliptische Curve eilfter Ordnung 0°. 1°. 2°, . 6°. 77. 8%... 16° dargestellt*). 


Es schien mir nicht iiberfliissig, eine gréssere Anzahl von Bei- 


spielen anzufiihren, um die Niitzlichkeit dieses Verfahrens méglichst 
gut zu beweisen; denn es sind nicht nur alle schon von Herrn Clebse li 


und Néther untersuchten F lichen, sondern auch manche andere auf 


die leichteste Weise entstanden**). Die oben angewandten Transforma- 
tionen sind solcher Art, dass ihnen umgekelrte Transformationen gleicher 
Ordnung entsprechen; es giebt aber noch andere, welche bei der Umkeh- 
rung ihre Ordnung iindern. Z. B. giebt es (unter anderen) drei cubische 
Transformationen, denen Transformationen vierten, fiinften, sechsten 
Grades beziiglich entsprechen***), Die Flichen dritter Ordnung des 
ersten Raumes, welche auf den Ebenen des zweiten sich abbilden, 
haben bei der ersten Transformation eine Curve fiinfter Ordnung (vom 
Geschlechte 1) und einen Punkt; bei der zweiten eine cubische Kaum- 
curve, eine diese nicht schneidende Gerade und zwei Punkte; bei der 
dritten einen Doppelpunkt, drei einfache Punkte und einen ebenen 
Schnitt gemein. 

Es liegt keine Schwierigkeit vor, wenn man ‘lransformationen 
hoherer Ordnung betrachten will, mégen sie aus Verbindungen und 
Wiederholungen der bekannten quadratischen und cubischen Trans- 
formationen , oder vielmehr aus directen Forschungen hervorgehen. Ich 
werde hier nur wenige Beispiele noch angeben. 

Es giebt eine Transformation zweiten Grades, deren Umkehrung 
zum vierten Grade fiihrt. Den Ebenen des ersten Raumes entsprechen 
Flachen zweiten Grades, welche vier feste Punkte und in einem der- 
selben eine feste Beriihrungsebene haben. Den Ebenen des zweiten 
Raumes entsprechen Steiner’sche Fliichen, welche die drei Doppel- 
geraden und noch einen Kegelschnitt gemein haben. Geht man von 
einer beliebig im ersten Raume liegenden Fliche zweiter Ordnung aus, 
so erhilt man eine mit dyei konischen und einem uniplanaren Punkte 
behaftete Fliche vicrter Ordnung, welche vier im letzten Punkte sich 
kreuzende und auf einer Ebene liegende Gerade besitzt. Es ist dies 
vielleicht das erste Beispiel einer auf einer Ebene abbildbaren I liche 





*) Math. Annaler, Bd. 3, 8S. 203. 

**) S. iiberdiess die neue Abhandlung von H. Néther, welche genau gleich- 
zeitig (Math. Annalen, Bd. 3, p. 547) erschien, wie diese Mittheilung in den Gitt. 
Nachrichten vom 3. Mai und meine erste Note in den Rendiconti dell’ Istituto 
Lombardo vom 4. desselben Monats. 

***) Die beiden erstern sind in der oben citirten Abhandlung von H. Cayley 
beriihrt. 
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vierter Orduung, welche weder eine doppelte Linie noch einen drei- 
fachen Punkt hat. 

Wenn man die im vierten Beispiele betrachtete Transformation 
zweimal ausfiihrt, so entsteht eine Transformation fiinften Grades, 
wobei den Ebenen jedes Raumes Flichen fiinfter Ordnung entsprechen, 
welche eine feste Doppelcurve vierter Ordnung und erster Species be- 
sitzen und durch vier feste Sehnen dieser Curve gehen. Mittelst dieser 
‘Transformation bewirkt man den Uebergang von einer Fliiche dritter 
Ordnung zu einer Fliche siebenter Ordnung mit einer dreifachen Curve 
vierter Ordnung und erster Species. Die niedrigste ebene Abbildung 
dieser Fliiche ist so beschaffen, dass den ebenen Schnitten Curven 
fiinfter Ordnung mit einem dreifachen (0) und neun einfachen festen 
Punkten 1, 2,..9, und der dreifachen Curve eine Curve neunter Ord- 
nung 0°. 17. 2?...9?-entspricht. Die Punkte dieser Curve bilden solche 
Tripel, dass, wenn eine von 0 ausgehende Gerade die Curve in vier 
Punkten schneidet, die vier Paare von zugehérigen Punkten mit 
1, 2,..9 zasammen auf einer Curve vierter Ordnung liegen, welche 
in O einen Doppelpunkt hat. 

Es giebt eine Transformation vierten Grades, bei welcher den 
Ebenen eines Raumes Fliichen vierter Ordnung entsprechen, welche 
-einen doppelten Kegelschnitt, eine Curve vierter Ordnung und zweiter 
Species und einen Punkt gemein haben. Die umgekehrte Transfor- 
mation ist wieder vierten Grades. 

Bei einer anderen Transformation vierten Grades entsprechen den 
Ebenen des ersten Raumes Fliichen vierter Ordnung, welche einen 
gemeinsamen Doppelkegelschnitt haben und durch eine feste Curve 
fiinfter Ordnung (vom Geschlechte 1) gehen. Die umgekehrte Trans- 
formation ist nur dritten Grades. 

Ks giebt eine Transformation »'*" Ordnung, bei welcher den Kbenen 
eines Raumes Flichen n'*" Orduung entsprechen, welche eine (x — 2) 
fache Gerade und eine Curve (3 — 4)'*" Ordnung (vom Geschlechte 
3”n— 7) gemein haben. Diese Curve trifft die vielfache Gerade in 
3n— 7 Punkten. Die umgekehrte Transformation ist wieder »'* 
Grades. 


Schliesslich kénnen wir aussagen: sobald die ebene Abbildung emer 
Fliche vollzogen ist, ist man im Stande, alle die Transformationen an- 
zugeben, bei welchen den Ebenen eines Raumes Fliichen entsprechen, dic 
derselben Art sind, -wie die gegebene, und welche dieselben vielfachen 
Linien und Punkte besitzen. 

Sei nimlich @ die Fiche, deren ebene Abbildung TT gegeben ist. 
Dann wird @ von allen, dieselben vielfachen Linien und Punkte be- 
sitzenden Flichen g,, g.,... (derselben Ordnung ”) ausserdem in 
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Curven geschnitten, deren Bilder auf TT ein gewisses System £ aus- 
machen. Nehmen wir nun auf TT ein homaloidisches Netz von rationalen 
Curven K an, deren jede, zusammen mit einem unveriinderlichen Orte 
L (einem Complexe von mehreren auch vielfach zu rechnenden Curven), 
zu einer Curve des Systems = ergiinzen mége. Drei nicht zu einem 
und demselben Biischel gehérende Curven K,, X,, K, des Netzes be- 
stimmen drei Biischel von Fliichen m + «,9,, p+ @&9,, p + &9;, 
welche cin homaloidisches System von F lichen 


(1) aD + OP, + & DP, + HY, = 0 

liefern. Dann kénnen wir die Fliichen dieses Systems als den Ebenen 
eines anderen Raumes entsprechend annehmen, sodass eine eindeutige 
Transformation wn” Grades entstehen wird. Die Ordnung der Raum- 
curven, welche den Curven K der Abbildung TT entsprechen, stimmt 
mit dem Grade der umgekehrten Transformation, das heisst mit der 
Ordnung der das homaloidische System im zweiten Raume 


(2) By + By, + B.v + B3¥; = 0 
ausmachenden Fliichen w iiberein. 

Die Jacobi’sche Curve des Netzes K besteht*) aus ‘mehreren 
Linien k; und die diesen Linien entsprechenden Raumcurven, zusammen 
mit den (vielfach zu rechnenden) dem ganzen Systeme (1) gemein- 
samen Curven, ergiinzen sich zum vollen Durchschnitte der gege- 
benen Fliiche m mit der Jacobi’schen Fliiche des Systems (1). 
Anders gesagt: die k sind die Bilder der Raumecurven (des ersten 
Raumes), welche den Punkten entsprechen, wo die Fundamentaleurven 
des zweiten Raumes (d. h. die den Flichen ~» gemeinsamen Curven) 
von der der gegebenen Fliiche g entsprechenden Ebene geschnitten 
werden. Haben also die Flichen (1) eine einfache, eine zweifache, 
... eie 7-fache Curve gemein, so wird diese 1.3, 2.7, ... 7 (47—1) mal**) 
im Durchschnitte der gegebenen Fliiche g mit der Jacobi’schen Fliiche 
des Systems (1) enthalten sein; der fernere Schnitt dieser Fliichen aber 
wird ausschliesslich durch die Curven & dargestellt, aus denen die 
Jacobi’sche Curve des Netzes K besteht (mit Riicksicht auf die von 
den Fundamentalpunkten von TT dargestellten Linien von gm). Wenn 
(in der gegebenen Fliiche gm) J, Geraden, 1, Kegelschnitte, 1, (rationale) 
Curven dritter Ordnung u. s. w. den Linien & der Abbildung TT ent- 
sprechen, werden die Fliichen w des zweiten Raumes eine einfache 
Curve /,'** Ordnung, eine zweifache Curve /,'" Ordnung, eine dreifache 


5? 
Curve /,' Ordnung, u. s. w. haben. Und die Betrachtung der Ver- 


g, 
*) Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane (Mem. Accad, Bologna, 

1865, serie 2, t. 5). 

**) Max Néther in den Math. Annalen, Bd. 2, S. 293. 
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hiiltnisse der gegebenen Abbildung TT, des Netzes K und des Ortes 1 
mit den ihnen entsprechenden Raumobjecten, wird uns ohne wesent- 
liche Schwierigkeiten zur Entdeckung der inneren Eigenschaften des 
Systems (2) fiihren; womit man aber auch im Stande sein wird, die 
umgekehrte Transformation als vollstiindig erklirt anzusehen. 

Jedes Netz von Curven, wie K, liefert eine rationale Transfor- 
mation der hier in Betracht kommenden Art. Nun erlaube ich mir 
noch ein Beispiel anzufiihren, um die Fertigkeit und die Fruchtbarkeit 
der hier vorgeschlagenen Methode einleuchtend zu machen*). 

Sei m eine Fliiche dritter Ordnung: und 1, 2, 3, 4, 5, 6 die Funda- 
mentalpunkte ihrer ebenen Abbildung TT. Als Curven K nehme ich 
die durch 1, 0,, 0,**) beschriebenen Kegelschnitte an, so dass L eine 
Curve siebenter Ordnung 1°. 2°.3*.4°.5*.6° seim wird. Diese Curve zer- 
faillt in emen Kegelschnitt 2.3.4.5.6 und eine Curve fiinfter Ordnung 
1°, 2?.3*.4*.5°.6?; und die entsprechenden Raumlinien sind eine Gerade 
R und eine cubische unebene Curve C,, die keinen Punkt gemein 
haben. Die Flichen des Systems (1) sind also dritter Ordnung und 
enthalten It, C, und zwei gegebene Punkte O,, O,; und je zwei 
von denselben schneiden einander in einer Curve fiinfter Ordnung 
(p =0), die durch O,, O, geht und R viermal, C, achtmal trifft. 
Solche Curven fiinfter Ordnung entsprechen den Geraden des anderen 
Raumes; folglich sind die den Punkten O,, O, und den Linien R, 
C, entsprechenden Theile der Jacobi’schen Fliiche des Systems (2), 
Flichen resp. erster, erster, vierter, achter Ordnung. — Die Jacobi’sche 
Fliiche des Systems (1) begegnet @ liings den dreimal zu zihlenden 
R, C,; lings einer von der Geraden 0,0, dargestellten cubischen Raum- 
curve; Tings zwei von 10,, 10, dargestellten Kegelschnitten und lings 
fiinf von den Punkten 2, 3, 4, 5, 6 dargestellten Geraden. Demnach 
besitzt das zweite System die folgenden Fundamentalcurven: 1. eine 
dreifache Gerade A, die dem Orte der cubischen Raumeurven ent- 
spricht, welche durch O,, O, gehen, 2 zweimal und C, fiinfmal 
schneiden (dieser Ort ist das Hyperboloid O,0,C,); 2. eine doppelte 
Gerade B,, die der Ebene O, It entspricht, als dem Orte der Kegel- 
schnitte, die durch O, gehen, J? zweimal und C, dreimal begegnen; 
3. eine andere Doppelgerade L,, die analogerweise der Ebene 0, R 
entspricht; 4. eine einfache Curve C, fiinfter Ordnung (p = 0), welche 
dem Orte der Geraden entspricht, die C, zweimal und 2 einmal schnei- 
den: dieser Ort ist die Fliche vierten Grades RC,?. 


*) Andere Beispiele sind in den Rendiconti del R. Istituto Lombardo (4. maggio 
und 1, giugno 1871) zu sehen. 

**) 0, 02 sind zwei beliebige, aber von den Fundamentalpunkten verschiedene 
Punkte der Ebene TT. 
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Die Geraden A, B, haben einen Punkt gemein, weil das Hyper 
holoid O,0,C, und die Ebene O, R lings einem Kegelschnitte sich 
schneiden; und so treffen sich auch A, B,; B, und B, aber liegen 
schief gegen einander. — A und C, haben zwei Punkte gemein, wegen 
der zwei den Orten O,0,C;, RC,? gemeinsamen Geraden; und da die 
Ebene O, 2 drei Sehnen von C, enthilt, so stiitzt sich DB, auf C, in 
drei Punkten; und ihnlicherweise B, auf C,. 

Hieraus folgt, dass die Fliichen wy des Systems (2) Fliichen fiinfter 
Ordnung sind, welche die dreifache Gerade A, die Doppelgeraden B,, 
B, und die einfache rationale Curve C, gemein haben; und dass den 
Geraden des ersten Raumes cubische Raumcurven entsprechen, welche 
A, B,, B,, Cs resp. 2, 1, 1, 4mal schneiden (denn diese Zahlen 
sind die Grade der Orte 0,0,C,, O, Rt, O,R, RC, welche die Ja- 
cobi’sche Fliche des Systems (1) ausmachen). Somit ist das System 
(2) giinzlich bestimmt. - 

Die Jacobi’sche Fliiche dieses Systems enthilt die folgenden 
Orte: 1. die (zweimal zu rechnenden) Ebenen AB,, A B,; 2. die Fliche 
vierten Grades A? B,?B,?C,, welche von den auf B,, B,, C, sich 
stiitzenden Geraden ausgefiillt ist; 3. die Fliiche achten Grades 
A®> BB SC, welche aus den von A geschnittenen Sehnen von C, 
gebildet ist. 

Nun entsprechen offenbar: 

den von A geschnittenen Geraden die Kegelschnitte, welche 2 2mal, 
C, 3mal treffen ; 

den von B, (B,) geschnittenen Geraden die cubischen Raumcurven, 
welche durch O, (O,) gehen und # 2mal, C, 5mal treffen; 

den von B, und B, geschnittenen Geraden die Sehnen von C,; 

den von C, einmal geschnittenen Geraden die Raumecurven vierter 

Ordnung und zweiter Species, welche durch O,, O, gehen und It 

Smal, C, 6mal treffen; 

den zweipunktigen Sehnen von C, die cubischen Raumeurven, welche 
durch O,, O, gehen und R 2mal, C, 4mal treffen; 

den dreipunktigen Sehnen von C, die Kegelschnitte, welche durch 
O,, O, gehen und F einmal, C, 2mal treffen; 

der einzigen vierpunktigen Sehne von C, die Gerade O,0,; 

den A und C 


“7 


C,, treffen ; 


* 
ov 


schneidenden Geraden die Geraden, welche R uni 


den B,(B,) und C, schneidenden Beraden die Kegelschnitte , welche 
durch O,(0,) gehen und R einmal, C, 3mal treffen; 

den von £,(B,) geschnittenen zweipunktigen Sehnen von C, die 

Erzeugenden des cubischen Kegels 0,C,(0,C;); 
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den durch O,(O0,) gehenden Geraden die Kegelschnitte, welche C, 
4mal, B, und B, einmal treffen; 
den Ebenen durch A die Ebenen durch 2; 


den Ebenen durch B,(J3,) die Fliichen zweiten Grades durch O,C, 
(0,€;)5 
den Flichen zweiten Grades durch AB, B, die Fiichen zweiten 
Grades durch C,; 
den Ebenen durch O,(O,) die Fliichen vierter Ordnung A? B, B,? C, 
(A? B,? B,C); 
den Ebenen durch die Gerade 0,0, die cubischen Fliichen durch 

AB, B,C,; a. s. w. 

Kiner Fliiche 4, dritter Ordnung, welche durch C, geht, ent- 
spricht eme Fliiche J’, fiinfter Ordnung, auf welcher R eine Doppel- 
gerade, C, eine einfache Curve, O, und O, dreifache Punkte sind. 
Somit hat man eine neue Classe von abbildbaren Flichen fiinfter Ord- 
nung. Die gewohnliche Abbildung von JF’, giebt. die niedrigste Dar- 
stellung von #5; worin den ebenen Schnitten Curven siebenter Ord- 
nung entsprechen, welche eimen dreifachen (a,), sieben doppelte 
(1, 2, 3,4, 5, a,, a) und sieben einfache (0, b,,, D5, bys, bo, boo, bos) 

*feste Punkte besitzen. Dann entsprechen noch: 

den dreifachen Punkten O,, O, zwei Curven dritter Ordnung, deren 
eine die Punkle 0, 1, 2, 3, 4, 5, a,, dy, a3, b,,, by, b),, die andere 
die Punkte 0, 1, 2, 3, 4, 5, a,, dy, dy, bo, by, by, enthiilt; 

der Doppelgeraden 2 eine Curve vierter Ordnung 

4, 2, 3, 4, 5, ay*, dy, Gy, Diy, Dio, Dig, Oar, Dee dos 3 

den ebenen Schnitten durch 7? die Curven dritter Ordnung des Biischels 
0.1.2.3.4.5, a, Ge, Gs; 

den ferneren Schnitten von J’, durch die Fliichen zweiter Ordnung 

0, C,; die Curven dritter Ordnung des Biischels 0.1.2.3.4.5.0,).045.0)93 

den ferneren Schnitten von /, durch die Fliichen zweiter Ordnung 

O, C, die Curven dritter Ordnung des Biischels0.1.2.3.4.5.0,,. Day. dy 93 

den ebenen Schnitten durch 0,0, die Geraden durch a,; u. s. w. 


Hieraus erkennt man noch die besondere Lage der Fundamental- 
punkte der Abbildung. 


Unter die Transformationen dritten Grades, welche umgekehrte 
Transformationen fiinften Grades zulassen, giebt es noch eine, die mit 
der ober erérterten eine gewisse Analogie darbietet. Die y sind noch 
Fliichen fiinfter Ordnung, welche eine dreifache Gerade A und zwei 
Doppelgerade B,, B, besitzen; die einfache Fundamentaleurve C, aber 


ist nicht mehr rational; sie gehért zum Geschlechte p= 1 und trifft 
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A in drei, B, und B, in zwei Punkten. Im ersten Raume sind die 
g Fliichen dritter Ordnung, welche einen doppelten (konischen) und 
zwei einfache feste Punkte haben und ausserdem liings einer (durch 
die festen Punkte gehenden) Raumcurve vierter Ordnung und erster 
Species sich schneiden. 


Ich schliesse diese Mittheilung; Jeder wird aber die unziihibaren 
Anwendungen leicht vorhersehen, welche man von dieser unerschépf- 
lichen Quelle von Transformationen auf -die Raumgeometrie und ins- 
besondere auf die Untersuchung und Abbildung algebraischer Fliichen 
machen kann. 


Mailand, den 1. Juni 1871. 














Ueber die Anwendung einer von mir aufgestellten mecha- 

nischen Gleichung auf die Bewegung eines materiellen 

Punktes um ein festes Anziehungscentrum und zweier 
materieller Punkte um einander.*) 


Von R. Cxrausius in Bonn. 


Ich habe vor Kurzem, bei Untersuchungen iiber die mechanische 
Wiirmethecrie, eine neue auf stationiire Bewegungen beziigliche Glei- 
chung aufgestellt**), welche im Zusammenhange steht mit dem Satze 
von der kleinsten Wirkung, aber sich auf Fille erstreckt, auf welche 
dieser Satz keine Anwendung findet. Ich will die Gleichung hier nur 
‘in den Formen anfiihren, welche fiir die hier beabsichtigten Betrach- 
tungen geeignet sind, indem ich in Bezug auf weitere Umgestaltungen 
auf meine friihere Abhandlung verweise. 

Es sei ein materieller Punkt gegeben, welcher sich unter dem 
Kinflusse einer gegebenen Kraft stationiir in geschlossener Bahn be- 
wegt. Die Masse des beweglichen Punktes sei m, seine auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem bezogenen Coordinaten seien 2, y, 2, die 
Componenten der auf ihn wirkenden Kraft X, Y, Z, seine Geschwin- 
digkeit v und die Umlaufszeit 7. Alle diese Gréssen, mit Ausnahme 
der ersten und letzten, sind im Verlaufe der Bewegung verinderlich, 
aber jede hat fiir den ganzen Umlauf einen gewissen Mittelwerth. 
Kinen solchen Mittelwerth wollen wir dadurch von der veriinderlichen 
Grosse unterscheiden, dass wir iiber das Zeichen, welches die letztere 


darstellt, einen waagerechten Strich machen, sodass z. B. x den Mittel- 
werth von « bedeutet. 

Nun denken wir uns die urspriingliche Bewegung durch eine 
andere, von ihr unendlich wenig verschiedene stationiire Bewegung 


*) Aus den Nachrichten der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen vom 24. Mai 1871. 
**) Ueber die Zuriickfiihrung des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wirme- 
theorie auf allgemeine mechanische Principien; Sitzungsberichte der Niederrhei- 
nischen Gesellschaft fiir Natur- und Heilkunde 1870, 8. 167 und Poggendorft’s 
Annalen Bd. 142, 8S. 433. 
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ersetzt, welche in veriinderter, aber ebenfalls geschlossener Bahn, mit 
veriinderter Geschwindigkeit und unter dem Einflusse einer veriinderten 
Kraft stattfinden kann. Indem wir diese beiden Bewegungen unter- 
einander vergleichen, wollen wir den Unterschied zwischen einer auf 
die urspriingliche Bewegung beziiglichen Grésse und der auf die ver- 
iinderte Bewegung beziiglichen entsprechenden Grosse die Variation 
dieser Grésse nennen, und durch ein vorgesetztes 0 bezeichnen, sodass 
z. B. di die Variation der Umlaufszeit i ist. Bei denjenigen Grissen, 
welche im Verlaufe jeder Bewegung verinderlich sind, kommt es aber 
noch darauf an, festzustellen, welche Werthe als entsprechende Werthe 
der Grésse betrachtet werden sollen. Dieses mége in folgender Weise 
geschehen. Wir nehmen zuerst zwei einander unendlich nahe liegende 
Stellen der beiden Bahnen als entsprechende Stellen an und rechnen 
die Bewegungszeiten von den Momenten ab, wo der bewegliche Punki 
diese Stellen durchschreitet. Dann setzen wir bei der urspriinglichen 
Bewegung, indem wir die Bewegungszeit bis zur Erreichung irgend 
einer anderen Stelle der Bahn mit ¢ bezeichnen: 
{=i 
und bei der veriinderten Bewegung setzen wir: 
t+ d¢=—(i+ 02) g; 

worin @ eine veriinderliche Grésse ist, welche ich die Phase der 
Bewegung genannt habe und welche in beiden Bewegungen wiihrend 
eines Umlaufes von 0 bis 1 wiichst. Wenn nun in diesen beiden Glei- 
chungen die Grésse m einen und denselben Werth hat, so sind ¢ und 
¢-+-d¢ entsprechende Werthe der Bewegungszeiten. Aus diesen er- 
geben sich dann weiter die entsprechenden Stellen der beiden Bahnen 
und die entsprechenden Werthe aller anderen auf die beiden Bewe- 
gungen beziiglichen Gréssen. 

Nach diesen Erliuterungen wird nun die folgende Gleichung, 
welche die einfachste Form meiner oben erwiihnten Gleichung ist, 
verstiindlich sein: 


(1) — (Xda+ Ydy + Zdz) = ™ dv? + mv? 4 log i. 


9 
Wenn die Kraft, welche auf den beweglichen Punkt wirkt, ein Ergal 
hat, d. h. wenn die Krafteomponenten sich durch die negativ genom- 
menen partiellen Differentialcoefficienten einer Function der Coordi- 
naten des Punktes darstellen lassen, welche mit U bezeichnet werden 
midge, so geht die Gleichung iiber in: 


¢ au, aU. dU m = < ; 
(2) es Ox + ay dy+a, oz = ; dv? + mv’ d log 7.*) 


*) In meiner oben citirten friiheren Abhandlurig habe ich noch untersucht, 
unter welchen Umstiinden die linke Seite dieser Gleichung als Ausdruck der me- 

















Anwendungen einer neuen mechanischen Gleichung, 


Die Summe : ] : 
ax 8° + Gy Ov + Ge OF 

darf nicht ohne Weiteres als die Variation des Ergals betrachtet wer- 
den und darf daher, wenn man U die Bedeutung beilegt, dass es nicht 
nur fiir die urspriingliche, sondern auch fiir die veriinderte Bewegung 
das Ergal darstelle, nicht ohne Weiteres mit dU bezeichnet werden. 
Die vorige Gleichung gilt nimlich, wie schon angedeutet, auch fiir 
solche Fiille, wo die auf den Punkt wirkende Kraft eine Veriinderung 
erlitten hat, welche man sich mathematisch dadurch ausgedriickt den- 
ken kann, dass eine oder mehrere in dem Ergal enthaltene, wiihrend 
einer stationiiren Bewegung constante Gréssen in den beiden statio- 
niiren Bewegungen verschiedene Werthe haben. In einem solchen 
Falle muss natiirlich bei der Bestimmung der Variation dU neben der 
Verschiedenheit der Coordinaten auch die Verschiedenheit der Con- 
stanten beriicksichtigt werden. 

Wir wollen nun aber annehmen, dass bei denjenigen beiden Be- 
wegungen, welche wir gegenwiirtig zu vergleichen haben, ein solcher 
Unterschied nicht vorkomme, sondern dass das Ergal bei beiden durch 
eine und dieselbe Function der Coordinaten mit unveriinderten Con- 
stanten dargestellt werde. In diesem Falle ist die obige Summe die 
volistindige Variation des Ergals und kann mit 0 U bezeichnet werden, 
und demgemiiss ist die linke Seite der Gleichung (2) der Mittelwerth 
der Variation des Ergals, oder, was dasselbe ist, die Variation des 
Mittelwerthes des Ergals, welche durch OU dargestellt wird. Die 
Gleichung (2) geht also fiir diesen Fall iiber in: 

(3) OU = ~ dv? + mv? d log i. 

Diese Gleichung wollen wir nun der Form nach noch etwas ver- 

einfachen. Wir gestalten sie zuniichst folgendermaassen um: 
dU = mv? (4 = + d log i) = mv? ($0 log v? + 0 log 7) 
0U = mv’ d log (i Vv ) " 

Hierin wollen wir fiir das unter dem Logarithmus stehende Pro- 
dukt ein einheitliches Zeichen einfiihren, indem wir setzen: 


(4) i= iV x. 


chanischen Arbeit, welche beim Uebergange aus der einen stationiiren Bewegung 
in die andere gethan wird, gelten kann. Indessen brauchen wir darauf hier nicht 
einzugehen, da es sich fiir die hier beabsichtigten Untersuchungen nicht darum 
handelt, den Uebergang aus einer stationiiren Bewegung in eine andere zu ver- 
folgen, sondern nur darum, zwei gegebene, unendlich wenig von einander ver- 
schiedene stationiire Bewegungen zu vergleichen. 

16 
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Dann geht unsere Gleichung iiber in 
(5) dU = mv? d log A. 

Da die linke Seite dieser Gleichung eine Variation ist, muss auch 
die rechte Seite eine solche sein. Daraus folgt, dass mv? eine Func- 
tion von A ist, und demgemiiss muss dann auch U eine Function von 
4 sein. Fiir die letztere wollen wir zuniichst ein beliebiges Functions- 
zeichen einfiihren, indem wir setzen: 

(6) U=f(a). 
Dann liisst sich auch die andere Function, welche mv? darstellt, sofort 
angeben. Es ist niimlich, wenn f(A) die erste Ableitung von / (A) 
bedeutet : 

dU=f (add. 
Wenn wir dieses Produkt in die Gleichung (5) einfiihren und zugleich 
fiir die darin angedeutete Variation des Logarithmus ihren Werth setzen, 
so erhalten wir: 

f(a) da = me? 

woraus folgt: 

mv? = Af’ (a), 
oder, wenn wir noch mit 2 dividiren: 


(7) 2° = b4f (a). 
Ferner wollen wir aus (4) folgende Gleichung bilden: 
, a 
cam ‘ 
V vo 


Wenn wir hierin fiir v? den Werth setzen, welcher sich aus der vorigen 
Gleichung ergiebt, so kommt: 
‘ f/mi 
(8) im # ra 
Endlich wollen wir noch eine vierte Grésse durch 4 darstellen. 
Nach dem Satze von der Aequivalenz von lebendiger Kraft und me- 
chanischer Arbeit hat man die Gleichung: 


0+ Be mE, 


worin EF eine im Verlaufe der Bewegung constante Grosse ist, welche 
wir die Energie nennen wollen. Wenn die Summe der beiden hier 
an der linken Seite stehenden veriinderlichen Gréssen wihrend der 
ganzen Bewegung einen constanten Werth hat, so hat auch die Summe 
ihrer Mittelwerthe denselben Werth, und wir kénnen daher schreiben: 


E=U+ F. 


Indem wir hierin die Ausdriicke aus (6) und (7) einsetzen, erhalten wir: 
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(9) E=f(a+4af (a). 

Wir kénnen somit, sobaid die Form der Function f(A) bekannt 
ist, vermége der vier Gleichungen (6), (7), (8) und.(9) das mittlere 
Ergal, die mittlere lebendige Kraft, die Umlaufszeit und die Energie 
durch eine und dieselbe Grosse 4 ausdriicken. Es versteht sich von 
selbst, dass wir auch aus je zweien dieser Gleichungen 4 eliminiren 
und dadurch Beziehungen zwischen je zweien der vier genannten 
Gréssen erhalten kénnen. Denken wir uns dieses in der Weise aus- 
gefiihrt, dass jede der drei ersten Gleichungen mit der letzten com- 
binirt wird, so erhalten wir drei Gleichungen, welche das mittlere 
Ergal, die mittlere lebendige Kraft und die Umlaufszeit als Functionen 
der Energie bestimmen. Diese Bestimmungsart ist fiir die Anwendung 
insofern besonders bequem, als die Energie fiir jede Bewegung einen 
constanten Werth hat, welcher sich sofort angeben lisst, wenn nur 
fiir irgend eine Stellung des beweglichen Punktes seine Geschwindig- 
keit bekannt ist. 

Es kommt nun nur noch darauf an, die Form der Function f(A) 
zu finden. Diese hiingt natiirlich von dem Gesetze ab, dem die auf 
den Punkt wirkende Kraft unterworfen ist. Besonders leicht ist die 
Bestimmung der Function, wenn die Kraft eine von einem festen Cen- 
trum ausgehende Anziehungskraft ist, welche durch irgend eine Function 
der Entfernung dargestellt wird, wnd diesen Fall wollen wir jetzt be- 
trachten. *) 

Die Entfernung des beweglichen Punktes vom Anziehungscentrum 
mége mit * und die Function, welche die Grosse der Kraft darstellt, 
mit #’ (7) bezeichnet werden. Wenn wir dann setzen: 

(10) fF (rv) dr = Fir), 

so ist #'(r) das Ergal, und durch Einfiihrung dieser Function in die 
Stelle von U geht die Gleichung (6) iiber in: 

(11) F(r) =f (A). 

Wenn nun fiir irgend einen speciellen Fall der Bewegung die dieser. 
Gleichung geniigende Form der Function f(4) gefunden werden kann, 
so gilt dieselbe Form auch allgemein. Ein solcher Fall ist der, wenn 
der Punkt sich um das Antiehungscentrum in einer Kreisbahn be- 
wegt. Dann ist * constant und wir brauchen daher nicht den Mittel- 
werth von /'(r) zu nehmen, sondern kénnen einfach schreiben: 


*) Da die Bewegung eines materiellen Punktes unter dem Einflusse einer 
Centralkraft nicht in geschlossener Bahn stattzufinden braucht, so will ich noch 
einmal hervorheben, dass die nachfolgenden Formelu sich nur auf solche Bewe- 
gungen beziehen sollen, die in geschlossenen Bahnen stattfinden. Fiir die Anwen- 
dung meiner Gleichung auf andere Bewegungen wiirden noch besondere Ausein- 
andersetzungen nothwendig sein, welche hier zu weit fiihren wiirden, 

16* 








236 R. Craustvs. 


(12) Fr)=f@. 
Ferner ist in diesem Falle auch die Geschwindigkeit constant und wir 
kénnen daher auch in der Gleichung (4) an die Stelle des Mittel- 
werthes v? einfach v? setzen, wodurch sie tibergeht in 

A=ipv? =iv. 
Nun ist aber bei constanter Geschwindigkeit das Produkt iv gleich 


der Bahnlinge, und da die Bahn in unserem Falle ein Kreis mit dem 
Radius r ist, so erhalten wir: 


A=2ar 
oder: se hi 
foe 
Dieses in die Gleichung (12) fiir + eingesetzt, giebt: 
7 . 
(13) F(Z) =f. 


Hierdurch ist die Function f(A) bestimmt. Durch Differentiation nach 
4 erhalten wir ferner: 

1 vf i 
(14) + F()=Pr. 
Der Einfachheit wegen wollen wir nun noch das neue Zeichen @ ein- 
fiihren mit der Bedeutung: 


(15) e=s-) 
dann erhalten wir: 

(16) [ (4) = F(@) 
(17) f(a) = s= F'(e) 
(18) Af (A) = eF'(@). 


Wenden wir dieses auf die Gleichung (11), welche an die Stelle 
von (6) getreten ist, und auf die Gleichungen (7), (8) und (9) an, so 
gelangen wir fiir den Fall, wo die wirksame Kraft eine von einem 
festen Centrum ausgehende und durch eine Function der Entfernung 
dargestellte Anziehungskraft ist, zu folgenden Gleichungen: 


(19) F (r) = F(e) 
(20) ” = $eF’ (0) 
—_— f me 
(21) i=—2a)V HO 
(22) E=F(9)+teF'(e), 


worin alle vorkommenden Functionen bekannt sind. 

Als noch specielleren Fall wollen wir annehmen, die Anziehungs- 
kraft sei irgend einer positiven oder negativen Potenz der Entfernung 
proportional, wobei wir aber die minus erste Potenz ausnehmen wollen, 























Anwendungen einer neuen mechanischen Gleichung. 237 


welche bei der Integration zum Logarithmus fiihrt und daher besser 
besonders behandelt wird. Wir setzen also: 

92 “Wr 7 

(23 F'(r) =kr*, 

worin k und » Constante sind, deren letztere von — 1 verschieden ist. 
Hieraus ergiebt sich durch Integration: 


(24) FQ=,7"" 


n 
und durch Anwendung dieser Functionsformen gehen die obigen vier 
Gleichungen iiber in: 





. k k ° 
¢ eS ee n+1 
(25) n “te n-+1 ot 
(26) mt A get 
i i f =? 
(27) i—2anp)7-o* 
oY __—" n+3 ats 
(28) Bakes ott 


Wenn man mittelst der letzten Gleichung aus den drei ersten 9 eli- 
minirt, so erhilt man: 


é 2 
99) lO cm wy 
(29) oe Ti n+3 
9 my n+l 
(30) ; ee ee 
1 1—n 

. _ . 1 ot 2 1) y12(n 1 
2 = 9 3k mall (n+ 7 ype ee 
(31) i= 2am k n+3 E 


Um endlich noch weiter zu specialisiren, wollen wir fiir » zwei 
bestimmte Werthe setzen, welche am hiiufigsten vorkommen. 

Zuerst soll angenommen werden, es sei » = 1. Dieser Fall ent- 
spricht den einfachsten elastischen Schwingungsbewegungen, bei denen 
die Kraft, mit welcher ein Punkt, der seine Gleichgewichtslage ver- 
lassen hat, nach dieser zuriickgezogen wird, proportional der Entfer- 
nung ist. Fiir diesen Fall gehen die vorigen Gleichungen iiber in: 


oc e = ey i» a 

(32) 7s e=— jE 
90 bo Ri u« A 
(33 ; Ca = LE 
(34) im2Qe) >. 


Die letzte Gleichung sagt aus, dass die Umlaufszeit von der Elonga- 
tion der Schwingungen unabhingig ist, dass also die Schwingungen 
isochron sind. 

Zweitens soll angenommen werden, es sei » = — 2, was dem 
Newton’schen Anziehungsgesetze entspricht, welches in der Bewegung 
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der Weltkérper herrscht. Fiir diesen Fall gehen die obigen Gleichun- 
gen iiber in: 


ais 1 1 ee 
(35) — k—-=—k r =25E 
(36) i 1 =—E 
i 3 =“ i 
(37) i= 2af/™ .9? —2ak/m(—2E) *. 


Die letzte Gleichung, welche wir auch so schreiben kénnen: 
g2 == (2 7)? ” o3 
. = (2 1) k Q’; 


entspricht dem dritten Kepler’schen Gesetze, welches als sehr spe- 
cieller Fall in unseren Gleichungen enthalten ist. Es muss aber etwas 
anders ausgesprochen werden, als es von Kepler geschehen ist und 
auch jetzt noch hiiufig geschieht, dass niimlich die Quadrate der Um- 
laufszeiten sich wie die Cuben der mittleren Entfernungen verhalten. 
Dieses ist nicht streng richtig, denn g ist nicht der Mittelwerth von +r, 
sondern . ist der Mittelwerth von “ . Die andere, strengere Form 


des Satzes, dass dic Quadrate der Umlaufszeiten sich wie die Cuben 
der grossen Axen der Ellipsen verhalten, stimmt vollkommen mit un- 
serer Gleichung iiberein, denn es lisst sich leicht nachweisen, dass 0 
gleich der halben grossen Axe der Ellipse ist, welche bei dieser Art 
von Centralkraft die Bahn bildet. 

Wir wollen uns jetzt zur Bewegung zweier materieller Punkte 
umeinander wenden. 

Nehmen wir zuniichst an, es sei irgénd eine Anzahl materieller 
Punkte gegeben, welche sich in stationiirer Weise in geschlossenen 
Bahnen bewegen, und diese Bewegungen erleiden eine unendlich kleine 
Aenderung, sodass wieder stationiire Bewegungen in geschlossenen 
Bahnen entstehen, so lautet meine Gleichung fiir diesen Fall: 

(38) — 2(Xdx + Yoy + Zz) = BF dv? + Smv* d log i. 

Sind die Kriifte, welche auf die Punkte wirken, der Art, dass sie ein 
Ergal haben, welches wir mit U bezeichnen wollen, und setzen wir 
wieder voraus, dass bei der Veriinderung der Bewegung das Ergal 
eine unveranderte Function der Coordinaten simmtlicher Punkte bleibe, 
so kénnen wir, entsprechend der Gleichung (3), setzen: 

(39) dU = 5 = dv? + Dmv? ds log i. 


2 


Wenn die in unserem Systeme wirkenden Kriifte nur aus An- 
ziehungen und Abstossungen bestehen, welche die beweglichen Punkte 
untereinander ausiiben und welche nach irgend einem Gesetze von der 
Entfernung abhingen, so lisst sich bekanntlich das Ergal sehr einfach 
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ausdriicken. Sei die Kraft, welche zwei Punkte mit den Massen m 
und m, in der Entfernung y aufeinander ausiiben, durch mm, q (r) 
dargestellt, wobei ein positiver Werth der Function einer Anziehung 
entspricht, sei ferner: 

9 (r) = fe (r) dr, 
dann ist das Ergal bestimmt durch die Gleichung: 

U= 2mm, (r), 
worin die Summe alle Combinationen der gegebenen Massenpunkte 
zu je zweien ‘umfasst. Demnach geht die vorige Gleichung fiir diesen 
Fall iiber in: 
(40) d=mm,y(r) = 2 ~ 


- 


dv? + Lmv?d logi. 


Wir wollen nun speciell annehmen, dass nur zwei materielle 
Punkte mit den Massen m und m, gegeben seien, welche sich unter 
dem Einflusse ihrer gegenseitigen Anziehung umeinander bewegen. 
In diesem Falle kénnen wir, wenn wir alle Gréssen, die sich auf den 
zweiten Punkt beziehen, durch Buchstaben bezeichnen, die mit einem 
Index versehen sind, die vorige Gleichung ohne Anwendung von 
Summenzeichen so schreiben: 


‘ ne » mss Sie . a . 
mm, Op (r) = | Iv? + F dv,? + mv? d log i + m,v,? 6 log i, . 


Da nun aber bei solecher Bewegung zweier Punkte umeinander beide 
Punkte gleiche Umlaufszeit haben, so ist 4, 7, und die beiden letz- 
ten Glieder lassen sich daher zusammenfassen. Indem wir zugleich 
die beiden ersten Glieder der rechten Seite unter ein gemeinsames 
Variationszeichen bringen, kénnen wir schreiben: 


(41) mm, dg (r) = 40 (mo? + m,v,) + (mo? + m, 0,2) 0d log i. 

Dieser Gleichung kénnen wir noch eine vereinfachte Gestalt geben. 
Es moége dazu als neue Grosse die relative Geschwindigkeit w der 
beiden Punkte eingefiihrt werden, welche durch folgende Gleichung 
bestimmt wird: 


lx dx,\? dy dy,\2 dz dz,\2 

2 . -—t— — : oF se as 

(42) ” Gr dt ) + Gi dt ) 2 G dt 

Nun gilt aber auch, wie man leicht durch Auflésen der Klammern 
ersehen kann, die Gleichung: 


dx dx,\? dx? dx,\? du dx? 
mm, ( - at) = (m + m,) | m (7) +m, () | -- (m atm a) . 


Unter der von uns gemachten Voraussetzung, dass beide Punkte sich 
nur unter ihrer gegenseitigen Einwirkung in geschlossenen Bahnen 
umeinander bewegen, muss ihr gemeinsamer Schwerpunkt fest bleiben - 


und es ist daher: 
dx dx, 
ma tm a = 9, 
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wodurech die vorige Gleichung iibergeht in: 


dx —F , cy) (22 
um, (=> — = (m + m,) | m(-- n 
mm Nat dt (m + m,) | dt +m, dt 
Eben solche Gleichungen gelten fiir die y- und z-Richtung, und 
wenn wir uns diese drei Gleichungen addirt denken, so erhalten wir: 
mm, u> = (m m,) (mv? m. v,?) 
oder: i ( + i) ( + es 
P 2 9 mm, * 
: me? + me? 2. 
(43) F myo m + m, . 
Wenn man diesen Werth von mv? + m,v,? in die Gleichung (41) 
einfiihrt und dann das Produkt mm, forthebt, so kommt: 


(44) dp(r)= iw (402 + wd log i). 


Zur noch weiteren Abkiirzung wollen wir diese Gleichung in fol- 
gender Form schreiben: 


(45) dg (r)= = . = 0 log (i J u2) A 


und hierin wollen wir wieder, wie in dem friiheren Falle, fiir das 
unter dem Logarithmuszeichen stehende Produkt ein cinheitliches 
Zeichen einfiihren, indem wir setzen: 


(46) 1=iV we, 
wodurch wir erhalten: 
(47) dg (r) = — + =" d log A. 


Diese Gleichung lisst sich nun ganz ebenso behandeln, wie es 
mit der Gleichung (5) geschehen ist. Da die linke Seite eine Varia- 
tion ist, muss auch die rechte Seite eine solche sein, und es muss 
dahér «? eine Function von 4 sein, und daraus folgt weiter, dass auch 
g(r) eine Function von 4 sein muss. Wir setzen daher vorliiufig: 
(48) y (r) = f(A) 
und stellen uns die Frage, ob sich vielleicht fiir irgend eine specielle 
Art von Bewegung die Form der Function f(A) finden lisst. Das 
kann geschehen, wenn die beiden Punkte sich so umeinander bewegen, 
dass ihr gegenseitiger Abstand r constant bleibt. Dann brauchen wir 
von g(r) nicht den Mittelwerth zu nehmen, sondern kénnen schreiben: 
(49) p (r) = f(A). 

Ferner ist fiir diesen Fall auch « constant und die Gleichung (46) 
geht iiber in: 

A=ifu?=iu. 
Das hierin vorkommende Produkt iw hat eine einfache Bedeutung. 
Es ist niimlich die relative Bahnlinge, d. h. die Liinge der Bahn, 
welche wir erhalten, wenn wir uns den einen Punkt ruhend denken 
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oe, 
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und dem anderen die Geschwindigkeit « zuschreiben. Diese Bahn ist 
ein Kreis mit dem Radius 7, und wir erhalten daher: 
A=iu=2ar 
rl 
22 


Diesen Werth von + in (49) eingesetzt, giebt: 
» . a . 
(50) Pp (=) =/ (A), 


und hierdurch ist die Form der Function f(A) bestimmt. Fiihren wir 
noch, wie friiher, das Zeichen @ ein mit der Bedeutung 


und somit: 
= 


- a 
(51) ?™ ec 
so kommt: ; 
9 (9) =f (A), 
und durch Anwendung dieser Gleichung geht (48) iiber in: 
(52) p (r) = P(g). 


Indewm wir nun wieder zu der Gleichung (47) zuriickkehren, kén- 
nen wir sie dem Vorigen nach in folgender Form schreiben: 


ue e 
99 (0) = 5, op, 2 log 2 29) 
oder: ; ’ 
‘(o do = 8 Rpt 
woraus folgt: ¥ (e) m+m @? 
(53) u* = (m + m,) og (g). 


Wenn wir ferner in der Gleichung (46) an die Stelle von A das 
Produkt 22@ setzen, so kommt: 
220 =il w? 
oder: 


V wu 
Hierin fiir «#* seinen Werth aus (53) gesetzt, giebt: 


— Q- : 
| i 7 
} (m ++ m;) p’ (e) 
Endlich wollen wir noch die Energie unseres Systems ausdriicken. 
Ks ist niimlich: 


(54) 


m Mm 9 


7 ~ 92 5 2 
E=mm o(r)+ 3 f+, 
~ ~ , mm, 9 | 
= mm, 9 (r) + 45, +m,“ | 
und somit auch: 
mm; 3 


E=mm, 9 (7) +4 m+-m  * 
Hierin die Werthe von (52) und (53) eingesetzt, giebt: 
(55) E = mm, [y(o) + 409'(@)]- 
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Wir sind also wieder zu einem System von vier Gleichungen, 
(52), (53), (54) und (55) gelangt, vermége deren wir das mittlere 
Ergal, die mittlere lebendige Kraft, die Umlaufszeit und die Energie 
durch @ darstellen, oder auch, nach Elimination von g, die drei zuerst 
genannten Gréssen als Functionen der Energie ausdriicken kénnen, 
also als Functionen einer Grosse, deren Werth sich angeben liisst, 
sobald fiir irgend einen Abstand der beiden Punkte ihre relative Ge- 
schwindigkeit bekannt ist. 

Die hier gefundenen vier Gleichungen sind von derselben Form, 
wie die Gleichungen (19) bis (22), was man auch im Voraus erwarten 
konnte, da die friiher behandelte Bewegung nur ein specieller Fall 
der zuletzt behandelten ist, niimlich der Grenzfall, zu welchem man 
gelangt, wenn man die eine Masse gegen die andere als so gross an- 
nimmt, dass man sie bei der Bewegung um den gemeinsamen Schwer- 
punkt als ruhend betrachten kann. Es wird daher auch nicht noéthig 
sein, fiir die hier gefundenen Gleichungen wieder die speciellen For- 
men zu entwickeln, welche sie annehmen, wenn die Kraft einer Potenz 
der Entfernung proportional ist, da diese Formen ganz den friiher 
entwickelten entsprechen. 


oT 








Ueber rationale Curven vierter Ordnung. 


Von Emin Weyr in Praag. 


In einer schénen Abhandlung im dritten Bande (Seite 415) dieser 
Annalen behandelt Herr Korndérfer einen Gegenstand, mit welchem 
ich mich theilweise ebenfalls beschiiftigt habe. Ich erlaube mir die 
Grundgleichungen anzufiihren, welche ich insbesondere bei Unter- 
suchung der Raumcurven vierter Ordnung und zweiter Species ange- 
wendet habe. Durch & bezeichne ich einen Punkt der Curve, dessen 
Coordinaten als rationale Functionen vierten Grades der Veriinder- 
lichen & ausgedriickt werden. 

Es seien nun &, & & &, vier Punkte, oder resp. die vier Parameter- 
werthe von solchen vier Punkten einer Raumcurve vierter Ordnung, 
die in einer und derselben Ebene liegen. Es ist leicht zu begriinden, 
dass zwischen diesen vier Parametern die Gleichung besteht: 


(1) Ay + A, (8), + Az (8). + A3(8)s + Ay (8), = 9 

wobei die A nur von der Curve abhiingige Constanten, und (&); die 
Summe- der Produkte der Parameter ist, von denen jedes ¢ Factoren 
enthilt, die von einander verschieden sind. 

Die Gleichung (1) kann die Grundlage einer Behandlung der 
Curven sein. Man gelangt mittelst derselben zu dem System der drei- 
punktig schneidenden Sekanten u. s. f. 

Wir wollen speciell jenen Fall beriicksichtigen, in welchem unsere 
Curve einen Doppelpunkt besitzt. Fiir diesen Fall muss zwischen den 
Coefficienten A eine Beziehung stattfinden, welche wir leicht finden, 
indem wir ausdriicken, dass es zwei Werthe &&, giebt, welche mit 
irgend zwei Werthen &, & die Gleichung (1) befriedigen. Diese be- 
sonderen zwei Werthe von & und & werden dann die Parameterwerthe 
sein, welche den beiden Nachbarpunkten des Doppelpunktes entsprechen. 
Man erhilt fiir diesen Fall folgende drei Gleichungen, welche von 
den Parametern des Doppelpunktes erfiillt werden miissen : 


A,&36, + A; (§, + E,) + A, id 0, 
A; §3 6, + A, (63 + E,) + A, = 0, 
A, &,&, + A, (&, + E,) + A, = 0, 
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‘woraus sich sofort die Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten 
ergiebt, welche von Brill im dritten Bande dieser Annalen (p. 457) ent- 
wickelt worden ist. Wenn wir dem Parameter § eine solche Bedeutung 
unterlegen, dass die Werthe 0 und co dem Doppelpunkte entsprechen, 
so wird A, = A, = A, = 0, und Gleichung (1) kann in die Form: 
(2) &, &) & 6, = K 
gebracht werden. Fiir die vier Wendeberiihrebenen erhilt man die 
Gleichung : 
+ = K ? 

woraus sich sofort ergiebt, dass ihre vier Beriihrungspunkte in der- 
selben Ebene liegen. Wenn man die vier Parameter derselben wirklich 
hinschreibt, so ergiebt sich ferner, dass die vier Punkte ein harmo- 
nisches System bilden. Ueberhaupt ist die Gleichung (2) sehr geeignet 
fiir eine einfache Untersuchung der Curve. i 

Im Falle, dass die Curve eine Spitze (Riickkehrpunkt) besitzt, 
bleibt eine einzige Wendeberiihrebene iibrig. Wiihlt man die Bedeu- 
tung des Parameters — in diesem Falle so, dass dem Riickkehrpunkt 
der Werth co und dem Beriihrungspunkt der Wendeberiihrebenen der 
Werth 0 entspricht, so nimmt (1) die einfache Form an: 


(3) £+6&+6+6=—0. 

Mittelst dieser Gleichung lassen sich in einfacher Weise die von Cre- 
mona iiber die developpable Fliche fiinfter Ordnung (welche von den 
Tangenten unserer Curve gebildet wird) aufgestellten Siitze (siehe 
Comptes rendus 1861) nachweisen. 


Rom, Ostern 1871. 
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Notiz tiber die Vertheilung der Elektricitit auf einem 
von zwei Kugelkalotten begrenzten Koérper. 


Von J. W. P. Gopr in Lerrpzia. 


Das Problem der elektrischen Vertheilung auf einem Korper von 
der genannten Beschaffenheit ist von Mehler im 68. Bande (Seite 134) 
des Crelle-Borchardt’schen Journals in vollig allgemeiner Weise 
gelést worden. In den folgenden Zeilen soll nur ein specieller Fall 
des Problems in Betracht gezogen, aber gezeigt werden, dass man in 
diesem speciellen Falle auf einem etwas einfacheren Wege zur Lésung 
des Problems gelangen kann. 

Bedient man sich der in dem genannten Aufsatze aigewandten 
Coordinaten #, @, gp, welche mit den reehtwinkligen in dem Zusammen- 


hange stehen: 
a sin &7 cos m 


i p? ’ 
a sin dé sin 
yo . eae = ; 
_ S ? Pp 
sin @ 
Z£=—a@ a 
p 
wo p*? = cos #7 — cos @, 


so ist @ = 6 die Gleichung einer Kugelkalotte, die iiber einem festen 
Hauptkreise steht und deren Mittelpunkt JM auf der z-Achse liegt. 
Die Coordinaten dieses Punktes MZ sind: # = 0, = 26, p beliebig. 

Die Gleichung # = const. gehért einem Ringe von kreisformigem 
Querschnitt an, und die Gleichung ¢ = const. einer von der z-Achse 
begrenzten Halbebene. 

Ist nun gegeben ein Punkt P mit den Coordinaten $,, @,, 9,, 
so findet man den ihm in Bezug auf die Kalotte 6 conjugirten har- 
monischen Pol, indem man die Gerade MP zieht und ihren zweiten 
Durchschnittspunkt mit dem Ringe @, aufsucht. Der so gefundene 
Pol B, besitzt, wie eine einfache geometrische Betrachtung zeigt, die 
Coordinaten #,, 28 — ,, g,. Wire nun im Punkte P die Masse m 
vereinigt, so wiirde man ihr Potential auf Punkte der Kalotte #6 
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BM 
PM 
Diese letztere Masse aber liisst sich noch in anderer Weise darstellen. 
Ks hat niimlich die Entfernung r zweier Punkte #, @, m und @,, @,, 


ersetzen kénnen, indem man in B, die Masse m / anbriichte. 


@, den Werth: 





—— y2 "deat cos #,¢ + sin 3% sin 7,7 cos (Y — g;) — cos (@ — @;) 
(cos #7 — cos @) (cos #,7 — cos w,) ’ 


und unter Anwendung dieser Formel findet man: 


/ Bs _ cos #7 — cos a p(P) 
} PM cos #,i—cos(2B—o,) p(B)’ 


wenn man niimlich unter p(P) den Ausdruck p versteht, bezogen auf 
den Punkt P. 

Es mégen zwei Kalotten a = £6 und oy construirt gedacht 
werden. Die auf der ersteren befindlichen Punkte mégen mit (A), die 
auf der letzteren befindlichen mit (vy) bezeichnet werden. Diese beiden 
Kalotten 6 und y zerlegen den ganzen Raum in zwei Theile % und R,, 
von denen einer endlich, der andere unendlich ist. Bei dem vorliegen- 
den Problem kommt es wesentlich darauf an, eine Function V zu er- 
mitteln, welche im Raume der Bedingung AV = 0, sowie den be- 
kannten Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit Geniige leistet, 
und welche ausserdem in jedem Punkte der Oberfliiche von # gleich 
gross ist mit der reciproken Entfernung dieses Punktes von einem festen 
Punkte P, der innerhalb des Raumes eine beliebig gegebene Lage 
hat. Man kann diese Function V in einzelnen Fiillen als das Potential 
eines in §, befindlichen Systems von Massenpunkten darstellen. 


Ks sei z. B. der Raum t der endliche, 9,, @,, g, die Coordinaten 
von P, und B < a, < y. Man denke sich in P die Masseneinheit 
concentrirt, construire die Pole B, und C, von P in Bezug auf B und y», 
und denke sich in denselben Massen, welche respective auf die Punkte 
(8) und (y) aiquipotential sind mit jener in P concentrirten Massen- 
einheit; alsdann erhilt man nach dem Obigen fiir die Coordinaten und 
Massen dieser Punkte B, und C, folgende Werthe. 


Punkte: Coordinaten: Massen: 
‘ p (P) 
B,, a, 28 —a,, P1> p(B;)’ 
’ p(P) 
C;, a,,27 —@, 9%, p(C,)* 


Es iibt nun aber B, auf die Punkte (y), und C, auf die Punkte 
(8) ein Potential aus. Diese Potentiale miissen zerstért werden. Wir 
haben daher den Pol von.B, fiir y, und von C, fiir B aufzusuchen 
und daselbst geeignete Massen anzubringen. So erhalten wir 
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die Punkte: mit den Coordinaten: und Massen: 
Oe» o,, 2y—2B+o,, 9, va aoe 
B,, %,, 2B—2y+o,, 9, — 2. 


C, und B, iiben wieder auf (8) und (y) Potentiale aus, die zer- 
stért werden miissen. Fiihrt man daher fort, Paare von Massenpunkten 
hinzuzufiigen, so wird man die vorgeschriebenen Oberfliichenwerthe 
genau erhalten, sobald irgend einmal ein soleches Punktepaar zusammen- 
‘iillt. Es ist aber die allgemeine Form fiir die Coordinaten der in Rede 
stehenden Punktepaare folgende: 

C2n) 9, 2nd + 1, Pi» Bon +1) a,, — 2nd + 26 — > Pry 
Bon) 9, — 2nd + @,, Gy, Congi) H, 2(n-+1)0+28— om, wy, 
wo zur Abkiirzung y — 6 = 0 gesetzt worden ist. Zwei solche Punkte 
B, C fallen zusammen, wenn sich ihre @ Coordinaten nur um 227 
unterscheiden, also 


e 7 
Cron mit B.,, wenn 0 = = “a 
B it C. d= ._* _ ist 
2n41 mit Cy,41, wenn 0 = Inf ist. 


Man erhiilt also tiberhaupt auf diese Weise ein bestimmtes end- 


“liches Punktsystem, wenn 0, der Winkel, den beide Kalotten am Rande 


miteinander bilden, ein aliquoter Theil von z ist. Ist solches nicht 
der Fall, hat aber 0 ein rationales Verhiiltniss zu 2, so wird man 
allerdings auch in diesem Falle ein bestimmtes endliches Punktsystem 
erhalten. Soll aber das Potential des Systems die gesuchte Function 
repriisentiren, so muss das System ganz ausserhalb R liegen; und dies 
tritt nur ein in jenem specielleren Falle. 

Dass es im specielleren Falle eintritt, erkennt man leicht, wenn 


2% 


man setzt d= =~, und bedenkt, dass man, wie schon bemerkt, die 


@ Coordinaten um 22 vermehren oder vermindern kann; denn man 
kann den @ Coordinaten der Punkte mit ungeradem Index die Form 
geben: 


9 
€ , =% r a ¢ Qn . 
268—a,—s—-, wo s=0,1,2,....m—1; 
und denen der Punkte mit geradem Index die Form: 
2a ¢ 
@+s—-, wo s=1,2,....m—1. 


Diese Formen zeigen, dass alle Punkte ausserhalb des Raumes 9 liegen. 
Das Potential dieses Systems, welches also die gesuchte Function V 
darstellt, nimmt, wenn man Kiirze halber 

cos 01 cos 0,7 + sin 7 sin 4,7 cos (p — g,) = cos Hi 
setzt, folgende Gestalt an: 
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s=m—t E 


oe = (onni—calo—s8toteS) | 
| 


s=—0 m 


a V2 ox a= 1 : ox _— 4 
— & cos ni — cos (@ — w, — s ) 


nue 


=i 
Das gleiche Resultat findet man, wenn R der unendliche Raum ist. 
Diese Formel hat Mehler a. a. O. abgeleitet aus seiner allgemeinen, 
fiir jeden beliebigen Werth von 0 giiltigen Formel. Uebrigens kann 
man auch umgekehrt von der hier gefundenen Formel aus zu jener 
von Mehler gegebenen allgemeinen Formel gelangen, ohne dabei 
freilich ihre Giiltigkeit fiir einen anderen als den hier betrachteten 
speciellen Fall zu erweisen. 


Leipzig, im Juni 1871. 
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Ueber die Flichen mit einer endlichen Zahl von (einfachen) 
(ieraden, vorzugsweise die der vierten und fiinften Ordnung. 


Von Rupotr Sturm in BrompBere. 


Diese Fliichen der vierten und fiinften Ordnung, die eine endliche 
Zahl von einfachen Geraden besitzen und von Herrn Clebsch groéssten- 
theils schon untersucht worden sind und zwar auf Grund ihrer Abbild- 
harkeit, haben mich seit liingerer Zeit ebenfalls beschiftigt und ich 
erlaube mir vor einer umfangreichen Verdffentlichung meiner synthe- 
tischen Untersuchungen auf Einladung des Herrn Clebsch schon hier 
auszugsweise Mittheilungen zu machen. 

1. Nach dem allgemeinen Princip, dass eine Gerade auf einer 
liche n'** Ordnung liegt, wenn sie mit ihr »-+ 1 Punkte gemein 
hat, ist bekannt, dass die Fliichen von hoherer als der 3'" Ordnung 
vielfache Punkte oder Curven besitzen miissen, um Gerade enthalten 
zu k6nnen. 

Werden einzelne vielfache Punkte im Allgemeinen ausgeschlossen, 
so ergiebt sich, dass eine Fliiche 4'* Ordnung eine endliche Zahl von 
(jeraden besitzt, wenn sie eine Doppeleurve hat, an die nicht von 


jedem Punkte eine Sehne geleot werden kann; also wenn sie mit einer 
J geles ’ 


doppelten Geraden (/',*) oder mit einem doppelten Kegelschnitt be- 
haftet ist (J’,‘). Eime Fliiche 5'*' Ordnung enthilt einfache Geraden, 
wenn sie eine Doppelcurve ohne dreifache Secanten, an die von jedem 
Punkte des Raumes mindestens eine Sehne geht, oder wenn sie eine 
dreifache Gerade enthiilt. Ausser dieser Fliche mit einer dreifachen 
Geraden ¥,° sind also mit einer endlichen Zahl von Geraden noch be- 
haftet: die Fliiche mit zwei windschiefen doppelten Geraden F’,5, die 
mit einer doppelten cubischen Raumcurve F,°, die mit einer doppeltenh 
Raumeurve 4'* Ordnung und 1' Species F’';> und endlich die mit 
einer doppelten Raumcurve 5' Ordnung, die einen dreifachen Punkt 
hat, F5°. Wie F* und ¥,° (und die allgemeine Fliche 3' Ordnung) 
enthalten alle Flichen »'*" Ordnung mit einer ( — 2)-fachen Geraden 
. —2 eine endliche Zahl von einfachen Geraden; desshalb mégen diese 
Fliichen hier mit betrachtet werden, 


Mathematische Annalen. IV. 17 
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2. Mit Hilfe geradliniger- Fliichen sind leicht folgende Resultate 
zu erhalten: Die Fliiche 4'** Ordnung mit einer doppelten Curve d'" Ord- 
nung, (0 == 1, 2) besitzt stets 4 — 80 (5 — 0) einfache Geraden, die sich 
alle auf die Doppeleurve stiitzen und deren jede von 4, =160—40?—11 
andern getroffen wird. 4 ist in beiden Fiillen 16, A, ist resp. 1, 5. 

Die Fliiche 5'" Ordnung mit einer Doppelcurve d' Ordnung, die 
h scheinbare Doppelpunkte hat, (75:0 = 2, h=1; F,3:0 =3, h=1; 
Fy’ :6 = 4, hk =—2; F,>:d =5, h =3) hat stets 


204 — S 


{(7 +42) d— 15' 


einfache Gerade, die sich alle zweimal auf die Doppeleurve stiitzen; 
bei F’,® ist e = 1, sonst e — 0. Ks ist also A resp. 15, 11, 14, 10. Bei 
F,° sind alle Geraden windschief; freilich auch bei /’,5; doch gilt fiir 
diese, wie fiir /',° und F,° der Satz, dass jede einfache Gerade von 
A, = 4h + 11 — $0 (13 — 0) andern getroffen wird (also von 0, 1, 3). 

Endlich auf einer Fliiche »'** Ordnung ¥;-2 mit einer (nm — 2)- 
fachen Geraden befinden |sich stets 4 = 6n — 8 einfache Geraden, 
welche der (x — 2)-fachen Geraden begegnen, 5n — 4 Paare bilden 
und sich sonst nicht schneiden. Fiir J’; = §,' ist 4 schon oben er- 
mittelt; fiir ¥,° ist 2 == 22 und bei der allgemeinen Fliiche 3" Ord- 
nung bekommt man freilich nur die einer beliebigen Geraden begeg- 
nenden 10 Geraden, aus denen dann jedoch die iibrigen ebenso abgeleitet 
werden kénnen. 

3. Auf den meisten der zu betrachtenden Flichen giebt es Kegel- 
sehnitte. Bei den Flichen 4'" Ordnung stiitzen sie sich in 0 Punkten 
auf die Doppeleurve D. Jeder dieser Kegelsclnitte wird von 40 (5 — 0) 
Geraden getroffen, je zwei Kegelschnitte mit @ (ausserhalb D ge- 
legenen) Begegnungspunkten zugleich von 20 (4 — 6 — a), drei Kegel- 
schnitte endlich mit « + 6+ y Schnittpunkten (ausserhalb D) von 
d (6 —d — (a+ B+ y)| einfachen Geraden. 

Bei unsern Fliichen 5' Ordnung (mit Ausschluss der J’,*, die 
sehr oft eine gesonderte Betrachtung erfordert) stiitzen sich auf einen 
der Fliche angehérigen und der Doppelcurve D in 6 (< 0) Punkten be- 
gegnenden Kegelschnitt 8h-+ 26d — (d —1)(50—0) Geraden, auf zwei 
Kegelschnitte, welche D resp. in 0, 6, Punkten und einander in « 
Punkten begegnen, (4 — «) h + 00, — 2 (0d — 1) (0+ 0, — 0) Gerade. 

Die Fliichen ¥;—» enthalten — mit Ausnahme von J? und §,'=1'," 
-- keine Kegelschnitte. Kin specieller Fall der §,°, bei dem zu der drei- 
fachen Geraden noch zwei doppelte treten, wird am Ende _betrachtet 
werden. 

4. Fiir siimmiliche Flichen n'" Ordnung (x < 6) mit einer Doppel- 
curve 0' Ordnung, welche 4 scheinbare Doppelpunkte hat und duareh 
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mindestens eine Fliiche 2'" Grades /'? geht, deren eine Schaar von 
der Doppeleurve in » — 3 Punkten getroffen wird, also unter unsern 
Flichen fir F', Fy, Fy, Fy, Fy (4,5 ist wegen des dreifachen 
Punktes, der die Formeln zu sehr compliciren wiirde, noch ausge- 
schlossen) gelten folgende Siitze: 

Die Classe der Developpablen, welche von den Beriihrungsebenen 
lings der Doppeleurve eingehiillt wird, ist 


Y= 4n* — 24n — 30n + 20°+ 80+ 36 — 4h 
(in obiger Reihenfolge: 2 (ein Doppelbiischel), 4, 6 (zwei dreifache 
Biischel), 9, 12); die Zahl der Cuspidal- oder Riickkehrpunkte auf 
der Doppeleurve (in denen die ersten Polarfliichen aller Punkte ein- 
ander und die Fliiche beriihren) ist 
@ = 2dn — 20° — 20 + 4h 
(4, 4, 12 = 2.6, 10, 8); die Classe der Fliiche ferner ist 
m = n* — 6n? + (25 — 30) n + 20 (0 — 1) — 4h — 36 

(20, 12, 34, 27, 20). 

Die Ordnung des Keygels aus einem Punkte o ausserhalb an der 
I'liche und zugleich die seiner Beriihrungscurve (welche der Doppel- 


_eurve D in den @ Riickkehrpunkten und y andern Punkten begegnet), 


oder die Classe eines beliebigen ebenen Schnitts und auch der liings 
derselben der Fliiche umschriebenen Developpablen, welche Grisse ich 
kurz den Rang der Fliiche nennen will, ist 
. r=n(n— 1) — 20 

(10, 8, 16, 14, 12). 

Die Zahl der aus einem solehen Punkte an die Fliiche gehenden 
Osculanten (Wendetangenten) ist 

G6=(n—2)r—y 
= n* — Tn? + (26 + 0) nm — 20 (0 + 2) + 4h — 36 

(18, 12, 42, 33, 24). Aus m, + und 6 sind nun die Anzahl t der 
von 0 ausgehenden doppelten T'angenten, die Classe « der von den 
stationiiren Ebenen eingehiillten Developpablen £ (spinode torse des 
Herrn Cayley) und die Classe § der Enveloppe der doppelten Be- 
riihrungsebenen zu ermitteln (node couple-torse): 


T t g 
F,' 8 48 113 
FF" 4 24 26 
FY 40 95 409 
pA, 28 72 236 


48 112. 
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Die Flaiche ¢'** Classe zerfillt bei allen 5 Flichen: da jede einfache 
Gerade G die D in n — 3 Punkten trifft, so beriihren alle durch eine 
G gelegte Ebene die Fliiche doppelt; die Beriihrungspunkte bilden 


eine Involution und zwei von den doppelten Ebenen durch ( — die 
Asymptoten-Ebenen — werden stationiir und zwar je in zwei auf 


einander folgenden Punkten von G und sind deshalb wiederum sta- 
tioniire Ebenen von =. 

Es bleibt also nach Abzweigung der 4 Biischel eine Developpable 
® von der Classe § — 4 (97, 10, 396, 225, 98) iibrig; bei F\* und 
F’,> zweigen sich noch das doppelte Biischel um die doppelte Gerade 
und die beiden dreifachen Biischel um die beiden doppelten Geraden 
ab, so dass die itibrig bleibende Knveloppe der Doppelebenen 96'" 
resp. 590'" Classe ist. 

5. Wird der Pol o auf eine einfache Gerade G gelegt, so ergiebt 
sich, dass durch jede solche Gerade 


A,+y=m—T7 
Ebenen gehen, welche die Flaiche ausser auf G noch ein drittes Mal 
heriihren: in 4, Ebenen zerfiallt der fernere Schnitt (n — 1)" Ordnung 
in eine zweite Gerade und eine Curve (x — 2)'" Ordnung, in 9 Ebenen 
aber zerfillt er — im Allgemeinen — nicht, sondern bekommt zu den 
3 — (n — 3) auf D gelegenen Doppelpunkten noch einen ausserhalb 
‘dieser Curve gelegenen im dritten Beriihrungspunkte. Fiir F,‘, F,', 
F,°, F,° hat y die Werthe 12, 0, 20, 12; die Fliche /’,° macht eine 
Ausnahme: bei ihr ist, vorzugsweise wegen der 26 vierfachen Ebenen, 
die sie allein von allen diesen Fliichen besitzt und welche durch je 
eine der beiden Doppelgeraden und eine der 13 einfachen Geraden ge- 


bildet werden: 
A, + 4 = m — 11, also 


da A, = 0, ist » = 23*). 

Die Curve S’ der Pole einer Geraden G in Bezug auf die Curven 
(nm — 1)" Ordnung in ihren Ebenen (oder die Schnitteurve der ersten 
Polarfliichen siimmtlicher Punkte von G ausser D und G) ist bei den 
3 Flichen F,', F,°, F,°, deren Doppeleurve nicht geradlinig ist, von 
der Ordnung s' = n*? — 2n — 0, trifft D in 2n? — 13m + 20-4 21 


Punkten, dsrunter die @ Cuspidalpunkte, in denen sie die Fliiche I’ 


beriihrt, und die Gerade G in » — 1 Punkten, unter denen sich die 
Beriihrungspunkte g, der beiden Asymptotenebenen durch G befinden, 
in denen die Curve S’ die Fliiche F’ ebenfalls tangirt, weil dort die 
simmtlichen Polarfliichen der Punkte von G einander und die Fliiche 


*) Dies stimmt nicht mit der Angabe des Herrn Clebsch, ist aber von ihm 
als richtig anerkannt. 
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F beriihren; ferner geht S’ durch die dritten Beriihrungspunkte der 
A, + » Ebenen. 
6. Holen wir fiir die Fliiche J°,, fiir welche der dreifache Punkt 
i a ihrer Doppeleurve D* auch dreifach ist und deren voller Schnitt mit 
dem Kegel 2'* Grades (a, D®) durch D® allein gebildet wird, diese 
Resultate nach: y= 12, o = 8, m=12, 6 = 18, r= 12, 1 = 24, 
€ = 25, also die Fliche ® von der Classe 15, weil es 10 Geraden 
giebt; 4, + y ist auch hier = m — 7, mithin da 4, = 3, n=2. In 
simmtlichen Ebenen von ® muss wegen der 7 Doppelpunkte die 
Schnittcurve in einen Kegelschnitt K und eine Curve 3’ Ordnung 
K* zerfallen, die sich viermal auf D° und zweimal ausserhalb (in den 
beiden Beriihrungspunkten) durchschneiden. Der fiinfte Punkt von D® 
gehért der Curve K* als Doppelpuvkt an. Durch jede Gerade G 
gehen » = 2 Ebenen, deren fernerer Schnitt 4’ Orduung in zwei 
Kegelschnitte zerfillt, die sich dreimal auf D und das viérte Mal in 
dem nicht auf G gelegenen Beriihrungspunkt der Ebene durchschneiden. 
Von der Poleurve S’ einer Geraden G, welche 10 Ordnung ist, 
wird D® in 15 Punkten getroffen, unter denen sich der dreifache Punkt, 
durch den S’ nur einmal geht, und die 8 Cuspidalpunkte befinden; 
sonst ist es mit dieser Curve wie oben. 
. 7. Eine viel ausgedehntere Untersuchung liisst sich fiir die Fliichen 
ne Ordnung veranstalten, welche eine gewisse — unatiirlich durch die 
Ordnung der Fliiche beschriinkte — Anzahl vielfacher Geraden haben, 


zu denen also unsere Flichen F';! = §,', 7,5, §,° und iiberhaupt alle 


2 omc Ce tabs. 





' Flichen ¥—2, ferner die geradlinigen Flichen n'" Grades Fo, ,— e 

mit einer @-fachen (9 <2 — 1) und einer (x — g)-fachen Geraden 

gehiéren. Letztere sind, obgleich sie nicht dem Thema entsprechen, 

bei diesen allgemeinen Betrachtungen, denen sie sich anschmiegen, 

von mir nicht ausgeschlossen worden. Wir denken uns 0, @,-fache, 

0, o,-fache, ...0; 9;-fache,...0), @,-fache Geraden (die Gesammtviel- 
. ) 

fachheit ist also 20,0;3 es ist ersichtlich , dass 26 9i(0: —1) <n (n—1) 
1 

sein muss, was wohl aber nicht das einzige Kriterium ist), alle gegen 

einander windschief, wie es den oben aufgefiihrten Beispielen eut- 

spricht. 

Der Rang ist 





p , 
r=n(n — 1) — 20;9;(9, — 1), 
1 
also bei F\', F,°, §,° resp. 10, 16, 14, bei den Fo, ,—¢ ist 
r=29(n— 9), 
welche Symmetrie nach @ und » — @ bei diesen Flichen iiberall statt- 


finden muss. 
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Auf jeder 9;-fachen Geraden giebt es stets @; = 2 (n — @,) (e; — 1) 
Cuspidalpunkte; die Classe der Fliiche 2’ ist ferner 
p 
m =n (n — 1)? — 29; {(39? — 20; — 1) n— 29, (97 — 1}, 
bei F,', F°, ¥,° also 20, 34, 28; bei den geradlinigen Fliichen 2!" 
Grades mit einer g-fachen und einer (x — g)-fachen Geraden F'o, , 
ergiebt sich, wie zu erwarten, m = n. 


¢ 


Ferner ist 


pp 
6 =n (n — 1) (n — 2) — 20; (9, — 1) {3e;n — Bn — 207? + at, 
1 


also bei F', Fy, §,° resp. 18, 42, 30, bei den Fo,» ist 
6 = 6o(n — e) — 3n. 


Eine einfache Formel ergiebt sich noch fiir die Classe « der Deve- 
loppablen = 


p 
t= 4n (un — 1) (x 2) — 4 20;0;(e; — 1) (Sn 20; — 2), 
1 
also fiir F’,', F,°, F;5 ist e = 48, 96, 72 und fiir Fo, ist += 0, 


wie es zu erwarten war. 
Die allgemeinen Formeln fiir t und € sind zu complicirt; es ist 
o ? 
bequemer diese Gréssen jedesmal besonders zu berechnen. 


T g 
FG"): 8 113 
te : 40 409 
v5 o2 "263 


Fo.n—-e 2 2e°?(n—e)?— 10e(n—o)+4n 4n(n—1)—e(n—9); 
bei der Fliche %,° besteht die Enveloppe der Doppeltangentenebenen 
aus den 22 Biischeln um die einfachen, dem Biischel um die dreifache 
Gerade und einer Developpablen Y 240 Classe; bei den Flaichen 
Fo, n—¢ ist diese Enveloppe aus dem Biischel (x — @)-facher Ebenen 
um die g-fache und aus dem Biischel o-facher Ebenen um die (n — @)- 
fache Gerade zusammengesetzt. 

Geraden ergeben sich, wie schon die Zahl der einfachen Geraden, so 
auch die iibrigen Singularitiiten in einer iiberaus cinfachen Gestalt : 


Fiir die Flichen Fi. x" Ordnung mit einer ( — 2)-fachen 


r=2(2n—3), w=4(n—3), m=—4(2n—3)=—2r, 6 =6(2n —S), 
t= 8(n — 3)*, e = 24(m — 2), § = 32n? — 138m 4+ 153; 

von der Fiche £'*' Classe zweigen sich aber die Biischel um die (#2 — 2)- 

fache Gerade und um die 6” — 8 einfachen Geraden, welche siimmt- 

lich Doppelebenen enthalten, ab, so dass eine Developpable Y vou der 
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Classe £, == 16 (nm — 2) (2n — 5) bleibt. Ber der allgemeinen Fiche 
3 Ordnung, die auch zu den i. gehért, zerfillt diese Deve- 
loppable in die 16 Biischel der die urspriingliche Gerade nicht treffenden 
Geraden. 

8. Nehmen wir nun wieder die allgemeine Fliiche F’ mit dem 
System von vielfachen Geraden 20;9; an: wenn auf derselben einzelne 
oder unziihlig viele einfache Geraden existiren, so beriihren sich stets 
die ersten Polarflichen aller Punkte einer solchen Geraden G mit 
simmtlichen 9; — 1 Minteln, die durch eine von G getroffene 9;-fache 
Gerade von J’ gehen. Der Kinfachheit wegen beschiftigen wir uns 
nur mit dem (simmtliche fiir uns besonders interessante Flichen 
umfassenden) Falle, dass die einfachen Geraden sich auf alle viel- 
fachen stiitzen. Der fernere Schnitt S’ der oben genannten Polar- 


fliichen — die Poleurve der Geraden G in Bezug auf die Curven C—! 
5 
in ihren Ebenen — ist von der Ordnung 


, 9 


Pp 
Ss =n? — 2n — 20;0;(0, — 1); 
1 


sie trifft eine @,-fache Gerade in y, == 2e,n — 20,*— n Punkten, unter 
denen sich nicht die @,; Cuspidalpunkte befinden und in denen auch 


_S’ die Fliche F’ diesmal nicht beriihrt. 


. rs Pe 
Der Geraden G begegnet S’ in a = 2n—4 — 2 20,(e;—1)Punkten; 
1 


diese sind siimmtliche Asymptotenpunkte der Geraden G, in denen 
dieselben also je von einer Curve C"~! tangirt wird. Die betreffende 
Ebene — Asymptotenebene — ist eine stationiire Ebene der Fliche 
= und in ihrem Beriilrungspunkte mit # auch die Beriihrungsebene 
der simmtlichen ersten Polarfliichen der Punkte voni G, so dass auch 
S’ die F’ beriihrt. 

Die ferneren Schnittpunkte (S’, FZ’) liefern die Zahl der Ebenen 
durch G, die noch ausserhalb G und der vielfachen Geraden einen 
Beriihrungspunkt haben; bezeichne 2,’ die Zahl der die G treffenden 
andern einfachen Geraden, in denen aber der durch dies Zerfallen 
von C”—! in eiue Gerade und eine C”—? hinzukommende neue Be- 
riihrungspunkt nicht auf einer vielfachen Geraden liegt, habe 9 hin- 
gegen die friihere Bedeutung, so ist 


, x , . . 
A, +y=—m—dn+8— =4;(m — 609; + 4); 


bei Fy! und F;° ist 4, = 1, aber 2,’ = 0, also y resp. 12, 20, s’ resp. 
6, 9, w resp. 4, T und a= 2. Bei F,° ist schon 24, = 0, also auch 
A,, mithin 9 = 23; y= 7; x= 2; s = 11. 

Bei den Flichen 2 iiberhaupt ist s’ = 3(n — 2), wa = 2, 


w=3n—8, »=4(2n —5), dad, —1, A,’=0, also n= m — T- 
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wie oben. Bei der allgemeinen Fliche ‘3’ Ordnung ist also 4 = 4: 
diese 4 Ebenen enthalten die 4 Geradenpaare, welche jede der 10 aus 
der urspriinglichen Geraden abgeleiteten Geraden treffen, ohne die 
urspriingliche zu enthalten. 

Bei den geradlinigen Fliichen F'9,,— 9 ist s’ = 2e(n — 0) — n; 
x=, und » =20(n — oe) — n fiir beide vielfache Geraden. Dies 
zeigt, dass die Curve S’ in 29 (n — g) — » Gerade zerfillt, die sich 
alle auf die beiden vielfachen Geraden stiitzen, aber nicht auf die Ge- 
rade G, deren Poleurve S’ ist; 40, was auch zu erwarten war, 
da zwei Generatricen sich nur auf eimer vielfachen Geraden treffen 
konnen. 

Enthilt eine Fliiche 2" ee (mn — 1)-fache Gerade, so ist sie 
schon geradlinig, wiihrend bei /’” mit einer g-fachen Geraden (@ << n—1) 
noch eine (m — @)-fache Gerade zutreten muss, um die Geradlinig- 
keit zu bewirken. Jedoch bedingt die ( — 1)-fache Directrix noch 
eine einfache Directrix, die dann als vielfache Gerade mitgezihlt 
werden muss. 

9. Es sei d ein Punkt tiner nicht geradlinigen Doppelcurve D 
d' Ordnung mit h scheinbaren Doppelpunkten einer Fliiche I’ (oder 
eines nicht geradlinigen Bestandtheils dieser Doppeleurve), und 7, 7, 
seien die beiden Beriihrungsebenen in d. Der Schnitt jeder dieser 
beiden Ebenen hat einen dreifachen Punkt in d, von dessen Aesten 
zwei dem von der Ebene beriihrten Mantel, der dritte, welcher die 
Tangente von D beriihrt, dem andern angehért, und 6 — 2 Doppel- 
punkte. Der Beriihrungskegel aus D ist von der Ordnung r — 4 
und von der Classe m. Die Beriihrungscurve 7'’ hat noch die Ord- 
uung 7, geht viermal durch d, begegnet D in den o Cuspidalpunkten und 
ausserdem in 4” Punkten, darunter d vierfach; y—y” ist gleich 46—4/,—8 
und demnach bei denjenigen unserer Fliichen, die der obigen Bedingung 
geniigen, F’,', F,°, F,°, F,°, gleich Null, weil d — h = 2 ist. 

Bei einem conischen Doppelpunkte giebt es stets 6 vierpunktig 
beriihrende Geraden; bei einem biplanaren hingegen nur 4: die 4 ‘T'an- 
genten der Beriihrungscurve 7”. Dieselben sind bekanntlich fiir siimmt- 
liche existirende Polarflichen von d (die (n — 1)" existirt nicht, die 
(w — 2) besteht aus 7, 7',) vierpunktig beriihrende Geraden und es 
reprisentirt demnach d 16 Begegnungspunkte von 7” mit der zweiten 
Polarfliche von d. Ist mithin 6” die Zahl der aus d an J" gehenden 
Osculanten und tr” die der Bitangenten, die nicht in d selbst osculiren 
resp. beriihren, so findet sich 


6—o=—4(5+h—0) 5; t—r’=—4r—28. 


Bei unsern 4 Flichen (6 — h = 2) ist 6 — o’= 12; bei F,' ersicht- 
lich 6’= 0, also og = 12. Bei allen vier ist r’= 0, also r = 47 — 28. 
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Die Zahl der stationiiren und doppelten Ebenen aus d an F’ indert 
sich nicht, freilich der Kegel aus d hat ausser den ¢ Doppelebenen, 
die auch die Fliche F' doppelt beriihren, noch die beiden doppelten 
Ebenen 7; 7, die ihn je lings der beiden in ihnen liegenden vier- 
punktig beriihrenden Geraden tangiren. 

10. Wenden wir uns nun wieder zu den Fliichen mit vielfachen 


p 
Geraden (& 0; 0), die einander nicht begegnen. Zuniichst bemerken 
1 / 


wir, dass es auf jeder o,fachen Geraden D, 2, = 2 Q,(n — o, — 1) 
Asymptotenpunkte giebt, in denen der fernere Schnitt (1 — ,)'** Ord- 
nung einer gewissen, durch D, gehenden Ebene diese Gerade D, be- 
riihrt; diese Ebene — Asymptotenebene der Geraden D, — beriihrt 
die I'liche F’ wiederum in zwei aufeinander folgenden Punkten stationir 
(ist demnach eine stationiire Ebene der Devoloppablen £) und hat 
noch ” — @, — 2 gewdhnliche Beriihrungen; jede andere Ebene durch 
D, ist eine (n — @,)fache Tangentenebene. 

Liegt nun der Pol d auf D,, so gehdrt diese Gerade siimmtlichen 
existirenden Polarflichen von d auch @,-fach an; die letzte existirende 
Polarfliiche ist die ( — 9,)'*, welche aus den g, in d beriihrenden 
Ebenen besteht. Dieselben sind auch fiir alle Polarflichen die Beriih- 
vungsebenen, wihrend in den anderen Punkten von D, F' und die 
Polarflichen verschiedene Beriihrungsebenen haben. 

Der Beriihrungskegel aus d ist von der Ordnung r — 2, und 
von der Classe mm — (n — @,); die Beriihrungscurve 7” hat die Ord- 
nung r — ga, geht @,-mal durch d (und ihre g, Tangenten sind die g, 
I’ und alle Polarflichen (9; + 2)-punktig beriihrenden Geraden), trifft 
D,, auf der der Punkt d liegt, in ihren 2, Asymptotenpunkten, hin- 
vegen jede andere vielfache, z. B. @;fache Gerade (D,), in den @; 
Cuspidalpunkten und den zy; = » — 9; mit & beweglichen Beriihrungs- 
punkten der Ebene (d, D,). Die zweite Polarfliiche von d hat mit 7” 
in dem Punkte d 9;(9, +2) Punkte, in den 2, Asymptotenpunkten 
je o, Punkte, in den Cuspidalpunkten einer 0;-fachen Geraden D,, 
durch welche sie ja (9; — 2)-mal geht, je 9; — 2 Punkte und in den 
yz: Punkten von D; 9; — 1 Punkte gemein. Wenn nun o”, 1”, uo’, & 
die friiheren Bedeutungen haben, nur dass der Pol jetzt in d liegt, 
so ergiebt sich: 


6 — 6 =3(2q, — 1) (n— ai), 


r= 2oerr+ 20,?n? — 2(20,°+ 20,?+ 50, —2)n + 202(9,°—29:°+5 0, 


‘der Kegel aus d hat niimlich ausser den +” Doppelkanten noch eine 
2 o,(" — o, — 1)-fache Kante D,; ferner 


t—¢=3.20,(n—Q—1) =—3m,. 
Der Verlust wird durch die z, stationir die Developpable & je langs 
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D, (als Generatrix) beriihrenden Asymptotenebenen ausgeglichen, welche 
den Tangentialkegel aus d und zwar alle lings der vielfachen Kante 
D, tangiren, aber nicht stationiire Ebenen desselben sind. 


Endlich 


§— f= mn— em —8an+4{lla(a+1)—xm+)1)}; 
sel nun Y die Enveloppe der nach Abzug der durch die vielfachen 
Geraden gehenden vielfachen Beriihrungsebenen iibrig bleibenden Doppel- 
tangentenebenen, und bezeichne €, und £,” die Classe dieser Euveloppe 
und die Zahl der von d an sie gehenden und den Kegel aus d doppelt 
beriihrenden Ebenen, so ist 


6, — 6° = § — &— 4 (n— a) (n — a — 1) = (n» — a2) (m— vn — 8 Qa) + 


Dieser Verlust wird zuerst gedeckt durch die 2, Asymptotenebenen, 
die zur Geraden D, gehdren und deren jede stationir zur Fliche ~, 
einfach zum Biischel D, und 2 (x — @, — 2)fach zur Fliiche VY ge- 
hért; der Rest, welcher 
(x — @2) (m — 4eaan —un+40;?+ 40) 
betrigt, besteht aus den g, Ebenen durch D, deren Schnitt (n — 9,)'" 
Ordnung ausser dem durch die vielfachen Geraden veranlassten viel- 
fachen Punkt noch einen Doppelpunkt qg in Folge einer ausserhalb D, 
geschehenden Beriihrung bekommt, und welche je » — @, Ebenen vou 
Y repriisentiren, aber den Kegel aus d nicht doppelt, sondern einmal 
(wegen des ausserhalb D, liegenden Beriihrungspunktes) beriihren; also 
7g, = m —n — 4Qq, (n — , — 1); 

diese m, Ebenen, die 2, Asymptotenebenen und die oe, Beriihrungs- 
ebenen in d sind die gemeinsamen Ebenen des Biischels um D, und 
des Kegels aus d, dessen Klasse m — (nm — g,) ist, wobei die 2, Ebenen, 
welche den Kegel lings der Axen des Biischels beriihren, doppelt zu 
rechnen sind. 

11. Die Curve S”, welche den siimmtlichen ersten Polarflichen 
der Punkte von D, [die durch D, 9, mal, durch jede andere g;-fache 
Gerade (9; — 1) mal gehen] ausser den vielfachen Geraden gemein ist, — 
die Curve der Pole der Geraden D, in Bezug auf die Curven (# — @;)'" 
Ordnung in den Ebenen durch D, — ist von der Ordnung 


san (n — 1)? —%q+1— 26, (o: — 1)?; 


diese Curve S” trifft die Gerade D, in ihren 2, Asymptotenpunkten, 
jede andere (o9;fache) Gerade in deren @; Cuspidalpunkten; in allen 
diesen Punkten beriihren die siimmtlichen ersten Polarfliichen der Punkte 
von D, eimander und die Fliiche F’, sodass auch die Curve S” die 
F tangirt; die sonstigen Schnittpunkte (S”, F’) sind die ausserhalb 
D; gelegenen Beriihrungspunkte der eben erwihnten g, Ebenen. 
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Bei Fo ist 6 — 6’== 27; also o”’= 15, da 6 = 42; ersichtlich ist 
r’=0, alsor = t — r’= 40; @ (die Zahl der Cuspidalpunkte auf einer 
Geraden) = 6; x (die Zahl der Asymptotenpunkte auf jeder der beiden 
Doppelgeraden) = 8; s’= 11; p = 13. Die durch eine Doppelgerade 
gehenden Ebenen, deren Schuittcurve ausser dem durch die zweite Doppel- 
gerade veranlassten Doppelpunkte noch einen zweiten durch eine nicht 
auf der ersteren stattfindende Beriihrung bekommt, sind die 13 durch 
die einfachen Geraden gehenden Ebenen,. 


12. Bei den Fliichen §/'_., zu denen ja auch F' und §,° ge- 
héren, wird 6 — o’=6(2n—5) und t — t’= 8 (nm — 3)’, also da 
o’=t'=0, so haben 6 und r diese Werthe, was mit den friiheren 
a 


Angaben iiberecinstimmt. Ferner g = 3n —4=—= ;, also gleich der 


Hiilfte der Zahl der einfachen Geraden der Fliiche; in der That, die 
Curven in den Ebenen durch die (sn — 2)-fache Gerade sind ja Kegel- 
schnitte K, welche wegen des Doppelpunkts zerfallen miissen. Ferner 
s"== 2n — 3; endlich die Zahl der Asymptotenpunkte auf der (n — 2)- 
fachen Geraden ist 2 (n — 2): also ist die Curve der Pole der (n—2)- 
fachen Geraden D in Bezug auf die Kegelschnitte K in den Ebenen 
um dieselbe von der Ordnung 2n—3 und trifft die D in deren 
2(n— 2) Asymptotenpunkten, folglich ist sie O'" Geschlechts, wie 
auch zu erwarten war. Die Curve M der Mittelpunkte dieser Kegel- 
schnitte, auf weleher auch die Scheitel der 3% — 4 Geradenpaare lie- 
gen, ist von der Ordnung 2 — 2 und trifft die D in 2n — 3 Punk- 
ten, ist also ebenfalls O'" Geschlechts. D ist demnach fiir 2” — 3 
Kegelschuitte Durchmesser; ferner giebt es unter den K stets 2 —2 
Parabeln. Die Zahl der gleichseitigen Hyperbeln unter ihnen ist ». 
Wir bemerken, dass dies auch fiir die Kegelschnitte in den Ebenen 
um eime Gerade der allgemeinen Fliiche 3' Ordnung gilt. 

13. Sehen wir zu, wie sich die Sache bei den geradlinigen Fliichen 
Fo, n—e gestaltet; die Zahl der Cuspidalpunkte auf der @-fachen Ge- 
raden D' ist @’= 2 (n — @) (e — 1), die der Asymptotenpunkte (und 
Asymptotenebenen) dieser Geraden ist 2 —=2@(n — @ — 1); ver- 
tauschen wir e@ und x» — e@, so erhalten wir fiir die andere vielfache 
Gerade D” @’= 27’, x’=@'. Die Reciprocitiit der Fliche zeigt sich 
auch in der That an den beiden vielfachen Geraden. Jedem Asymp- 
totenpunkte der einen Geraden gehért ein Cuspidalpunkt der anderen 
zu: lings der Verbindungslinie derselben beriihrt die Asymptotenebene 
der ersten Geraden (sodass die Fliiche an dieser Stelle developpabel 
wird) und mit der anderen vielfachen Geraden bildet diese Linie die 
Tangentenebene des Cuspidalpunktes (Cuspidalebene) der zweiten Ge- 
raden, in welche zwei Beriihrungsebenen zusammengefallen sind. Die 
Asymptotenebene beriihrt in allen Punkten dieser ausgezeichneten 
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Generatrix, alle iibrigen Ebenen durch dieselbe beriihren nur im Cus- 
pidalpunkte. Solcber ausgezeichneten Generatricen G, giebt es 
y= + 7" =20(n —e@— 1) +2 (n—@) (0 —1) = 2 Zen —2Q?—wn). 
Sei nun d ein Punkt auf der g-fachen Geraden D, so besteht die Be- 
riihrungscurve des von ihm ausgehenden Kegels, welcher von der Ord- 
nung + — @ =2o(n — @) —@ ist, aus den @ Generatricen, welche 
durch d gehen, und den y’ Generatricen G,, welche durch die Asymp- 
totenpunkte von D’ gehen; der Kegel selbst aus d, welcher von ‘der 
Ordnung r — 20 = 20(n— @ —1) und der Classe m — n+ o~—o0 
(da m =n ist) sein muss, zerfaillt in einen Tangentenebenenkegel 
o' Classe und O' Ordnung, bestehend aus den Biischeln um die 0 
aus @ gehenden Generatricen, und einen Tangentenkegel 0" Klasse 
und 2 @(n — @ — 1)" Ordnung, welcher aus den Strahlbiischeln um 
d in den Ebenen besteht, welche d mit den y’ Generatricen G, ver- 
binden. 
Der oben gefundene Werth « — o” ist hier illusorisch (er macht 
negativ); da entweder (9 =n — 1) eine zweite Polarfliche von d 
gar nicht existirt, oder (wenn 9 < »— 1) dieselbe einen Theil der 
dem Punkte d zugehérigen Beriihrungscurve (die Generatricen dureh ¢) 
ganz enthilt, so kann natiirlich das oben angegebene Resultat nicht 
richtig sein; der andere Bestandtheil der Beriihrungscurve — die y’ 
Geraden G, — haben mit der zweiten Polarfliche von d ausserhalb 
D’, D” keinen Punkt gemein, also o6’= 0; auch r’= 0. 
. Die ersten Polarflichen aller Punkte von D’ haben ausser D’ 
und D” die y’ Generatricen G, gemein [s’= 2 @ (n — @ — 1)]; bilden 
dieselben ja auch einen Bestandtheil siimmtlicher Beriihrungscurven. 


“ws 


0 


14. Wenn auf einer Fliche F' der Gesammtwerth der vielfachen 
> 

Curven 20; 0; ist, so hat die Wendecurve W der Fliiche (spinode 
1 

curve) — die Beriihrungscurve der Fliiche X oder die Curve der Punkte, 


deren beide Osculanten sich vereinigt haben oder deren Kriimmung 
Null ist — die Ordnung 


» = 4n(n — 2) — 458.0; (0, — 1); 
1 


sodass auf der Kernfliiche Q5\~*) — dem Orte der Doppelpunkte des 
Gebiisches saimmtlicher Polarflichen oder derjenigen Punkte, deren 
vorletzte Polarflichen Kegel sind — jede g,-fache Curve von F’ 4(9;— 1)- 
fach ist. Bei den Flichen F,', F,°, F,°, F,>, F,° ist wy = 16, 44, 
36, 28, 20; bei der letzten Fliche geht W nicht durch den dreifachen 
Punkt; bei den Flichen ¥,~2 ist py = 12(m — 2), also bei F'\', §,° 


resp. 24, 36; und bei den Flichen F ,, ist p=4(29n—2 Q’—n)=2y: 
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W besteht aus den doppelt gelegten y singuliren Generatricen; wo 
eine Fliche developpabel ist, hat sie auch die Kriimmung Null. 

Durch die Cuspidalpunkte geht W stets zweimal — dort ersicht- 
lich mit beiden Aesten die Polarfliichen aller Punkte (ausgenommen, 
wenn Pol und Cuspidalpunkt der niimlichen vielfachen Geraden an- 
gehéren) beriihrend —; die Zahl der sonstigen Begegnungspunkte 
(W, D) betrigt bei F,‘, F,', F,', F;°, F,5, F,°, §> resp. 8, 8, 32, 
32, 32, 24, 12. Bei den drei Flichen F;‘, F,°, ¥,° ist diese Zahl 
gleich der doppelten Zahl der Asymptotenpunkte der vielfachen Ge- 
raden, weil iiberhaupt die Wendecurve stets jede Gerade einer Fiche 
(einfache oder vielfache) in ihren Asymptotenpunkten beriihrt. 

Kine Curve (x — @,)' Ordnung, welche eine @,-fache Gerade 
von J’ ergiinzt, die keiner anderen vielfachen Curve begegnet, trifft die 
Curve W in 

y= 4n? — 4n— 8 ean + 80,2 —4 50, aa~t 


Punkten; w -— wy ist aber = 4 (2 e,3m — 2 9,? — n) d. i. gleich der dop- 
pelten Zahl der Asymptoten- und Cuspidalpunkte auf der g,-fachen 
CGeraden. 

Es bestehe ein voller ebener Schnitt C von F’ aus zwei Curven 
nv und wer Ordnung, C’ und C"; von 0; @;-fachen Punkten von 
C midgen 0,° gar nicht zm OC’, also o;-fach zu C”, 0;' einfach zu 
C’, (0; — 1)-fach zu C”, .... 0% x-fach m C’, (9; — x)-fach zu 


Cc”, ... 0° @-fach zu C’, gar nicht zu C” gehoren, sodass os 0* = 0;; 
x=0 
die Zahl der gemeinsamen Punkte von C’ und C” auf den vielfachen 
Curven ist also 
i=p ——-* i=p *=@ . , 

vine on oe — adam * nA ee ae 
in den B = n'n”— © iibrigen Punkten (C’, C”) ‘beriihrt die gemein- 
same Ebene die Fliche F. 

Wenn nun wy und w” die Zahl der Begegnungspunkte der Wende- 


sda 


curve mit C’ und C” bedeutet, so ist 
{=p x= Q; 
v=4n'n —8n—4 ZT ((e: —1) 2 b7x) und 
‘=1 z=0 


tontatn. <ul 400 ((e. — 1) 2" 87(e;— x). 
é==3 so 0 


15. Ist R ein Cuspidalpunkt einer Doppeleurve D, die nicht 
geradlinig ist, so haben sich die beiden (in der Tangente ¢ von D 


sich schneidenden) Beriihrungsebenen 7 und 7, in eine 7,, — die 
Cuspidalebene*) — vereinigt: ihr Schnitt hat & — 2 Doppelpunkte 


*) Ich gebranche dies Wort in einer anderen Bedeutung als Herr Weyr, 
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und in # einen dreifachen Punkt mit zwei (in die Gerade ¢) zusammen- - 
gefallenen Tangenten: die Tangente / des dritten Astes ist die einzige 
vierpunktig beriihrende Gerade von #. Alle Ebenen durch diese Ge- 
rade beriihren die Fliiche: geht ja doch jeder Tangentialkegel durch 
den Cuspidalpuukt. Die Schnittcurve einer solchen Ebene beriihrt sich 
selbst und die 7 in Ft. Dieses Biischel von Tangentenebenen sondert 
sich zweifach vom Beriihrungskegel aus # ab, sodass der iibrige Kegel 
(r — 8) Ordnung und (m — 2)'** Klasse ist. Er hat sechs stationiire 
und 2m — 14 doppelte Ebenen weniger als der aus einem beliebigen 
Punkte. Die Gerade / enthilt er doppelt und die Cuspidalebene be- 
riihrt er nur lings ¢. 

16. Jeder Punkt d einer vielfachen (o,-fachen) Geraden hat , 
Geraden, welche (g, + 2)-punktig beriihren: die Tangenten in d an 
die Curven (w — g,)'" Ordnung in den go, Beriihrungsebenen; bei 
einem Cuspidalpunkte fallen zwei dieser Ebenen zusammen in die Cus- 
pidalebene (deren Schnitt hier sich nicht wesentlich von dem der 
iibrigen Beriihrungsebenen unterscheidet), also auch zwei der (@; + 2)- 
punktig beriihrenden Geraden in die der Cuspidalebene; diese Gerade / 
zeichnet sich dadurch aus, dass alle durch sie gelegten Ebenen die 
Fliche im Cuspidalpunkte tangiren. Sie gehért dem iibrigen Kegel 
aus dem Cuspidalpunkte doppelt an: derselbe hat sechs stationiire und 
2 m — 12 Doppelebenen weniger und eine um 2 kleinere Klasse, als die 
Kegel aus den gewdhnlichen Punkten der vielfachen Geraden. Dieser 
Verlust muss jedenfalls durch zum Biischel um / gehoérige stationiire 
und doppelte Tangentenebenen der Fliiche gedeckt werden, die dann 
ihren (resp. ihren einen) Contactpunkt im Cuspidalpunkte haben. 

Die den Cuspidalpunkten einer geradlinigen Filiiche (z. B. der 
Fy}. n—¢) zugehibrigen Geraden | sind die y ausgezeichneten Generatricen. 

17. Gehen wir nun an die gesonderte Betrachtung der sieben 
Flichen F,', F,'; Fy, F;°, Fy’, F55, %;°. Den grosseren Theil der 
Untersuchungen nehmen die Curven 3'", 4'*', seltener héherer Ordnung 
ein, welche von meistens durch die vielfache Curve und gewodhnlich 
noch andere schon bekannte Curven der Fliiche (Geraden, Kegel- 
schnitte, ebene Curven 3' Ordnung) gelegte Fliichen 2' und 3'" 
Ordnung ausgeschnitten werden. Dieselben sind zum grossen Theil 
schon durch die Abhandlungen des Herrn Clebsch bekannt: meine 
Untersuchungen sind frei von jeder Abbildbarkeit und bewegen sich 
auf rein synthetischem Boden. Bei diesen Curven wird stets der Rang 
(die Ordnung der Tangentenfliiche), die Zahl der Schnittpunkte mit 
der vielfachen Curve und mit den einfachen Geraden, den Kegelschnit- 
ten der Fliche ermittelt, ferner die Miichtigkeit und Zahl der Schaaren, 
in denen sie vorkommen, resp. die Zahl der vereinzelt vorkommenden 
Curven, endlich die Zahl der Begegnungspunkte zweicr (meistens 
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gleichartiger) Curven. Werden die Curven, durch welche die erzeu- 
gende Fliiche (ausser durch die vielfache Curve) gelegt ist, die zuge- 
hérigen Curven genannt, so wird die Schnittpunktzahl zweier Curven, 
deren Ermittelung mit Hiilfe der bekannten Siitze iiber die gegen- 
seitige Position soleher Curven geschieht, welche einen vollen Durch- 
schnitt zweier Fliichen 2‘ oder 3'** Ordnung zusammensetzen*), stets 
als Function der Zahl der Identitiiten zwischen den zugehérigen Curven 
und der Schnittpunkte der nicht identischen zugehdérigen Curven 
angegeben. Wiederholt ist nachzuweisen, dass gewisse Curven oder 
Curvenschaaren auf verschiedene Weisen erzeugt werden kénnen. Auf 
genauere Mittheilungen iiber diese sehr ausgedehnten Untersuchungen 
einzugehen, ist natiirlich in diesem Auszuge nicht mdglich; es geniige, 
bei Gelegenheit ein Beispiel anzufiihren. 

18. Die Fliche 4‘ Ordnung F,' mit ciner doppelten Geraden 
D**) besitzt 16 einfache Geraden, welche 8 Paare bilden, und ausser 
den Kegelschnitten in den Ebenen durch D noch 128 einzelne Kegel- 
schnitte, welche zu je zweien in einer die Fliiche dreifach beriihrenden 
Ebene liegen. Auf einen solchen Kegelschnitt stiitzen sich 8 wind- 
schiefe Geraden, von denen 7 die achte bestimmen; auf zwei Kegel- 
schnitten mit « Begegnungspunkten (ausserhalb D) 6 — 2a Gerade, 
auf 3 Kegelschnitte mit «+ 6+ y Begegnungspunkten 5 — (a + 6+ 7) 
Gerade; auf » (< 7) Gerade stiitzen sich 2‘—” Kegelschnitte. Es giebt 
je 1792, 4480, 1792 Kegelschnittdupel mit 0, 1, 2 Begegnungspunkten ; 
die folgende Tabelle zeigt, von wie vielen Kegelschnitten ein Dupel 
mit « Begegnungspunkten in 6 + y Punkten getroffen wird: 


B+y:90+0 041 141 042 142 242 


a=0: 12 30 40 0 30 12 
a=—1: 6 32 36 12 32 6 
a=2: 0O 30 40 24 30 0. 


Die Zahl der Kegelschnitttripel (2, 2, 2), (2, 2, 1), (2, 2, 0), (2, 1, 1), 
(2, 1, 9), (2, 0, 0), (1, 1, 1), C1, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 0) ist resp. 
0, 26880, 21504, 71680, 53760, 0, 53760, 71680, 26880, 7168. 

19. Herr Clebsch hat sich nur mit den Raumeurven 3! Ord- 
nung auf der Fiche beschiiftigt: deren giebt es 

1) 448 einzelne, deren jede die D einmal trifft und drei wind- 
schiefen Geraden zweimal, den Paar-Genossinnen derselben gar nicht, 
iibrigen einmal begegnet; 





*) M. s. z. B. des Vfs. Fliichen 3'*" Ordnung Cap. V. 

**) Clebsch, Math. Annalen Bd. 1, 8. 257 ff. Da diese Flichen jetzt die 
Geometer — besonders hinsichtlich ihrer Abbildbarkeit — in umfangreichem 
Masse beschiiftigen (Clebsch, Cayley, Cremona, Korndirfer, Néther, 
Geiser), so citire ich nur solehe Abhandlungen, die auf die hetreffende Fliche 
hesonders eingehen. ; 
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2) 128 Biischel von Raumcurven 3'* Ordnung, welche die D 
zweimal treffen, 8 Kegelschnitten dreimal und 8 Geraden einmal be- 
gegnen: auf jeden der 8 Kegelschnitte stiitzt sich nur eine der 8 Ge- 
raden, sodass also (um von diesen Curven einmal ein Beispiel zu geben) 
jedes Biischel auf 8 Weisen erzeugt werden kann, niimlich mit Hiilfe 
einer Fliche 2'" Grades, die durch D, je einen der 8 Kegelschnitte 
und diejenige der 8 Geraden gelegt ist, die denselben trifft. Seien 
die Kegelschnitte, aus denen zwei Curven dieser Art (und alle ihre 
Biischelgenossinnen) abgeleitet sind, S, und S,, und G, und G, die 
Geraden, also die zugehérigen Kegelschnitte und Geraden der beiden 
Curven (oder Biischel); sei ferner ¢ = 1 oder 0, je nachdem G, und 
G, identisch sind oder nicht, ebenso gy = 1 oder 0, je nachdem S, 
und S, identisch sind oder nicht, und sei «(= 0, 1, 2, 3) die Zahl 
der Begegnungspunkte (ausserhalb D) der nicht identischen S, und 
S,, B(= 0, 1) die der Schnittpunkte der nicht identischen G,, G., 
y(=0, 1, 2) die Zahl der Punkte (G,S,) und (G,8S,), falls keine 
Identitit stattfindet, so begegnen sich beide Curven in 

i=3p —29’?+e—2e¢ + (@+8+/7) 

Punkten. Zwischen solchen Gréssen, wie ¢, p, @, 6, y finden gréssten- 
theils gewisse leicht zu ermittelnde Beziehungen statt. 

20. Es giebt ferner auf der Fiche: 

3) 112 Netze von Curven 4'* Ordnung 1' Species, deren jede 
der Geraden D und zwei windschiefen einfachen Geraden zweimal, 
den Genossinnen der letzteren gar nicht, den 12 iibrigen einmal, 32 
Kegelschnitten S je einmal und dreimal und 64 gar nicht begegnet; 

4) 128 Netze von Curven 4'* Ordnung 2'*" Species, deren jede 
D dreimal, einen Kegelschnitt S viermal und alle 8 auf ihn sich stiitzen- 
den Geraden einmal trifft; endlich 

5) 4480 einzelne Curven 4'* Ordnung 2'" Species, von welchen 
jede der Doppelgeraden D zweimal, einer einfachen Geraden dreimal 
(wovon einmal auf D), 3 Geraden zweimal, den Genossinnen dieser 
4 Geraden gar nicht, den 8 Geraden der 4 iibrigen Paare einmal be- 
gegnet und resp. 8, 32, 48, 32, 8 Kegelschnitte S in 4, 3, 2, 1, 0 
Punkten trifft. 


21. Jede Curve 4’ Ordnung 1' Species der Fliiche ist mit un- 
endlich vielen anderen derselben Species je durch eine Fliiche 2'" 
(irades verbunden, deren Geraden von beiden zweimal getroffen werden ; 
eine Curve aber der 2'°" Species ist in dieser Weise mit einer einzigen 
anderen 2'" Species (von derselben Sorte) durch eine solche F'liiche ver- 
bunden, gegen deren Geraden sich beide entgegengesetzt verhalten. So 
viele Punkte, als zweien Curven 4" Ordnung (von derselben oder von 
verschiedenen Species) gemein sind, sind auch stets zwei (oder den zwei) 
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ihnen verbundenen Curven gemein; diese allgemeinen Bemerkungen 
gelten iibrigens fiir alle Flichen 4" Ordnung. 

Die Fliiche der Doppeltangentenebenen besteht aus 17 Biischeln 
und einer Developpablen Y 96*'*" Klasse; von den 264 dreifachen Be- 
riihrungsebenen gehéren die 8 Geradenpaarebenen zu 3 Biischeln, die 
16 . 12 = 192 Ebenen, welche eine Gerade und eine Curve 3" Ord- 
nung mit einem Doppelpunkte enthalten, zu einem Biischel und zweimal 
m , die 64 Kegelschnittpaar-Ebenen dreimal zu Y. 

22. Die Fliche 4 Ordnung F,' mit einem doppelten Kegelschnitte 
D**) hat 16 Gerade, deren jede von 5 anderen getroffen wird. Diese 
Geraden bilden 40 Paare, 80 Dupel (welche 40 windschiefe Vierseite 
erzeugen), 160 Tripel mit je einer Schneidenden, 40 Quadrupel ohne 
windschiefe Geraden, welche 20 Doppelvieren erzeugen, von denen 
wieder je zwei einander ergiinzen, alle 16 Geraden umfassend, ferner 
80 Quadrupel mit je einer windschiefen Geraden, die demnach 16 Quin- 
tupel bewirken, deren jedes mit allen seinen Geraden einer der 16.Ge- 
raden begegnet. Die 40 Paare bilden 10 Gruppen von je 4 gegen- 
einander windschiefen Paaren und je 2 Gruppen, die alle 16 Geraden 
umfassen, ergiinzen eimander. Alle diese bekannten Eigenschaften 
werden auf rein geometrischem Wege, ohne jede Abbildung hergeleitet. 
‘Daran schliesst sich die Ermittelung der 5 Schaaren oder Doppelreihen 
von Kegelschnitten und ihrer Beziehung zu den Geraden: Jede Doppel- 
reihe ist einer Geradenpaar-Doppelgruppe so zugeordnet, dass die Paare 
jeder Gruppe zu der einen Reihe gehéren und auf die andere sich 
stiitzen. Also auf einen Kegelschnitt (und alle seine Ieihengenossen) 
stiitzen sich 8 Gerade, 4 windschiefe Paare bildend, auf 2 Kegelschnitte 
mit « Begegnungspunkten (und alle ihre Genossen) 8 — 4 « Gerade und 
auf 3 Kegelschnitte mit « + 6+ y Begegnungspunkten 8 —2(@+ 6+ /) 
Gerade: Kegelschnitte aus derselben Reihe, aus verbundenen Reihen, 
aus verschiedenen Schaaren haben 0, 2, 1 Begegnungspunkte. 

Auf simmtliche Kegelschnitte zweier verbundener Reihen stiitzt 
sich keine Gerade, auf 2 verschiedene Reihen R,, R, (d. h. aus ver- 
schiedenen Schaaren) 4 windschiefe Geraden, ein Doppelvier-Quadrupel, 
dessen zugehériges Quadrupel die beiden verbundenen Reihen F,’, BR,’ 
trifft, wihrend die beiden Quadrupel der ergiinzenden Doppelvier die 
Reihen RF, R,', R,’ R, treffen; auf 3 Reihen stiitzen sich 2 windschiefe 
Gerade und das zum Vierseit vervollstiindigende Dupel auf die beiden 
verbundenen Reihen; auf 4 Reihen eine Gerade, auf 5 eine oder keine. 
Auf jede Gerade stiitzen sich 5 (verschiedene) Reihen, auf jedes Dupel 


, *) Kummer, Journ. f. Math. Bd. 64, 8. 66; Clebsch, ebenda Bd. 69, S, 142; 
Geiser ebenda Bd. 70, 8. 249; Cremona, Rendiconti dell’ Istituto Lombardo 
9. u. 23 Miirz 1871. 
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3 verschiedene Reihen (auf ein Paar nur eine Reihe), auf jedes Tripel 
zwei verschiedene Reihen, welche noch von der das Tripel zum Qua- 
drupel vervollstindigenden Geraden getroffen werden. 

23. Durauf wird nachgewiesen, dass die Ebenen zweier Kegel- 
schnitte aus verbundenen Reihen durch einen Punkt gehen und einen 
Kegel 2'" Grades einhiillen. Da sie alle doppelt beriihren, so bilden 
diese 5 Kummer’schen Kegel mit den 16 Biischeln die Developpable 
der doppelten Tangentialebenen (Nr. 4.). Die Beriihrungspunkte bilden 
je eine Curve 4’ Ordnung 1' Species, welche D? in den Cuspidal- 
punkten trifft. In jeder Schaar kommt es viermal vor, dass zwei Kegel- 
schnitte derselben Ebene sich beriihren. Jeder Kegelschnitt wird von 
2 verbundenen beriihrt; in jeder Reihe giebt es 4 Geradenpaare und 4 
Parabeln: die Mittelpunkte bilden eine Curve 4 Ordnung 2'** Species. 

Die Fliche kann erzeugt werden durch zwei projectivische Fliichen- 
biischel 2'* Ordnung, deren Grundeurve aus D? und je einem Kegel- 
schnitt S,, S, aus derselben Reihe besteht, oder durch ein solches 
Biischel (D*, S,) und das projectivische Tangentialebenenbiischel des 
zugehdrigen Kummer’schen Kegels, wenn die Ebene S, dem Ebenen- 
paare (S,, D*) entspricht: in beiden Fiillen erzeugen die verbundenen 
Kegelschnitte die Fliche. 

Die Curven 3'* und 4'** Ordnung sind schon durch Herrn Clebsch 
hinreichend bekannt; es mége geniigen, hier noch eine Eigenschaft 
der Curven 4'* Ordnung 2" Species zu erwiihnen: dieselben bilden 
40 dreifach unendliche Schaaren (Gebiische), jede einem Doppelvier- 
Quadrupel zugehérig, dessen Geraden die Curven des Gebiisches 
zweimal treffen, wiihrend die des zugehérigen Quadrupels sie gar nicht 
und alle 8 der ergiinzenden Doppelvier sie einmal treffen: die Kegel- 
schnitte der beiden Reihen, welche das Quadrupel der gar nicht treffen- 
den Geraden gemein haben, begegnen allen Curven des Gebiisches 
dreimal, die der verbundenen Reihen (auf die sich die zweimal treffen- 
den Geraden stiitzen) einmal, die der 6 iibrigen zweimal, 

24. Die Herren Moutard und Laguerre*) haben die Enveloppe 
aller Kugeln, welche eine feste Kugel W (mit dem Centrum 0) ortho- 
gonal schneiden, wihrend die Mittelpunkte eine Curve oder Fiche 
erfiillen, die anallagmatische Fliche dieser Curve oder Fliiche in Bezug 
auf W genannt. Die anallagmatische Fliiche einer Geraden ist ein 
Kreis, auf dessen Ebene (in der O liegt) im Mittelpunkte die Gerade 
senkrecht ist; die anallagmatische Fiche einer Curve ist also der Ort 
der anallagmatischen Kreise der Tangenten; die anallagmatische Fiche 
einer Ebene degenerirt zu 2 Punkten, die zu beiden Seiten der Ebene 
gleich weit abstehen und auf dem Lothe aus O liegen. Die anallag- 


*) Ausfiihrlicheres ist mir iiber die Untersuchungen derselben nicht bekannt. 
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matische Fliiche einer Fiche 2 Grades F? ist 4" Ordnung und hat 
den unendlich fernen Kugelkreis zur Doppeleurve: sie ist zugleich der 
Ort der anallagmatischen Punkte aller Beriihrungsebenen von F”, in wel- 
chen beiden Punkten je die Kugel aus dem Beriihrungspunkte der Ebene 
die Fliche tangirt, und der Ort der anallagmatischen Kreise aller Gera- 
den von F?, welche 2 verbundene Kreisreihen liefern: in derselben Ebene 
liegen Kreise, deren Geraden parallel sind, und der Scheitel des zu- 
gehérigen Kummer’schen Kegels, dessen Ebenen auf den Kanten des 
Asymptotenkegels von F? senkrecht sind, ist O; die 4 Paare einer 
Reihe entspringen den 4 Geraden der zugehérigen Schaar von fF, 
welche W tangiren. Auch die anderen Kegelschnittschaaren bestehen 
aus Kreisen und es giebt immer 5 Flichen F*, welche in Bezug auf 
5 gewisse Kugeln dieselbe anallagmatische Fliche haben. 

25. Bei dieser bis jetzt wohl am meisten betrachteten Fliche 
wollen wir auch auf die Specialfille eingehen, wenn sie vereingelte 
Knotenpunkte ausser der Doppeleurve D*® hat.*) Durch jeden Knoten- 
punkt gehen stets 4 biniire Gerade, d. h. solche, welche je zwei Ge- 
rade des allgemeinen Falles vertreten. Die uniiren Geraden haben 
die Kigenschaften des allgemeinen Falles behalten: die Ebenen durch 
die biniren Geraden sind nur einfach beriihrende. Der Anschmiegungs- 
‘kegel eines Knotenpunktes zweigt sich vom Tangentialkegel aus dem- 
selben ab und zwar seiner Ordnung nach dreifach, seiner Klasse nach 
zweifach; der iibrig bleibende eigentliche Tangentialkegel zerfiillt 
meistens in einen Tangentenkegel und einen Tangentialebenenkegel. 
Bei mehr als einem Knotenpunkte kann die Verbindungslinie zweier 
entweder nicht der Fliche angehéren: dann befinden sich unter den 
Ebenen hres Biischels, welche alle in 2 Kegelschnitten schneiden, aber 
im Allgemeinen nicht beriihren, zwei ausgezeichnete Ebenen A, welche 
die Flache in einem Kegelschnitte H tangiren; oder die Gerade gehért 
der Fliche an und vertritt 2 biniire (oder 4 uniire) Geraden, ist also 
quaterniir: dann beriihrt auch nur eine Ebene 7, durch diese Gerade 
auf derselben und zwar liings der ganzen Geraden und durchschneidet 
also noch in einem Kegelschnitte; alle iibrigen Ebenen durch die qua- 
terniire Gerade durchschneiden in der Geraden und einer Curve 3!" 
Ordnung, die sich in den Knotenpunkten und auf D? treffen. Wenn 
der Kummer’sche Kegel einer (biniren) Kegelschnittschaar zum 
Ebenenbiischel degenerirt, so vermischen sich die beiden Reihen der 
Schaar; eine solche Degeneration findet statt bei einer Knotenpunkts- 
Verbindungsgeraden, die nicht der Fliche angehort. 


*) Die Herren Kummer, Cayley und Korndérfer haben sich mit diesen 
Specialfiillen schon beschiiftigt; letzterer Math. Annalen Bd, 1. 8. 592 und Bd. 2. 
8. 41. 


18* 
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26. Wir haben hier fiinf Fliichen zu betrachten: 


a) Die Fliche mit einem Knotenpunkte. Dieselbe hat 4 biniire 
und 8 uniire Geraden: jede biniire wird von 3 biniren und 2 uniiren, 
jede uniire von einer biniiren und 3 uniiren Geraden getroffen. Es 
giebt 3 Paare unirer Kegelschnittreihen mit je 2 uniiren und einem 
biniren Paar und ein Paar biniirer Reihen mit je 4 uniir-biniiren Paaren: 
alle Kegelschnitte dieser beiden biniiren Reihen treffen sich in N,, der 
der Seheitel des Kummer’schen Kegels ist, dessen Ebenen nur ein- 
fach beriihren; die aus verbundenen Reihen nochmals. Die Fliiche 
= der stationiiren Ebenen ist 18" Klasse; die der doppelten Beriihrungs- 
ebenen besteht aus den Biischeln um die 8 uniiren Geraden und den 
3 uniiren Kummer’schen Kegeln; der Kegel aus N, ausser dem An- 
schmiegungskegel aus dem biniiren Kummer’schen Kegel und den 
Biischeln um die 4 biniiren Geraden. 

b) Die Fliche mit zwei Knotenpunkten N,, N,, deren Verbin- 
dungsgerade thr nicht angehirt: diese hat 8 biniire Geraden, durch 
jeden N vier; jede Gerade wird nur von einer des anderen N getroffen; 
das Biischel um N, N, bildet den degenerirten biniiren Kummer’schen 
Kegel und enthiilt 2 conische Doppelebenen A; sonst giebt es 3 Paare 
uniirer Kegelschnittreihen mit je 2 biniiren -Geradenpaaren, deren 
Scheitel in den N liegen. Die Fliiche £ ist 6'" Klasse, ihre Beriih- 
rungseurve ist 12’ Ordnung und setzt mit den beiden H die Wende- 
curve zusammen; die Fliiche der zusammenhiingenden Doppelebenen 
besteht aus den 3 uniiren Kummer’schen Kegeln. Der Tangential- 
kegel aus einem N zerfillt in einen Tangentenkegel (die beiden Strahl- 
biischel in den A) und einen Tangentenebenenkegel (die Ebenenbiischel 
um die 4 biniiren Geraden). 

c) Die Fliche besitzt 2 Knotenpunkte N,, N,, deren Verbindungs- 
gerade thr angehirt: sie hat dann eine quaterniire Gerade N, N,, durch 
jeden N noch 2 biniire und ferner 4 uniire Geraden; jede binire Ge- 
rade begegnet der quaterniiren, ihrer Genossin und 2 uniiren, jede uniire 
2 biniiren von verschiedenen N und einer uniiren, welche die beiden 
anderen biniiren trifft. Es giebt ein Paar uniirer Reihen, von denen 
die eine die beiden uniren Paare und die Gerade N, N, doppelt, die 
andere die beiden biniren Paare und den Erginzungskegelschnitt S, 
der N,N, in der Ebene 7,, welche liings N,N, beriihrt, enthiilt, und 
2 Paare biniirer Reihen mit je 2 uniir-biniiren und einem quaterniir- 
biniren Paare. Die biniren Kummer’schen Kegel sind wieder 2'" 
Grades und haben ihre Scheitel resp. in N,, N,, durch welchen Punkt 
auch alle ihre Kegelschnitte gehen. Der Kegel z. B. aus N, besteht 
aus dem Kummer’schen Kegel (N,) und den Btischeln um die beiden 
biniiren Geraden. Die Developpable X= und die der Doppelebenen ist 
auch hier 6'' Klasse, die Beriihrungseurve der ersteren ist 14'" Ord- 
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nung und die Wendecurve wird durch die quaterniire Gerade (doppelt) 
vervollstiindigt; lings dieser Geraden ist die Fliiche gewissermassen 
developpabel; die andere Developpable ist zusammengesetzt aus dem 
uniiren Kummer’schen Kegel und den Biischeln der 4 uniiren Ge- 
raden. Die Ebene 7, beriihrt nicht blos lings N, .N,, sondern auch 
in zwei aufeinanderfolgenden Punkten der Tangente von S, im nicht 
auf D? gelegenen Schnittpunkte mit N, N,; 7, beriihrt in diesem 
Punkte die = und lings dieser Tangente den uniiren Kummer’schen 
Kegel. 

27. d) Die Fliche mit 3 Knotenpunkten N,N,N; zwei der 3 Ver- 
bindungslinien gehéren der Fliche an, die dritte nicht; seien jene 
N, N,, N, N;. Liings derselben beriihrt also je eine Ebene 7,; durch 
N,, N, gehen noch je 2 biniire Geraden, welche sich noch zweimal 
ausserhalb der Knotenpunkte treffen; in dem Biischel durch N, N, 
giebt es wieder 2 einzelne Doppelebenen A, welche liings Kegelschnit- 
ten H tangiren; es giebt 3 Kegelschnittschaaren: eine uniire mit einem 
ordentlichen Kummer’schen Kegel V?, dessen Ebenen alle zweimal 
beriihren, eine biniire, deren Kummer’scher Kegel noch 2" Grades 
ist und seinen Scheitel in N, hat und von einmal beriihrenden Ebenen 
eingehiillt wird, und noch eine binire Schaar, deren Kegel zum Biischel 
- N,N, degenerirt, dessen Ebenen im Allgemeinen nicht beriihren. Zur 
ersten biniiren Schaar gehéren das quaterniire Paar und die beiden 
biniiren Paare, zur zweiten die 4 quaterniir-biniiren Paare, zur uniiren 
Schaar die beiden binairen Paare und die beiden quaterniiren Geraden 
als zusammengefallene Geraden. Der Kegel aus N, besteht nur aus 
dem Kummer’schen Kegel (N,); der aber z. B. aus N, aus 2 Strahlen- 
biischeln~und 2 Ebenenbiischeln. Die Developpable = ist 6'* Klasse 
und beriihrt die Fliiche lings einer Curve 8'" Ordnung, welche mit 
den beiden Kegelschnitten H und den beiden (doppelten) quaterniren 
Geraden die Wendecurve bildet; die zusammenhingenden Doppelebenen 
umhiillen nur eine Developpable 2’ Klasse: den uniren Kummer’- 
schen Kegel. 

e) Die Fliche mit 4 Knotenpunkten N,, N,, N;, Ny; sie ent- 
hilt 4 eim windschiefes Vierseit bildende Verbindungsgeraden N, N,, 
N,N;, N;N,, N,N,; ausserdem keine Geraden. Langs jeder der 4 
quaterniiren Geraden wird sie von einer Ebene 7, beriihrt: in den 
Biischeln durch N,N,, N,N, giebt es wieder je 2, also im Ganzen 4 
conische Doppelebenen A. In diesen Biischeln befinden sich die biniren 
Kegelschnittschaaren, deren Kegel also degenerirt sind; ausserdem giebt 
es eine unire mit ordentlichem Kummer’schen Kegel V*. Der Tan- 
gentialkegel aus jedem N besteht nur aus 2 Strahlenbiischeln. Kine 
Fliche = existirt nicht, die Wendecurve besteht aus den 4 Kegel- 
schnitten H und den 4 doppelt geziihlten quaterniiren Geraden; die 
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zweipunktig beriihrenden Doppelebenen umbhiillen nur den V?. Die 
Generaleigenschaft dieser Fliche (4' Ordnung 4' Klasse) ist, dass 
sie sich selber reciprok ist; was eine reiche Fiille von Eigenthiimlich- 
keiten hervorruft, von denen hier nur einige erwiihnt werden. Von 
den 6 Schnittlinien der 4 conischen Doppelebenen A sind 2 identisch 
mit den nicht auf der Fliche liegenden Knotenpunktsgeraden N, N,, 
N,N,; die 4 iibrigen — die also ein windschiefes Vierseit bilden — 
sind die vierpunktig beriihrenden Geraden der 4 Cuspidalpunkte von 
D*, welche den 4 quaterniiren Geraden reciprok sind. Alle Punkte 
einer dieser Geraden haben die niimliche Beriihrungsebene (7,); alle 
Ebenen durch eime jener Geraden den niimlichen Beriihrungspunkt, 
den Cuspidalpunkt (Nr. 15.).*) Die Tangentialkegel aus den Punkten 
von D® zerfallen in 2 Kegel 2'" Grades (deren gemeinsame Kanten 
durch die N gehen), von denen einer bei den Cuspidalpunkten in ein 
(doppeltes) Ebenenbiischel degenerirt; die Tangentenebenen von V? 
durchschneiden in 2 Kegelschnitten (deren gemeinsame Tangenten in 
den A liegen), von denen einer in den Ebenen 7, in eine doppelte 
Gerade ausartet. Die 4 Ebenen 7, treffen sich im Scheitel von V*. 

Die beiden Kegelschnitte in den Ebenen durch die Geraden N, N,, 
N,N, haben 2 Punkte N und 2 Punkte von D* gemein; der Kegel 
aus einem Punkte einer dieser Geraden, z. B. der N, N;, zerfillt eben- 
falls in 2 Kegel 2'® Grades, welche 2 Ebenen A und 2 Ebenen von 
V? gemein haben; die Beriihrungscurven dieser beiden Kegel sind 2 
Kegelschnitte, deren im Allgemeinen verschiedene Ehenen durch N,N, 
gehen; die beiden Kegel aus einem der Knotenpunkte vereinigen sich 
in den Anschmiegungskegel, dessen Beriihrungscurve durch die beiden 
quaterniiren Geraden, freilich im Allgemeinen nur durch den Knoten- 
punkt repriisentirt wird. Reciprok: lings der Kegelschnitte in den 
Ebenen durch N,N, oder N,N, sind der Flache Kegel 2'" Grades 
umschrieben, die ihre Spitzen auf N,N, oder N,N, haben; der lings 
eines H umschriebene Kegel ist zwar im Allgemeinen die Ebene A, 
wird aber wegen der 2 Cuspidalpunkte auf H durch die Biischel um 
deren vierpunktig beriihrende Geraden, denen A gemein ist, dar- 
gestellt. 

28. Unter diesen Flichen mit Knotenpunkten befinden sich einige 
bekanntere Flaichen; z. B. zu den Flachen a) gehért die Fusspunkten- 
fliche eines Punktes P in Bezug auf eine F'*. Doppelkegelschnitt ist 
der unendlich ferne Kugelkreis C2; Knotenpunkt der Pol P. Alle 
Geraden sind imaginiir: die 4 biniiren sind Lothe aus P auf Tan- 
gentenebenen, welche zugleich in denselben liegen. Von den uniiren 


*) Eigentlich miisste man von beiden Arten Geraden gleichartig sagen, dass 
sie der Fliiche angehéren, oder dass sie ihr nicht angehéren. 
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Kegelschnittschaaren (Kreisschaaren) ist nur eine reell; die beiden 
biniiren Reihen werden durch die Fusspunktskreise von P in Bezug 
auf die Biischel um die Geraden von F? gebildet. Es giebt aus P 
: stets 3 Lothe, die zugleich auf 2 Geraden derselben Schaar normal 
: sind, und 2 Lothe, die auf 2 (parallelen) Geraden aus verschiedenen 
Schaaren senkrecht sind; letztere liegen auf dem Kegel 2'" Grades 
der 6 Normalen aus P auf F*. Den Schnitt der Fusspunktenfliche mit 
F* bilden die beiden Fusspunktseurven von P in Bezug auf die Ge- 
raden der beiden Schaaren; dieselben sind 4'" Ordnung 2" Species 
und treffen sich (ausserhalb C2) in den Fusspunkten der 6 Normalen. 

Kin Beispiel der Fliiche b) ist die, welche durch Rotation eines 
Kegelschnitts K um eine nicht in seiner Ebene liegende Axe A ent- 
steht.*) Der Doppelkreis gehért zu den Parallelkreisen, welche die 
biniire Schaar bilden: Knotenpunkte sind die gemeinsamen unendlich 
fernen Punkte aller Parallelkreise. Die Kegelschnitte in jeder der 3 
uniiren Schaaren sind alle congruent; verbundene Kegelschnitte spie- 
geln sich stets gegenseitig in der Meridianebene, die durch ihre beiden 
Schnittpunkte geht, ab. Die 3 Kummer’schen Kegel sind Rotations- 
kegel um A. 

Liegt A in der Ebene von K, so wird die Rotationsfliiche eine 
-Fliche e); die beiden weiteren Knotenpunkte sind die Punkte (K, A); 
wiihrend vorher der rotirende Kegelschnitt eine der 6 uniiren Reihen 
erzeugte, bildet er hier die zweite biniire Schaar: die conischen Doppel- 
ebenen A dieser Schaar sind nothwendig imaginiir und schneiden die 
Parallelkreis-Ebenen in den gemeinsamen Asymptoten der beiden Kreise, 
gehen also resp. durch einen der beiden unendlich fernen Knotenpunkte. 

Ein-zweites Beispiel fiir die Fliiche b) liefert die anallagmatische 
Fliiche eines Kegelschnittes K in Bezug auf eine Kugel W (um OQ); 
Doppellinie ist C2, also alle Kegelschnitte sind Kreise. Die biniire 
Schaar wird gebildet durch die anallagmatischen Kreise der Tangenten 
von K, deren Mittelpunkte die Fusspunktscurve von O in Bezug auf 
K ausfiillen und von denen je 2 in derselben Ebene liegende parallelen 
Tangenten entsprechen. Diese Ebenen drehen sich um den auf der 
Ebene von K normalen Durchmesser von W, in welchen der anallag- 
matische Kreis der unendlich fernen Geraden der Ebene von K dege- 
nerirt ist: Knotenpunkte sind die auf diesem Durchmesser liegenden 
anallagmatischen Punkte dieser Ebene. Die anallagmatischen Fliichen 
aller Kegelschnitte einer J’? sind der anallagmatischen Fliche der I? 
selbst (Nr. 24.) eingeschrieben und beriihren sie lings einer Curve 4!" 
Ordnung 2'*' Species, deren je 2 — zwei symmetrischen Kegelschnitten 
zugehorig — auf einem Kegel 2'" Grades mit dem Scheitel O liegen. 









































*) Salmon-Fiedler, anal. Geom. des Raumes Bd. II. 8, 354. 
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29. Auch diese Fliche liefert einen speciellen Fall mit 4 Knoten- 
punkten, die bekannte Dupin’sche Cyclide*), deren Doppelkegel- 
schnitt ebenfalls C2, ist. Wie dieselbe als Enveloppe zweier sich gegen- 
seitig beriihrender Kugelschaaren Q@ und V erzeugt wird, setzen wir 
voraus. Die Beriihrungskreise % und QM dieser Kugeln mit der Cyclide, 
welche zugieich die Kriimmungslinien derselben sind, bilden die beiden 
biniren Kreisschaaren. Die Mittelpunkte wu und w’ der Kugeln Q und 
V (zugleich die Kriimmungscentra fiir die Cyclide und zwar w ein 
stets festes fiir alle Punkte eines 92 und bewegliches fiir die eines {,, 
die w’ umgekehrt) liegen in 2 aufeinander senkrechten Ebenen EF und 
E’ und erzeugen je einen Kegelschnitt M und M’, von denen jeder 
durch die Brennpunkte des anderen geht, sodass der eine Kegelschnitt 
Ellipse, der andere Hyperbel ist. Nehmen wir z. B. an, dass jede 
Kugel V die Kugeln @ entweder alle ausschliesst oder alle ein- 
schliesst; so ist M eine Ellipse, M’ ein Hyperbel, von deren Aesten 
der eine die Centra der ausschliessenden, der andere die der ein- 
schliessenden Kugeln V enthalt. Fiir jede der beiden Kugelschaaren 
Q und V giebt es eine Kugel W resp. W’, welche alle orthogonal 
schueidet; ihre Centra O und O' liegen auf der Geraden (FE, EF’). Die 
Cyclide ist also sowohl die anallagmatische Fliche von M in Bezug 
auf W, als auch von M’ in Bezug auf W’; freilich liegen diesmal die 
Mittelpunkte O und O’ in den Ebenen von M und M’. Die Lothe 
A’ und A auf FE in O und auf EL’ in O' — welche in den Ebenen EF’ 
und EF liegen — sind die Axen der Biischel der Ebenen der biniiren 
Kreisschaaren % und IM; die Knotenpunkte sind die Schnittpunkte 
(A’, W’) und (A, W), die nicht alle 4 reell sein kénnen; alle 4 (qua- 
terniiren) Geraden sind imaginiir. Auch von den conischen Doppel- 
ebenen A sind stets nur 2 reell, in unserem Falle die zur Schaar der 
Kreise 3% gehérigen: in diese Ebenen sind die Kugeln aus den beiden 
unendlich fernen Punkten von M’ degenerirt. 

Die Curven der Mittelpunkte der Kreise % und M sind die (hier 
ebenen) Fusspunktscurven von O resp. O’ in Bezug auf M resp. M’. 
Der Tangentialkegel aus einem Punkte von A resp. A’ zerfillt in zwei 
Rotationskegel (2'*" Grades), und die Beriihrungscurven sind 2 Kreise 
$ resp. M. 

30. Tritt bei einer Fliche 4’ Ordnung mit einer Doppelgeraden 
D’ noch eine zweite die erste treffende Doppelgerade D” hinzu, so 
hbekommen wir eine Fliche mit einem Doppelkegelschnitte, der in ein 
Geradenpaar aufgebrochen ist **): die Fliche bildet also gewissermassen 
den Uebergang zwischen F’,* und F,,'. Sowohl D’ als D” werden von 
*) Ebenda, Bd. IL. 8. 349, 353, 359. 

**) Korndérfer, math. Annalen Bad. 3, S. 496. 
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8 Geradenpaaren getroffen, aber es lisst sich (mit Hiilfe windschie- 
fer Fliichen) leicht erkennen, dass je 4 dieser Geradenpaare sich in 
der anderen Doppelgeraden vereinigen, sodass also bei jeder Geraden 
uur 4 Paare einfacher Geraden sind. Jede einfache Gerade der einen 
Doppelgeraden trifft (ausser ihrer Paargenossin) 4 gegeneinander wind- 
schiefe Geraden der anderen, wodurch sich 40 Paare ergeben wie bei 
F’,'. Die Kegelschnitte in den Ebenen durch D’ und D” bilden 2 ver- 
bundene Reihen: diese beiden Ebenenbiischel reprasentiren einen K um- 
mer’schen Kegel, weshalb es nur 4 eigentliche giebt, welche 4 Kegel- 
schnittschaaren liefern, die, ermdglicht durch zwei Doppelgeraden, an 
die Stelle der 128 einzelnen Kegelschnitte getreten sind. Der Punkt 
(D' D”) absorbirt auf beiden Geraden je 2 Cuspidalpunkte, sodass auf 
den einzelnen Geraden nur noch je 2 eigentliche, auf beiden zusammen 
aber 4, also wie bei D?, sind. 

$1. Hinsichtlich der Fliche 5 Ordnung F,° mit 2 gegeneinander 
windschiefen doppelten Geraden D’ D’*) sind viele ihr besonders zu- 
kommende Eigenschaften bei der allgemeinen Untersuchung im ersten 
Theile vorgekommen, zumal diese Fliiche in vielen Fiillen eine beson- 
dere Betrachtung erheischte. Kegelschnitte besitzt diese Fliche be- 
kanntlich nur in den 26 vierfachen Ebenen, welche durch eine doppelte 
-und eine der 13 einfachen Geraden gehen, die ja beide Doppelgeraden 
treffen; dieselben fiihren, wie es scheint, nicht zu besonders interessan- 
ten Eigenschaften. Die Curven 6'* Ordnung und 0!" Geschlechts (mit 
einer Schaar fiinffacher Secanten), welche von einer durch D’ D” ge- 
legten F? ausgeschnitten werden, hat Herr Clebsch besprochen, 
ebenso ihr durch einen Doppelpunkt bewirktes Zerfallen in 2 ebene 
Curven 3‘ Ordnung, deren Ebenen durch D’ und D” gehen, oder in 
eine der 13 Geraden und eine Curve 5 Ordaung O'" Geschlechts. 
Sie kann aber ersichtlich noch weiter in 2 Gerade und eine Curve 
4 Ordnung und O'" Geschlechts oder in 3 Gerade und eine Curve 
3° Ordnung zerfallen. Der Curven 5'* Ordnung giebt es 13 Netze, 
derjenigen 4" Ordnung 78 Biischel, der Curven 3'' Ordnung 286 ein- 
zelne. Diese Curven 6', 5'er, 4ter, 3'r Ordnung begegnen den 0, 1, 
2, 3 zugehérigen Geraden einmal, den iibrigen nicht. Die Curven 
4'r Ordnung jedes Biischels sind die Durchschnitte der entsprechenden 
Fliichen zweier projectivischen Flaichenbiischel 2‘ und 3' Ordnung, 
deren Grundeurven die beiden D gemeinsam haben. 

32. Die Fliiche 5' Ordnung F;> mit einer doppelten cubischen 
Raumcurve D***) hat 11 einander nicht begegnende einfache Geraden G. 
Die Flichen 2'" Grades durch D* fiihren zu einem Netze Curven 


*) Clebsch, math. Annalen Bd. I, S. 306. 
**) Derselbe Bd. I. 8. 284, 
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4‘ Ordnung 2" Species R', welche D* je in 7 Punkten treffen. Wird F? 
noch durch eine oder 2 der Geraden G, die sich ja alle in 2 Punkten auf 
D* stiitzen, getroffen, so erhiilt man 11 Biischel von cubischen Curven 
I’, die der D* fiinfmal begegnen, und 55 Kegelschnitte K, welche 
D*. dreimal treffen. Die R* treffen keine der Geraden, die R® und K 
nur ihre zugehdrigen (eine oder zwei). Zwei Kegelschnitte K mit « 
Begegnungspunkten haben 1 — @ gemeinsame zugehdrige Gerade. 
_Jeder K wird demnach von 36 anderen in 1, von 18 in 0 Punkten 
getroffen, von keinem in 2 Punkten; ein Dupel mit keinem Begeg- 
nungspunkte wird von 9 Kegelschnitten in 0+ 0, von 16 in 0+ 1, 
von 28 in 1+ 1 Punkten, ein Kegelschnittdupel mit einem Begeg- 
nungspunkte von 4 in 0+ 0, von 28 in 1+ 0, von 21 in 141 
Punkten getroffen. Die Anzahl der Tripel (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 1) 
und (1, 1, 1) ist resp. 1485, 3960, 13860, 6930. Die ersten zerfallen 
in 1320, bei denen eine Gerade alle 3 Kegelschnitte trifft, und 165, 
bei denen dies nicht der Fall ist. 

Die Curven R! treffen jeden K einmal, die R* 10 Kegelschnitte 
nicht, die iibrigen einmal. In den R* eiyes Biischels schneiden sich 
die entsprechenden Flichen zweier projectivischer Biischel 2'" und 3' 
Ordnung, deren Grundcurve die D* gemein haben. 

Jeder K wird durch eine Curve 3'* Ordnung K* ergiinzt; auf jede 
K* stiitzen sich 9 Gerade und auf 2 Curven K* mit 6 (= 1, 2) Schnitt- 
punkten 9 — f Gerade. 

Ausserdem giebt es, ohne dass wahrscheinlich damit die Curven 
dieser beiden Ordnungen erschépft sind, 462 einzelne unebene Curven 
3' Ordnung Q°, welche D* in 4 Punkten begegnen, 5 Geraden G begeg- 
nen und die 15 Kegelschnitte, die sich auf je 2 der 6 anderen Geraden 
stiitzen, dreimal treffen, den 10 aber, die sich auf je 2 der getroffenen 
Geraden stiitzen, gar nicht, also ihrer Ergiinzungscurve dreimal be- 
gegnen; ferner 330 Biischel Curven 4’ Ordnung 2" Species Q', welche 
D* sechsmal treffen, 4 Geraden begegnen und den 6 Kegelschnitten, 
welche sich auf je 2 dieser 4 Geraden stiitzen, gar nicht, den Ergiin- 
zungscurven 3'** Ordnung also viermal begegnen; dann 165 Biischel 
Curven 4’ Ordnung 1'* Species V4, welche D* fiinfmal treffen, 8 Ge- 
raden begegnen und die 3 Kegelschnitte, welche den Dupeln der 3 
nicht getroffenen Geraden zugehéren, dreimal begegnen. 

Eine Q wird von einer Fliche F? ausgeschnitten, die durch D* 
und beliebige 3 Kegelschnitte K, deren zugehérige Geraden die 6 nicht 
getroffenen sind, gelegt ist, oder auch durch eine F*, welche durch 
D*, eine der 10 dreimal getroffenen K* und die 3 Geraden G gelegt 
ist, die K* und @Q° treffen. Eine Q wird durch eine F* ausgeschnit- 
ten, die durch D*, eine viermal getroffene K* und die 2 Geraden G 
geht, welche K* und @Q treffen; endlich eine V‘ entsteht, wenn F° 
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durch D*, zwei der dreimal getroffenen Kegelschnitte K und die auf 
beide sich stiitzende Gerade gelegt ist, oder wenn F'* durch D*, einen 
dreimal von V' getroffenen Kegelschnitt, eine getroffene Gerade G und 
einen jenen und diese treffenden (der V‘* dann nur zweimal begeg- 
nenden) Kegelschnitt gelegt ist. 


Durch die 55 Ebenen, welche einen Kegelschnitt K und eine Curve 
3’ Ordnung K* enthalten, kommen zu den 220 friiher gefundenen 
dreifachen Beriihrungsebenen, die je zweimal auf einer Geraden der 
Fliiche und das dritte Mal ausserhalb beriihren und desshalb der Fliiche 
® 225' Classe nur zweifach angehéren, noch 55 Ebenen hinzu, die 
in den 3 nicht auf D*® gelegenen Punkten (K, K*) tangiren und ® 
dreifach angehéren. 


33. Dic Fliiche 5‘ Ordnung F > mit einer doppelten Rawmeurve 
4'" Ordnung 1" Species D**) hat 14 Gerade, welche 7 Paare bilden; 
dieselben gehéren zu dem Biischel Kegelschnitte K, das von den I’? 
durch D* ausgeschnitten wird. Diese Kegelschnitte K bilden den 
Durehschnitt der entsprechenden Flichen zweier projectivischen Biischel 
2'r und 3 Ordnung, deren Grundecurven die D! gemeinsam ist. Die 
Geraden G treffen — wie bei allen unsern Flichen 5' Ordnung — 
die D' je zweimal; die K thun es viermal. Jeder K wird von einer 
Curve 3’ Ordnung K®* ergiinzt. Die beiden nicht auf D' gelegenen 
Punkte (K, K*), sind die Beriihrungspunkte der gemeinsamen Ebene. 
Die Kegeischnitte K haben keinen Punkt gemein, also haben je zwei 
Curven K®* einen gemeinschaftlichen Punkt; dieser Punkt ist nicht 
verinderlich, sondern ein fester, also ausgezeichneter Punkt der Fliche 
V; die Schaar K* wird niimlich aus F’,° durch das cubische Flichen- 
hiischel ausgeschnitten, dessen Grundcurve aus D', zwei beliebigen 
Kegelschnitten K und der Schnittgeraden der Ebenen der letzteren 
besteht: der Punkt V, durch den alle K* gehen, ist der fiinfte Schnitt- 
punkt dieser Schnittgeraden mit F’,5. Die K sowohl wie die K* werden 
durch Flichenbiischel eingeschnitten; also geht durch jeden Punkt von 
F> nur ein K und nur eine K*. Demnach hiillen die Ebenen der K, 
K* — welche die F,> doppelt beriihren — einen Kegel 2'” Grades 
V? ein, dessen Spitze V ist. Die Fliche F’,° ist folglich das Erzeug- 
niss der Durchschnittseurven der entsprechenden Fliichen des Biischels 
D' und Beriihrungsebenen des Kegels V? (ein Beispiel fiir unsere Fliiche 
ist desshalb die Wendepolarfliiche einer Geraden in Bezug auf eine 
Fliiche 3' Ordnung**): die 7 Geradenpaare entspringen den Schunitt- 


*) Clebsch, Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen 
Bd. 15; Math. Annalen Bd. 3, 8. 45. 
**) Des Verfassers Fliichen 3'** Ordnung Nr. 35. 
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punkten der Geraden mit der cubischen Fliche selbst und mit deren 
Kernflache). : 

Die Beriihrungspunkte der den V? einhiillenden Doppelebenen 
bilden eine Curve 5' Ordnung V* 2'" Species (d. h. mit 4 schein- 
baren Doppelpunkten), welche durch V geht und D' in den 8 Cus- 
pidalpunkten trifft. 

Sechs Paare zusammengehoriger Curven K und K® beriihren sich, 
so dass ihre Ebene eine stationiire Ebene der Fliiche £,, ist. Der zweite 
Kegel aus V ausser V? an F’,° ist 6'* Ordnung und 16" Classe, und 
beriihrt lings einer durch V gehenden Curve 7'*" Ordnung; beide Kegel 
haben 6 Ebenen gemein, die lings derselben Kante beide beriihren, ferner 
die Tangentenebene in V, die 7 Geradenpaarebenen und 12 Ebenen, 
in denen die Curve K* einen Doppelpunkt hat; so dass wir also unter 
den Ebenen des V? 7 + 12 = 19 dreifache Beriihrungsebenen haben. 
Die Mittelpunkte der Kegelschnitte K bilden eine Curve 6'" Ordnung, 
wesshalb es unter diesen Kegelschnitten 6 Parabeln giebt. 

34. Die Fliiche enthilt noch 64 einzelne Kegelschnitte S, die sich 
dreimal auf D* stiitzen; jeder wird von 7 Geraden (aus jedem Paare 
einer) getroffen; auf je 5 (windschiefe) Gerade 12545 stiitzen sich 
2 Kegelschnitte S (in Folge eines Satzes des Herrn Liiroth*), von 
denen der eine 6, 7, der andere deren Genossinnen 6’, 7’ trifft; von 
den beiden S, welche sich auf die Genossinnen jener ersten 1’, 2’, 3’, 
4’, 5° stiitzen, trifft der eine 6, 7’, der andere 6’, 7. Jeder Kegel- 
schnitt S wird durch eine S* erginzt, welche sich auf die 7 andern 
Geraden stiitzt, im vierten Punkte der D' einen Doppelpunkt hat und 
deren drei nicht auf D‘ gelegene Begegnungspunkte mit S Beriihrungs- 
punkten der Ebene sind, so dass wir 64 neue dreifache Ebenen haben. 

Die Fliche der Doppelebenen besteht aus den 14 Biischeln, dem 
Kegel V? und einer Fliche ¥ 96" Classe. 

Die 251 dreifachen Beriihrungsebenen der Fliche vertheilen sich 
also auf diese 3 Bestandtheile folgendermassen: 

1. Die 12. 14=— 168 Ebenen, deren Schnitt aus einer Geraden und 
einer Curve 4‘ Ordnung mit 3 Doppelpunkten besteht, von denen einer 
nicht auf D* liegt, gehéren je zu einem Biischel und zweifach zu Y. 

2. Die 7 Geradenpaarebenen , welche ausserdem eine Curve 3'" Ord- 
nung enthalten, gehéren zu 2 Biischeln und zu V?. 

3. Die 12 Ebenen (K, K*), deren K* einen Doppelpunkt hat, 
gehéren einfach zu V? und zweifach zu ¥. 

4. Die 64 Ebenen (S, S*) gehéren dreifach zu Y. 
Andere dreifache Ebenen giebt es nicht. 


*) Math. Annalen Bd. 3, S. 124. 
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Auf je » <6 windschiefe Geraden der Flache stiitzen sich 2°—* 
Kegelschnitte S und ebenso viele Curven S°. 

Auf zwei Kegelschnitte S mit «(= 0, 1, 2) Begegnungspunkten 
stiitzen sich zugleich 5 — 2a Gerade; ebenso viele auf die beiden Er- 
giinzungscurven, welche 1 + « Begegnungspunkte haben, und auf einen 
Kegelschnitt und die Ergiinzungscurve des andern, die sich in 2 — a 
Punkten treffen, stiitzen sich 2 + 2a Gerade. 

Jeder Kegelschnitt S wird gar nicht von 21 andern (von denen 
jeder 10 der iibrigen in einem und die andern 10 in einem Punkte 
trifft), in zwei Punkten von 7 (die sich alle nicht treffen) und von 35 
in einem Punkte getroffen. 

Folgende Tabelle zeigt, von wie vielen Kegelschnitten ein Dupel 
mit « Begegnungspunkten in 6 + y Punkten getroff*n wird: 


te : C46, 641, O43, 141, TSE 220 


guan® : 10 20 0 20 10 2 
axl: 6 24 6 18 8 0 
ear : 0 30 12 20 0 0. 


Die Zahl der Dupel mit 0, 1, 2 Begegnungspunkten ist resp. 672, 1120, 
224, die Zahl der Tripel (000), (001), (002), (011), (012), (022), (122), 
(122) und (222) ist resp. 2240, 6720, 0, 13440, 6720, 1344, 4480, 0, 0. 

35. Mit Hilfe von Flichen 3'* Ordnung, welche durch D* gelegt 
sind, (Flichen 2'" Grades durch D' fiihren nur zu den Kegelschnitten 
K) habe ich folgende Curvenarten ermittelt: 

1. Eine vierfach unendliche Schaar Curven 5'" Ordnung 2" Species, 
R* (12. Ranges), deren jede der D* 8mal begegnet und mit ihr die 
Grundeurve eines cubischen Biischels bildet, das zur Erzeugung der 
Fliche mit dem Biischel 2" Ordnung durch D' verwandt werden kann: 
die Durchschnittscurven entsprechender Flichen sind die K. R> trifft 
jeden K zweimal, jede G einmal, jeden S zweimal; jede #° ist mit einer 
gewissen andern auf derselben F'? gelegen: beide begegnen sich acht- 
mal auf D* und in 5 Punkten ausserdem, in denen die F tangirt: 
alle diese F’? sind dem Kegel V? eingeschrieben. Die Beriihrungs- 
curve V® befindet sich unter den FR und ist sich selbst associirt. 

2. 14 doppelt unendliche Schaaren Raumeurven 4' Ordnung 1'" 
Species R*: jede (und mit ihr alle Schaargenossen) trifft eine Gerade 
G zweimal, die iibrigen einmal, alle K zweimal, die D* sechsmal, je 
32 Kegelschnitte S zweimal oder einmal; 

3. 84 einzelne Raumcurven 3'*" Ordnung R*, von welchen jede die 
D* viermal, alle K zweimal, 2 Geraden G zweimal, die iibrigen ein- 
mal, 16 Kegelschnitte S gar nicht, 32 einmal, 16 zweimal trifft; 

4. 64 dreifach unendliche Schaaren Raumeurven 5'" Ordnung 
4'er Species Q° (8. Ranges, also mit einer vierfachen Secante), deren 
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jede die D* in 9 Punkten einen S viermal, je 7 Gerade (die diesem 
S zugehéren) gar nicht, die iibrigen einmal, alle K einmal trifft; 

5. 64 Netze von Raumeurven 4'* Ordnung 2" Species Q', von 
denen jede D* in 7 Punkten trifft, 7 Kegelschnitten S dreimal be- 
gegnet und 7 Geraden begegnet (von denen jede einen der 7 Kegel- 
schnitte S trifft, und welche sich alle 7 auf einen und denselben S 
stiitzen, den einzigen von @Q* gar nicht getroffenen). 

6. 64 Biischel Raumeurven 3" Ordnung @Q°, deren jede D' in 
5 Punkten trifft, einem S dreimal begegnet und dessen 7 Geraden 
nicht trifft, wohl aber die andern; 


7. 84 dreifach unendliche Schaaren von Curven 5'" Ordnung 3 
Species (10. Ranges) S*, von welchen jede der D* in 8 Punkten be- 
gegnet, alle K zweimal, 2 Gerade zweimal, ihre Genossinnen gar 
nicht, die iibrigen 10 einmal trifft und 16, 32, 16 Kegelschnitte S 
resp. in 1, 2, 3 Punkten schneidet. 

8. 280 Biischel von Raumeurven 4'" Ordnung 2" Species S4, 
deren jede D' in 6 Punkten trifft, drei Gerade zweimal, ihre Genos- 
sinnen nicht, die 8 iibrigen einmal und je 8, 24, 24, 8 Kegelschnitte 
S in 0, 1, 2, 3 Punkten schneidet. ; 

Auf detaillirte Mittheilungen iiber die Zahl der gegenseitigen 
Schnittpunkte dieser Curven, von denen auch mehrere auf verschie- 
dene Arten erzeugt werden kénnen, z. B. Q auf drei, Q auf zwei 
Arten, kénnen wir uns hier, wie oben gesagt, nicht einlassen. 

36. Die Fliiche 5' Ordnung F,° mit einer Doppeleurve 5' Ord- 
nung D°, die einen dreifachen Punkt a hat*), der dann auch ein drei- 
facher Punkt der Fiche ist, besitzt 10 einfache Geraden, welche alle 
die D® zweimal treffen. Jede wird von 3 andern unter einander wind- 
schiefen Geraden geschnitten; auf je 2 windschiefe Geraden stiitzt sich 
eine Gerade. Diese 10 Geraden bilden 30 Dupel und 30 Tripel; 
welche letzteren zweierlei Art sind: 10 haben je eine Gerade, welche 
siimmtliche 3 Geraden des Tripels trifft; die 20 andern bilden 10 
Doppeldreien: jede Gerade einer Doppeldrei trifft zwei Geraden des 
Tripels derselben, zu dem sie nicht gehért, hingegen je die dritte, 
ihre Gegengerade, nicht; ein Tripel der ersteren Art liefert kein Qua- 
drupel, wohi aber die der zweiten: jedes solche Tripel hat eine wind- 
schiefe und zwar zwei Tripel einer Doppeldrei dieselbe; es giebt 5 
Quadrupel : 


0,1, 2, 3; 0,4, 5,6; 1,4, 8,9; 2,5, 7,9; 3, 6, 7,8. 


*) Auf dieselbe wurde ich brieflich von Herrn Clebsch aufmerksam gemacht, 
wie er auch schon in einer Note Math. Ann. Bd. 3, 8, 75 auf sie hingewiesen hat; 
eine eingehende Bearbeitung scheint sie noch nicht gefunden zu haben. 
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Die gemeinschaftliche Gerade zweier Quadrupel ist die gemeinsame 
Windschiefe der beiden iibrig bleibenden Tripel, welche eine Doppel- 
drei bilden; die 3 Schneidenden dieser Geraden (die also ausserhalb 
beider Quadrupel sind) treffen je 2 Gegengerade dieser Doppeldrei. 
Alle 6 ausserhalb eines Quadrupels stehenden Geraden treffen dasselbe 
zweimal und bilden 3 Paare. 

37. Siimmtliche Doppeltangentenebenen der Fiche F,°, die nicht 
durch eine Gerade derselben gehen, umbhiillen é¢ine Developpable 15‘ 
Classe; ihre Schnittcurven zerfallen in einen Kegelschnitt K und eine 
Curve K*, die sich viermal auf D® begegnen, wihrend K* im fiinften 
Punkte der D® einen Doppelpunkt hat. Auf jeden Kegelschnitt K 
stiitzen sich 4 Gerade eines Quadrupels, auf jede Curve K° die 6 iibrigen 
Geraden, deren 3 Paare zu den verbundenen Kegelschnitten gehdren. 
2 Kegelschnitte mit « Begegnungspunkten werden zugleich von 4 — 3a 
Geraden getroffen; ihre ergiinzenden Curven, welche 1 + a Begegnungs- 
punkte haben, von 6 + 3a und ein Kegelschnitt und die Erzeugungs- 
curve des andern von 3a@ Geraden. 

Kegelschnitte mit 2 Begegnungspunkten giebt es also nicht; und 
alle 4 Geraden, die einen Kegelschnitt treffen, treffen auch alle, die 
jenem nicht begegnen. Die Kegelschnitte K bilden also 5 Schaaren, 
jede einem drupel zugehérig; die Curven K* ebenfalls 5 Schaaren, 
jede den 3 Paaren zugehdérig, die ausserhalb des Quadrupels stehen 
und zu dessen Kegelschnittschaar gehéren. Zwei Kegelschnitte der- 
selben Schaar treffen sich nicht, zwei aber aus verschiedenen Schaaren 
einmal (ausserhalb D°). Die Fliiche 15'" Classe zerfillt also in 5 Deve- 
loppablen 3'" Classe ®,. Durch jeden Punkt der Fliiche geht aus jeder 
Schaar ein Kegelschnitt, aber zwei Curven K*. Durch jeden Punkt 
d von D*® gehen 2 Kegelschnitte K und 3 Carven K*, von denen zwei 
die beiden Kegelschnitte ergiinzen, die dritte in d ihren Doppelpunkt 
hat; durch den dreifachen Punkt a gehen 3 Kegelschnitte und 3 Curven 
K*, die alle ihre Doppelpunkte in a haben, und zu den 3 Kegel- 
schnitten so als Ergiinzungscurven gehéren, dass die 3 Aeste beider 
Curven auf die 3 Mantel vertheilt sind. Viermal zerfillt in jeder 
Schaar K* in eine Gerade und einen Kegelschnitt, der nicht zur ver- 
bundenen Schaar gehért. Die Gerade ist die gemeinschaftliche der 
beiden Quadrupel der Schaar dieses Kegelschnitts und der verbundenen 
Schaar. Durch jede der 10 Geraden gehen 2 solche Ebenen zweier 
Kegelschnitte (m. s. Nr. 6.), welche 4 Kegelschnitte zu je zweien in 
derselben Schaar liegen. 

Das volle System der Doppelebenen besteht aus den 10 Biischeln 
um die Geraden und den 5 Flaichen ®,. Dreifache Tangentenebenen 
hat die Fliche F’,° 35, niimlich die 15 Geradenpaarebenen, welche je 
zu 2 Biischeln und einer Fliche ®,, und die 20 Kegelschnittschaar- 
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ebenen, welche zu einem Biischel und zwei Flichen ®, gehéren. Jede 
der 10 Geraden beriihrt zwei Flichen ©, doppelt und die drei iibrigen 
einfach. 

Die Mittelpunkte der Kegelschnitte K einer Schaar bilden eine 
Curve 4'*" Ordnung M‘, folglich giebt es in jeder Schaar 4 Parabeln. 

Die Curve der Beriihrungspunkte der Ebenen jeder der 5 Deve- 
loppablen ®, mit F’,5 ist 7’ Ordnung; sie wird von jeder dieser Ebenen 
in deren beiden Beriihrungspunkten tangirt und in 3 andern Punkten 
geschnitten. Die letztern liegen auf der Curve K* der Ebene und in 
ihnen beriihren sich diese K* und der Kegelschnitt, in welchem die 
Ebene die Developpable ©, (welche 4'** Ordnung ist) durchschneidet 
ausser in der (die beiden Beriihrungspunkte verbindenden) Beriihrungs- 
generatrix. Die Schnittpunkte dieser Generatricen mit F’,> erzeugen 
eine Curve 6'*" Ordnung. Die 14 Punkte, in denen die oben erwihnte 
Beriihrungscurve 7' Ordnung einer der 5 Fliichen ®, der Doppel- 
eurve D® begegnet, sind die 8 Cuspidalpunkte von D° und 6 andere 
Punkte. Die Ebenen der Fliche ®,, deren einer Beriihrungspunkt 
mit F° ein Cuspidalpunkt ist, gehen nicht durch die Tangente von 
D*, sondern gehéren zu dem Biischel Tangentenebenen, das zur Axe 
die (einzige) vierpunktig beriihrende Gerade des Cuspidalpunktes hat 
(Nr. 15.); K und K® beriihren sich und diese Geradegim Cuspidal- 
punkte. In den 6 andern Punkten ist aber die Ebene von , eine 
der beiden Tangentenebenen des Punktes von D*; K und K* gehen 
zusammen dreimal durch denselben, also letztere zweimal. Der Kegel- 
schnitt und der eine Ast von K* gehéren beide zu dem von der Ebene 
beriihrten Mantel, der andere Ast von K*, welcher die Tangente von 
D® beriihrt, zum andern. Beide Curven treffen sich noch in drei 
Punkten von D5 und im zweiten Beriihrungspunkte. 


38. Vermittelst der Flichen 3'* Ordnung durch D* — welche 
nothwendig in a einen conischen Doppelpunkt haben, zu dem ein 
zweiter tritt, wenn die Fliche durch eine der Curven K* gelegt wird — 
erhalten wir folgende Curven: 

1. eine fiinffach unendliche Schaar von Curven 5'" Ordnung 3" 
Species*) (10. Ranges) R*, welche D® in 10 Punkten, allen Geraden 
einmal, allen Kegelschnitten K zweimal begegnen; je zwei begegnen 
sich in 5 Punkten. 

2. 10 dreifach unendliche Schaaren von Curven 4' Ordnung 2*" 
Species F', welche D® in 8 Punkten, einer Geraden zweimal, deren 


*) Curve 5'** Ordnung erster Species ist unsere Curve D*, sie ist nicht ohne 

den dreifachen Punkt méglich, hat aber die geringste Anzahl scheinbarer Doppel- 

unkte, die bei einer Curve 5'** Ordnung méglich ist. 
Pp ’ 5 5 
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Schneidenden gar nicht, den iibrigen einmal begegnen, die Kegel- 
schnitte der beiden Schaaren, zu deren Quadrupel die erste Gerade 
gehért, einmal, die der drei andern Schaaren zweimal trifft. 

3) 5 doppelt unendliche Schaaren von Raumcurven 3' Ordnung 
R*, welche D® sechsmal begegnen, die Kegelschnitte einer Schaar 
zweimal, die der 4 andern einmal, die Geraden, welche jener Schaar 
zugehéren, gar nicht, die tibrigen einmal treffen; zu diesen Curven 
R* gehiéren auch die ebenen Curven K*, bei denen zwei der 6 Punkte 
auf D® sich in einen Doppelpunkt vereinigt haben. 

D® setzt mit einer R* und der aus a an diese Curve gehenden 
(zweifachen) Secante die Grundecurve eines cubischen Biischels zu- 
sammen; es lassen sich leicht mit Hilfe von zwei Curven R* derselben 
Schaar (die sich einmal begegnen) zwei projectivische Flichenbiischel 
herstellen, deren Erzeugniss die Fliiche F,° (und eine durch a gehende 
Ebene) ist. 

Auch fiir diese Curven ist die Zahl der gegenseitigen Schnitt- 
punkte ermittelt. 

39. Die Fliche 5‘ Ordnung &,° mit einer dreifachen Geraden 
D, enthilt 11 Geradenpaare, die zu den Kegelschnitten in den Ebenen 
durch D, gehéren. Ausser diesen Kegelschnitten besitzt sie im Allge- 
meinen keine, auch nicht Curven 3'* Ordnung. Sie enthilt 220 Netze 
von Curven 5‘ Ordnung und 2%" Species (12. Ranges), welche der 
D, dreimal, zwei einfachen Geraden zweimal, deren Genossinnen gar 
nicht, den iibrigen je einmal begegnen; ferner 1320 einzelne Curven 
4'r Ordnung und 1 Species, welche die D, und 3 einfache Geraden 
zweimal, deren Genossinnen gar nicht, die iibrigen einmal treffen. 
Je 4 Curven letzterer Art, denen die 4 Tripel eines Quadrupels als 
Tripel der zweimal getroffenen Geraden zugehéren, haben einen Punkt 
gemein. Die Fliche kann stets durch ein cubisches Flichenbiischel, 
zu dessen Grundeurve D, gehért, und eine ihm projectivische Ebenen- 
involution, deren Axe diese D, ist, erzeugt werden. 

40. Zu der dreifachen Geraden kénnen auf dieser Fiche noch 
eine oder zwei gegen einander windschiefe doppelte Geraden, die beide 
der D, begegnen, treten, ohne unendlich viele Geraden auf der Fliiche 
zu veranlassen. Bezeichne 0 (= 1, 2) die Zahl dieser Doppelgeraden, 
so vereinigt jede derselben 4 Geradenpaare der Fliiche, wie wiederum 
mit Hilfe geradliniger Flichen leicht zu erkennen ist, so dass nur 
noch 11 — 40 Paare von einfachen Geraden bleiben. Cuspidalpunkte 
sind die Punkte, in denen die dreifache Gerade von den 0 doppelten 
getroffen wird; ausserdem enthiilt jene 8 — 20 Cuspidalpunkte und 
jede dieser 3. Der Rang 7 ist 14 — 20, die Classe m ist 28 — 60; 
die Zahl der Wendetangenten aus einem beliebigen Punkte 30 — 60, 
die der Doppeltangenten 32 + 20? — 150; endlich die Developpablen 
IV. 19 
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der stationiren und der doppelten Beriihrungsebenen haben die Classen 
72 — 180 und 263 + 180? — 1370. 

Die interessantere der beiden Flichen ist die mit zwei Doppel- 
geraden D’, D”, auf welche auch Herr Cremona*) in seiner neuesten 
Abhandlung die Aufmerksamkeit lenkt. Sie kann auch als Fliche F,', 
bei der zu den beiden windschiefen Geraden noch eine beide treffende 
dreifache Gerade getreten ist, angesehen werden. Von den 13 Geraden 
der F’,° haben sich 9 in die dreifache Gerade vereinigt: die Fliche 
hat also 6 Geraden G, welche die’ D, treffen und 3 Paare bilden, und 
4 unter einander windschiefe Geraden L, welche die D’, D” treffen. 
Jede der ZL trifft 3 windschiefe G und jede der G wird von zwei L 
getroffen, was, wenn 11’, 22’, 33’ die 3: Paare der G und I, II, 
III, IV die 4 Geraden Z sind, durch folgende Tabelle veranschaulicht 
wird: 1:1, 2, 3; 11:1, 2’, 3; Ill: 1’, 2, 3; IV: 1, 2’, 3. Es giebt 
ausser der Schaar in den Ebenen durch D, 4 Schaaren von Kegel- 
schnitten auf dieser Fliche, welche sich auf alle 3 vielfachen Geraden, 
auf je eine Gerade LZ und die drei sie treffenden Geraden G stiitzen. 
Je zwei Kegelschnitte aus derselben Schaar begegnen sich nicht und 
haben alle 4 einfachen Geraden gemeinsam, je zwei aus verschiedenen 
Schaaren begegnen sich einmal und stiitzen sich nur auf eine Gerade 
G zugleich. Kegelschnitte mit zwei Begegnungspunkten giebt es nicht; 
auf 2 Kegelschnitte mit « Begegnungspunkten stiitzen sich nimlich 
3 — 2a Gerade G und 1—a Gerade L. Die Kegelschnitte werden 
durch Curven 3' Ordnung ergiinzt, welche auf D, einen Doppelpunkt 
haben; die gemeinsame Ebene beriihrt die Flaiche doppelt und die von 
den Ebenen jeder Schaar eingehiillte Developpable ist 12'" Classe. 
Diese 4 Developpablen und die Biischel um die 13 vielfachen und ein- 
fachen Geraden bilden die Developpable 61" Classe der Doppeltan- 
gentenebenen; auch die Ebenen durch die doppelten Geraden sind hier 
nur Doppelebenen, nicht wie bei F',° dreifache. 

41. Auch zu F,° und F,° lisst sich noch je eine Doppelgerade 
hinzufiigen, ohne dass die Fliche geradlinig wird, sobald nur diese 
neue Gerade D, die bisherige Doppeleurve D’D” resp. D* zweimal 
trifft (weil dann von keinem Punkte der D, noch eine zweite auch 
noch D’D” resp. D® doppelt treffende Gerade méglich ist), Die Fliche 
F,> geht durch diese Hinzufiigung von D, in eine Fliche F’,° iiber; 
von den 13 Geraden, welche D’ und D” tretfen, haben 4 sich in D, 
concentrirt, so dass 9 bleiben, “zu denen dann, um die 11 bei F,° 
nothwendigen zu vervollstiindigen, die beiden Geraden in den Ebenen 
(D,, D’) und (D,, D”) treten. Jede der Geraden DD” hat in dem 


*) Sulle trasformazioni razionali nello spazio. Rendiconti dell’ Istituto Lom- 
bardo. vol. IV. fase. IX (4. Mai 1871). 
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Schnittpunkte mit D, zwei von ihren 6 Cuspidalpunkten; zu den 8 
eigentlichen , welche sie behalten haben, bringt D, zwei neue hinzu, 
um die 10 der D* vollzihlig zu machen; im Ganzen miisste es auf 
D, auch 6 geben, aber 4 haben sich in den beiden Punkten (D, D’) 
und (D, D”) vereinigt. 

Die Fliche F,> verwandelt sich durch die Hinzufiigung von D, 
in eine F’,5; von den 11 Geraden, welche D* zweimal treffen, ver- 
einigt D, 6, so dass nur 7 einfache bleiben. Es giebt aber auch 7 
Geraden, welche D, und D* je einmal treffen, was mit Hilfe gerad- 
liniger Flichen wiederum leicht ermittelt werden kann; je eine dieser 
7 trifft eine jener, und wir erhalten die 7 Paare der F,°. Die Curve 
D* verliert 4 Cuspidalpunkte und hat also nur noch 6, zu denen 2 auf 
D, hinzukommen. 


Bromberg, den 1. Juni 1871. 











Ueber die Anwendung der quadratischen Substitution auf 
die Gleichungen 5'" Girades und die geometrische Theorie 
des ebenen Fiinfseits. 


Von A. CrLesscn in GOrriInGeEN. 


Der vorliegende Aufsatz hat vorzugsweise die verschiedenen Formen 
zum Gegenstande, welche einer Gleichung 5' Grades durch eine héhere 
Transformation gegeben werden kinnen. Es wird zuniichst gezeigt, 
wie man jede héhere Transformation einer biniiren Form geometrisch 
interpretiren kann (§ 1.); wie insbesondere fiir die Gleichungen 5'" Grades 
noch das Studium der quadratischen Transformation ausreicht, welche 
auf die Untersuchung eines ebenen Fiinfseits zuriickfiihrt (§ 3.). Diese 
Untersuchung kniipft insbesondere an gewisse mit dem Fiinfseit ver- 
bundene Curven an, deren Gleichungen durch das Verschwinden von 
zugehérigen Kormen sich ausdriicken, und welche eine Reihe merk- 
wiirdiger Kigenschaften und Zusammenhiinge zeigen ($$ 6—13.). Ins- 
besondere steht in genauem Zusammenhange mit der bei der Lésung 
der Gleichung 5' Grades so wichtigen Jerrard’schen Form eine 
gewisse Curve 30' Classe, welche sich als Raumeurve 6" Ordnung, 
als der vollstiindige Durchschnitt einer Fliche 3" Ordnung mit einer 
Fliche 2’ Ordnung abbildet. Aber diese Fliche 3" Ordnung selbst 
hat bemerkenswerthe Eigenschaften (§ 16.); ihre 27 Geraden werden 
mit Hilfe einer Gleichung 5'" Grades gefunden; unter den 36 Paaren 
von Abbildungen aber, welche sie auf der Ebene zuliisst, ist eins 
sogar rational, und zwei Abbildungen der Fliche werden also durch 
eine quadratische Gleichung gefunden. Die Fundamentalpunkte einer 
solechen Abbildung bilden dann ein in seiner Art nur auf eine Weise 
mégliches System von 6 Punkten, welche auf 10 verschiedene Arten 
za einem Brianchon’schen Sechseck geordnet werden kénnen (§ 17.), 
und man kann mittelst algebraisch lésbarer Gleichungen unendlich 
viele Punkte der Ebene finden, von welchen nach den Ecken des 
Sechsecks Strahlen gehen, welche durch die Modulargleichung fiir die 
Transformation 5'* Ordnung der elliptischen Functionen verbunden 


sind (§ 19.). 
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So erhilt man als eine erste Anwendung der im Eingange der 
Abhandlung entwickelten allgemeinen Principien eine vollstaindige geo- 
metrische Uebersicht iiber die Zusammenhiinge, welche zwischen den 
Gleichungen 5'°* Grades und ihren Resolventen bestehen, insbesondere 
iiber den Zusammenhang mit der Jerrard’schen Form und der Mo- 
dulargleichung. Dabei ergiebt sich zugleich eine Reihe bemerkens- 
werther rein geometrischer Resultate, welche geeignet scheinen, die 
Fruchtbarbeit der entwickelten Anschauungen und Methoden darzuthun. | 


§ 1. 


Geometrische Interpretation fiir hohere Transformationen 
binirer Formen. 


Bezeichnen wir durch (4) = 0 eine gegebene Gleichung n'*" Grades. 
Die allgemeinste eindeutige algebraische. Transformation derselben er- 
halten wir, indem wir eine neue Unbekannte & einfiihren, welche mit 
A durch die Gleichung: 


_ g(r) 
(1) = ap (A) 


‘verbunden ist; wobei denn m und w ganze Functionen von A bedeuten*). 
? 


Denkt man sich f(a) durch die Substitution 4 = = und Multiplication 
“2 


mit #," in eine binire Form f(7,, #,) verwandelt, so kann /(4) = 0 
durch f(x,, x.) = O ersetzt werden; zugleich geht dann & in den 
Quotienten zweier homogener Functionen von gleich hoher Ordnung 
iiber. Daher wird man von vorn herein darauf gefiihrt, die Functionen 
», w sich im Allgemeinen als von gleicher Ordnung zu denken, wie 
im Folgenden geschehen soll. 

Denken wir uns f(A) in seine Factoren zerlegt: 


f(a)—mk.(@—4) 4-4)... —A), 
so sind die entsprechenden Factoren der transformirten Gleichung: 


9(4,) —Ev(A,), plas) — Ev(A,),.--, 


und man kann bis auf eine Potenz von k das Produkt dieser Factoren 
als die linke Seite der transformirten Gleichung betrachten. 

Aber an diese Darstellung kniipft sich eine geometrische Inter- 
pretation, namentlich mit Riicksicht auf die Substitutionen 2'" und 
3’ Ordnung. 


*) Ueber Transformationen dieser Art vgl. Gordan in Borchardt’s Journal, 
Bd. 71, p. 164 und die Abhandlung des Verf, im 15. Bande der Schriften der Kgl. 
Ges. zu Géttingen, p. 65. 
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Seien m, w quadratische Functionen; bezeichnen wir sie durch: 
P(A) =H FAY, + Ay; 
o(A) = a, + Ax, + a. 


Die Factoren der transformirten Gleichung werden dann: 

(yy — 2) + Ai (¥, — Ea.) + 42 (ys — E23). 

Interpretiren wir also y und « als irgend zwei in einer Ebene ge- 
wiihlte Punkte, so kénnen wir die Werthe der &, welche der trans- 
formirten Gleichung entsprechen, durch die Werthe darstelien, welche 
der Parameter der Geraden: 

(2) = ye —bx ° (k= 1, 2, 3) 

in den Schnittpunkten derselben mit den in der Ebene gegebenen 
Geraden: 

(3) 4, + diz, + A?2, = 0 (¢m=1,2...m) 

annimmt. 

Wir erhalten hierdurch eine deutlichere Einsicht in das Wesen der 
quadratischen Substitution. Die Geraden (3) sind Tangenten des Kegel- 
schnitts : 

2, — 42,2, = 0; 
durch die gegebene Gleichung f (4) = 0 ist also eine Anzahl von Tan- 
genten eines Kegelschnitts festgelegt, deren projectivische Beziehungen 
zu einander durch die Parameter 4 gegeben sind; die transformirte 
Gleichung aber entsteht durch den Durchschnitt einer beliebig ge- 
wiahlten Geraden mit dieser Gruppe von Tangenten. Und so kann 
man den Satz aussprechen: 

Die Gesammtheit aller Gleichungen, in welche eine gegebene 
durch eine quadratische Substitution iibergeht, entspricht den 
Schnittpunktsystemen der Geraden einer Ebene mit den Seiten 
eines gewissen Vielseits, dessen Seiten einen Kegelschnitt be- 
riihren. 

Der von Herrn Gordan gegebene Satz, dass die Invarianten der 
transformirten Gleichung nur von den Coefficienten der Functional- 
determinante von g und w abhiingen, tritt hierbei unmittelbar geo- 
metrisch in Evidenz. Denn die Coefficienten jener Functionaldeter- 
minante werden hier die Gréssen: 


6, = 7293 — Y3% 
the == 239, — WX 
Us = MY — Y2% 
welche die Coordinaten der Geraden x, y sind. Bezeichnet man aber 


durch A=0, B=O... die Seiten des n-Seits, so kann man das 
transformirte Problem so ausdriicken: 








a = 


-— eo 


— i, ee 


— 
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Das Vielseit A.B...—=O0 soll mit der Geraden 


Uy 2, Une + U2, = 0 
geschnitten werden; 
wobei denn in der That schon im Ausdrucke des Problems die w allein, 
die x, y einzeln aber gar nicht mehr auftreten. 

Die verschiedenen Arten aber, auf welche. man die Punkte x, y 
noch auf u wihlen kann, entsprechen den verschiedenen linearen Trans- 
formationen, welche die transformirte Gleichung noch zuldsst. Denn die 
Gerade w‘iindert sich nicht, wenn man x, y durch: 

Li = aa, + By; 
Yi = 7% + OH; 
d. h. die 2 Punkte x, y durch irgend 2 andere Punkte ihrer Verbin- 
dungslinie ersetzt. Hierdurch aber geht der Ausdruck: 
E ae + Ay, +2 Ys 
x, + da, + day 
in 
pact bs 
y+os 
iiber, d. h. die transformirte Gleichung wird linear transformirt. 
_ Es ist von grosser Wichtigkeit, dass hierdurch die in der héhern 
Transformation liegenden eigenthiimlichen Elemente gesondert erscheinen 
von dem Einfluss, welchen eine nachtrigliche lineare noch ausiiben 
kann; und diese Eigenschaft giebt der vorliegenden Transformation 
und ihrer geometrischen Deutung vorzugsweise ihren Werth. 

Wenn die Punkte x, y auf einer Tangente des Kegelschnitts liegen, 
deren Parameter etwa @ sein mag, so miissen zugleich die Gleichungen 
bestehen : 

Ly + Or, + Ox, = 0 
I + OY. + OY; =O. 

In der quadratischen Substitution (1) verschwindet also Ziihler und 
Nenner fiir 2 = 9, und indem man durch 4 — @ dividirt, geht daher 
die Substitution in eine lineare iiber. So sieht man, dass die linearen 
Substitutionen der urspriinglichen Gleichung durch die Tangenten des 
Kegelschnitts reprisentirt werden.. Geometrisch ist dies durch den Satz 
ausgedriickt, dass eine bewegliche Tangente eines Kegelschnitts von 
festen Tangenten nach bestimmten Doppelverhiltnissen geschnitten 
wird, so dass hierbei, den linearen Substitutionen entsprechend, die 
absoluten Invarianten ungeiindert bleiben. 

Wollen wir in gleicher Weise eine Substitution dritter Orduung 
geometrisch interpretiren, so setzen wir: 

_— Yi Aye + ys + Py 
ty dat + x, + Va,’ 
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und interpretiren x, y als Punkte des Raums. Die Factoren der 
transformirten Gleichung entsprechen dann den Durchschnitten der 
Geraden : 
Ln = Yx wae Ex, 
mit den Ebenen: 
2, + 4:2. + Azz, + Ariz, = 0 (¢amn 1, 2...%). 
Diese Ebenen, deren Lage nur von der gegebenen Gleichung abhiingt, 
sind n Tangentenebenen der abwickelbaren Fliiche: 
(4,2, — 92, 2,)? — 42,2, — 25°) (32,2; — 4,2) = 0; 
welche von den Tangenten der Raumcurve 3' Ordnung: 
2, 3 922,28, = — A232? : — 3A: 1 
-gebildet wird, und welche hier dieselbe Stellung eimnimmt, wie im 
Vorigen der Kegelschnitt. 
Die Gesammtheit von Gleichungen, welche aus einer gegebenen 
durch eine cubische Transformation hervorgeht, wird also repra- 
sentirt durch die Schnittpunktsysteme der Geraden des Rawmes 
mit gewissen Schmiegungsebenen einer Raumeurve 3' Ordnung. 
Dass auch hier die Invarianten der transformirten Gleichung nur 
von den Combinationen 2;y, — y,x, abhiingen, entspricht dem Um- 
stande, dass diese Gréssen die Coordinaten der beliebig gewihlten 
Geraden des Raumes sind, und dass in der That die Invariantenbe- 
ziehungen des auf der Geraden liegenden Schnittpunktsystems nur von 
der Lage der Geraden selbst abhiingen, nicht von der Lage der auf 
ihr gewahlten Punkte x, y. Die Aenderung der letztern auf der 
Geraden wiirde nur einer linearen Umformung der transformirten 
Gleichung entsprechen, und also die absoluten Invarianten nicht indern. 
Die vorliegende cubische Substitution geht in eine quadratische 
iiber, wenn ein Parameter @ existirt, fiir welchen zugleich die Glei- 
chungen bestehen : 
+ ox, + Q°x; + Q* a, = 0 
YW + OY. + OY; + OF y;, = 9; 
wenn also « und y Punkte auf einer Tangentenebene der abwickel- 
baren Flache sind. Und die Substitution verwandelt sich in eine lineare, 
wenn zwei soleher Werthe @ existiren, wenn also x und y gleichzeitig 
zwei verschiedenen Tangentenebenen der Fliiche (Schmiegungsebeinen 
der Raumeurve) angehéren. So kénnen wir sagen: 
Innerhalb der obigen Interpretation der cubischen Substitutionen 
entsprechen den quadratischen alle Schnittpunktsysteme auf’ Tan- 
genten der abwickelbaren Flichen, den linearen aber die Schnitt- 
punktsysteme auf den Durchschnittslinien zweier Tangentenebenen. 
Der letzte Umstand entspricht dem Satze, dass die Durchschnitte 
von Schmiegungsebenen einer Raumcurve 3'** Ordnung von gegebenen 
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Schmiegungsebenen derselben nach festen Doppelverhiiltnissen ge- 
schnitten werden. 

Es ist klar, wie man in dieser Weise fortschreitend héhere Sub- 
stitutionen interpretiren kann, indem man Riiume von mehr Dimen- 
sionen zu Hilfe nimmt. 


§ 2. 


Begriinzung der zu betrachtenden Substitutionen bei gegebenen 
Geraden der Gleichung. 


Die Substitution x'*' Ordnung, d. h. die Substitution: 
gE 2M 
wld)? 
fiir welche m und yw ganze Functionen x' Ordnung sind, enthialt die 
Verhiiltnisse von 2x -+ 2 Coefficienten. Man kann also vermége der- 
selben bei gegebenen Werthen der 4 noch 2% + 1 Werthe der & be- 
liebig wiihlen, und somit 2x + 1 Wurzeln der transformirten Gleichung 
heliebig bestimmen, wodurch denn die Coefficienten der Substitution 
auf lineare Weise bestimmt sind. Will man daher die Gesammtheit 
aller Gleichungen eines gewissen Grades n gleichzeitig untersuchen, 


1 


so muss 2 <— 2x 1, oder x S"—— sein*). Ist dieses der Fall, so 
< > pe 2 ? 


kann man mit Hilfe der Substitution x'" Ordnung jede Gleichung n'e" 
n—t1 
2 





Grades in jede andere iiberfiihren ; ist aber x > , so ist dies nicht 
mehr der Fall. Alsdann — und dafiir wird im Folgenden ein Beispiel 
erscheinen — sind gewisse Invariantenbeziehungen zwischen den Wurzeln 
der transformirten Gleichung nicht mehr gleichzeitig erreichbar. Viel- 
mehr bestehen dann zwischen den Invarianten der transformirten Glei- 
chung gewisse algebraische Relationen, deren Coefficienten noch die 
Invarianten des Vielseits, Vielflachs etc. enthalten, welches bei der 
Transformation gewissermassen die gegebene Form vertritt. 

Betrachten wir beispielsweise die Transformation 2'" Ordnung. 
Ist f = (a, + a,4)" = (b, + b,4)"... die symbolische Form der ge- 
gebenen Function, J = 2CTT(ab) die symbolische Darstellung einer 
ihrer Invarianten, so erhilt man bekanntlich**) die betreffende Inva- 
riante fiir das Schnittpunktsystem einer Geraden: 


U2, + U2, + UZ; =O 
mit dem entsprechenden Vielseit auf folgende Weise. Die linke Seite 
AB... des Vielseits bezeichnet man symbolisch durch: 


*) Vgl. auch die citirte Abhandlung in den Schriften der Kgl. Ges. zu Gét- 
tingen p. 67. 
**) Vgl. den Aufsatz des Verf. in Borchardt’s Journal Bd. 59, p. 1. 
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(4, 2, + 22, + GnZn)" = 4," 
bez. durch b," etc., und bildet dann den Ausdruck: 
J = ZC. (abu). 

Denkt man sich nun alle Gleichungen dieser Art hingeschrieben, 
und eliminirt man aus irgend 4 derselben die Gréssen u,, w,, u3, SO 
erhalt man Beziehungen zwischen vier Invarianten J,, J,, Js, J. 
Aber diese constante Beziehung ist nicht eine Invariantenrelation 
schlechthin; denn ihre Coefficienten sind nicht numerisch, sondern 
sind aus den Coefficienten des Vielseits gebildet, sie sind Invarianten 
des Vielseits selbst. Solche Gleichungen also sind es, welche hier, 


wenn die Ordnung der Substitution kleiner als — ist, an Stelle der 


bei den linearen Substitutionen auftretenden Erscheinung der Unver- 
iinderlichkeit absoluter Invarianten treten, eine Erscheinung, welche, 
wie ich in der citirten Schrift, Bd. 15 der Abh. der Kgl. Ges. zu Got- 
tingen bewiesen habe, ein unmittelbares Analogon bei héhern Substi- 
tutionen im Allgemeinen nicht findet. 

Nur in besonderen Fallen, wo die Seiten des Vielseits durch 
numerische Werthe ihrer Invarianten speciell characterisirt werden, 
kann eine reine Invariantenrelation fiir alle diese Schnittpunktsysteme 
bestehen. Ein solcher Fall wird sich im Folgenden finden. 

Nach dem Obigen ist die niedrigste Substitution, vermége deren 
alle Gleichungen eines Grades in alle desselben Grades iibergefiihrt 
werden kénnen: 

l' Ordnung bei Gleichungen 2'" und 3'* Grades 

2'r Ordnung bei Gleichungen 4'" und 5'" Grades 

3' Ordnung bei Gleichungen 6'" und 7'* Grades 
u. s. w. Bei den Gleichungen 2'" und 3' Grades geniigt also die 
Betrachtung der linearen Substitution, bei denen vom 4'" und 5' 
Grade geniigt die Betrachtung der quadratischen, also des Vierseits 
und Fiinfseits in der Ebene. Die allgemeine Ueberfiihrung von Glei- 
chung 6'" Grades in einander kann aber erst im Raume mit Bezug 
auf ein Sechsflach erreicht werden. Und zwar ist das Vierseit und Fiinf- 
seit in der Ebene, sowie das Sechsflach im Raume ein beliebiges, da 
5 Gerade der Ebene stets einen Kegelschnitt beriihren, und stets eine 
Raumcurve 3" Ordnung mit 6 gegebenen Schmiegungsebenen gefunden 
werden kann. Dagegen ist das Siebenflach im Raume, auf welches 
die Transformation einer Gleichung 7" Grades zuriickkommt, kein 
beliebiges mehr, sondern seine Flichen sind durch die Bedingung ver- 
kniipft, dass sie Schmiegungsebenen der nimlichen Raumcurve 3'" Ord- 
nung sein miissen. 
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§ 3. 


Curven, deren Tangenten ein gegebenes Vielseit so schneiden, 
dass eine bestimmte Invariante des Schnittpunktsystems 
verschwindet. 


Ich wende mich jetzt zu den Gebilden, auf welche die quadratische 
Substitution fiihrt, zu Vielseiten in der Ebene, und zwar zuniichst ohne 
von der Beschrinkung Gebrauch zu machen, welche aus den quadra- 
tischen Substitutionen hervorging, dass nimlich simmtliche Seiten des 
Vielseits einen Kegelschnitt beriihren mussten. 

Es sei J, wie im vorigen §., eine Invariante einer biniren Form 
n' Ordnung; x ihr Grad in Bezug auf die Coefficienten der Form. 


Sie ist ein Aggregat symbolischer Produkte, deren jedes aus os Fac- 


toren vom Typus (ab) zusammengesetzt ist. Gehen wir daher, wie 
im vorigen § zu der entsprechenden ternaren Bildung iiber, so ent- 


halt diese die Gréssen w in der Dimension >: Soll fiir das Schnitt- 


punktsystem von wu, 0 mit dem Vielseit die Invariante J verschwinden, 
so muss die entsprechende ternire Bildung gleich Null werden, und 
man kat also den Satz: 
Alle Geraden, welche ein gegebenes n-Seit so schneiden, 
dass fiir das Schnittpunktsystem eine gewisse Invarianie x' 
un 
2° 
Zu den Seiten des n-Seits stehen diese Curven in einer speciellen 
Beziehung, welche durch den folgenden Satz ausgedriickt sind: 
Die Curve J =0 hat die Seiten des n-Seits zu xfachen 
Tangenten. 
Um dieses einzusehen, denke man sich in die Gleichung der Curve: 


J = ZC. (abu) = 0 
statt der symbolischen Coefficienten die wirklichen Coefficienten des 
Produkts : 


Grades verschwindet, umhiillen eine Curve (J = 0) der Classe 


Rh sae 8, 
welches das Vielseit darstellt, eingefiihrt. Dann verwandelt sich J in 
eine simultane Invariante der linearen Ausdriicke: 


a Sa Sa 


also in einen Ausdruck der Form: 

= 2C'.1(ABu). 
In ihm kommt jede der Reihen A, B.. . nothwendig zur k' Dimension 
vor; irgend eine derselben, etwa A, kommt also in jedem Produkte 
xma!l mit den w in einer Determinante verbunden vor. Setzen wir 
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also die « den A gleich, so verschwindet J in der x Ordnung, und 
A ist also xfache Tangente. 

Man kann diesen Satz durch folgende Betrachtung erliutern. 
Nehmen wir A, = 0 statt der Geraden u,—0, deren Schnittpunkt- 
system wir betrachten. Alsdann ist auf A, =O nur ein System von 
n — 1 Punkten direct gegeben, die Schnitte mit den iibrigen Seiten 
des Vielseits. Nun kann man zu » — 1 gegebenen Punkten einer 
Geraden immer auf xfache Weise einen »' Punkt hinzufiigen, so dass 
fiir das System der m Punkte die Invariante J verschwindet. Um 
dieses zu thun, driickt man die biniire Invariante J durch die Coef- 
ficienten der linearen Factoren «,, B,... aus, in welche die binire 
Grundform von J zerfillt: 

(1) J = ZC’. (ef). 


Entspricht dann « dem gesuchten »'" Factor, so stellt J = 0 eine 





. eo «(CX * . 
Gleichung x' Grades fiir ~. dar, und liefert somit « Punkte der Ge- 
2 


raden, welche die gesuchte Eigenschaft haben. 

Auf einer Seite A des n-Seits aber entspricht einem solchen 
n” Punkte immer der Durchschnitt von A mit einer ihm unendlich 
benachbarten Tangente von J= 0. Denken wir uns nimlich eine 
Tangente von J =, welche der Seite A unendlich nahe kommt. Auf 
dieser liegt ein ganz bestimmtes Punktsystem von der geforderten 
Kigenschaft; ein Punkt desselben ist der Durchschnitt dieser Tangente 
mit A. Geht nun die Tangente in A selbst iiber, so kann sich dieses 
Punktsystem nur unendlich wenig verschieben, und jener Schnittpunkt 
mit A geht in einen unendlich nahen iiber. Jener Schnittpunkt also, 
d. h. ein Beriihrungspunkt von A, fallt mit einem der auf A zu be- 
stimmenden Punkte zusammen. Daher existiren auf jeder Seite des 
n-Seits x solche Schnittpunkte mit unendlich benachbarten Tangenten, 
also x Beriihrungspunkte mit J = 0, und sie werden zugleich durch 
das obige Verfahren gefunden. 

Ich bemerke noch, dass die aus (1) entspringende Gleichung J= (0) 


vom x'" Grade, indem man «, = 7, «, = — x, setzt, in eine Cova- 
riante derjenigen biniren Form iibergehen muss, welche die n — | 


bekannten linearen Ausdriicke zu Factoren hat. Dieser Umstand fiilrt 
in Bezug auf die Formen 5% Ordnung zu wichtigen Folgerungen. 

Unter den Curven, welche auf die oben entwickelte Weise durch 
Nullsetzen zugehériger Formen eines Vielseits entstehen, kénnen ge- 
wisse sich dadurch auszeichnen, dass sie in Theile zerfallen, welche 
dann einzeln den Seiten des Vielseits auf unsymmetrische Weise zu- 
geordnet sind. Diess tritt in folgender Weise ein. 

Wenn man einer biniren Form die Gestalt giebt: 


[= 1 £_(%, — Xp) (%, — 1, Hy) (@, — bya)... (4% — In- 3%), 
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so sind J,, l,, ... t,—3 Doppelverhiiltnisse von 4 durch f= 0 ge- 
gebenen Klementen. Bildet man nun eine Invariante J von f, so wird 
sie eine ganze rationale und symmetrische Function der /. Diese 
Function aber kann identisch in Factoren zerfallen, welche fiir die / 
unsymmetrisch sind. Dann wird also das Verschwinden eines Factors 
von J eine Bedeutung haben, welche sich an und fir sich geometrisch 
ausdriicken liisst, und welche daher auf eine Ortscurve fihrt, deren 
Tangenten zu den Seiten des Vielseits in einer festen, aber unsymme- 
trischen Beziehung stehen, Die Gesammtheit dieser Ortscurven bildet 
dann die Curve ke" Classe, von welcher oben die Rede war. 

Kin Beispiel dazu liefern die Invarianten einer Form 4'* Ordnung, 
welche unten ausfiihrlicher behandelt werden sollen. 

Vor allem aber ist es die Discriminante der Gleichung n'*" Grades, 
welche ein bemerkenswerthes Resultat liefert. Diese wird bekanntlich 
durch das Quadrat der Wuvrzeldifferenzen dargestellt. Bezeichnen wir 
eine biniire Form durch @, . B,..., so ist die Discriminante das Qua- 
drat des Ausdrucks: 

P=TI(«6), 
und hieraus entsteht, indem man zu dem terniiren Product A,B... . 
iibergeht, das Quadrat des Ausdrucks: 
, P=T(ABu). 
Die einzelnen Factoren von P sind hier die Gleichungen der Schnitt- 
punkte zweier Seiten des Vielseits, und die der Discriminante ent- 
sprechende Curve n(n — 1)" Classe (x = 2(n — 1)) zerfillt also in die 


n(in—1 ’ . ys 4 . . 
¢ , ) Schnittpunkte der Seiten des Vielseits unter 


doppelt zu zdhlenden 
einander. — 

Bildet man daher das System der Curven, welche dem Ver- 
schwinden der einzelnen Fundamentalinvarianten einer biniren Form 
n" Ordnung entsprechen (und zu diesen kann, wenn n > 4, die Dis- 
criminante gerechnet werden), so ist unter denselben eine, die der 
Discriminante entsprechende, immer ein Quadrat, und also selbst ab- 
gesehen von ihrer Zerlegbarbeit in lineare Factoren, durch eine Curve 
von nur halb so hoher Classe ersetzbar. 

Uebrigens sieht man sofort a priori ein, dass der Discriminante 
nur die Strahlbiischel entsprechen kénnen, welche die Ecken des Viel- 
seits zu Scheiteln haben. Denn nur diese Strahlen haben die Eigen- 
schaft, dass zwei Punkte ihres Schnittpunktsystems zusammenfallen. 

Man wird hier darauf gefiihrt, zwei Classen von Invarianten als 
reductible und irreductible zu unterscheiden, je nachdem die entsprechende 
Curve zerfallt oder nicht. Solche Curven, welche zerfallen, kann man 
leicht in grésserer Zahl angeben; doch entsprechen sie gewodhnlich 
nicht den Invarianten niedrigsten Grades. Man erhiilt sie, wenn man 
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die Bedingung dafiir aufstellt, dass unter den » Punkten auf u, = 0 
irgend ein System von r(< ») Punkten eine bestimmte (der Theorie 
der Formen 7‘ Ordnung entnommene). Invarianteneigenschaft besitzen 
soll. Man erhilt, indem man die r Punkte unter den n Schnittpunkte 
verschieden wihlt, eine Reihe von Curven, welche zusammen dem 
Verschwinden einer Invariante der Formen x‘ Ordnung entsprechen. 


§ 4. 
Dreiseit und Vierseit in der Ebene. 


Beim Dreiseit ist die Discriminante selbst die einzige Invariante,. 
von deren Verschwinden die Rede sein kann. Es giebt also dem Drei- 
seit gegeniiber keine bevorzugte Gerade der Ebene, ausser den drei 
Strahlbiischeln, deren Scheitel in die Ecken des Dreiecks fallen, und 
welche dem Verschwinden der Discriminante entsprechen. 

Dagegen bietet das Vielseit, dem Auftreten der Invarianten i = (ab)! 
und j = (ab)*(be)*(ea)* bei den biniren Formen 4'* Ordnung ent- 
sprechend, andere Curven der oben entwickelten Art dar. 

Stellen wir die Seiten des Vierseits durch die Gleichungen: 


B+ 2 + 2, = 0 
—4+%+4=0 
) — 4, + 4, = 0 
£,+2,—24,=—0 
dar, wobei das Dreieck der Nebenseiten als Coordinatendreieck .2u 


Grunde gelegt ist. Die Form 4'" Ordnung, welche als Product der 
4 Geraden erhalten wird, ist: 


f= 4,' + 2,4 + 254 — 22,72, — 22,72,’ — 22,72". 
Bildet man nun die Curve, deren. Tangenten das Vierseit iiquianhar- 


monisch schneiden: 
i= (abu) =0, 


(wenn f symbolisch durch a.*, b.4. .. dargestellt wird), so findet man 
sofort: 


— aaa hice 
t= Fy (uy! + uf + yt — 0)? U,? — 0? U,? — U,? u,”) 


= 5 (4,7 + Eu? + @?u,”) (u,? + eu? + eu), 
wo € eine imaginiire Cubikwurzel der Einheit. 
Die Curve 4‘ Classe i = 0 zerfillt also in die beiden Kegelschnitte : 
uy? + eu,” + eu,? = 0 
(1) u,? + &u,? + su? = 0, 
deren jeder die Seiten des Vierseits nur noch einfach beriihrt. Aus 
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diesen aber setzt sich mit Hilfe eines Parameters x die ganze Schaar 
der die 4 Seiten beriihrenden Kegelschnitte zusammen: 


2) O = u2(1 + %) $ U2 (e + ex) $ 142(e2 + €x) 5 
und da jeder Kegelschnitt dieses Systems die 4 gegebenen zu Tangenten 
hat, so wird jede weitere Tangente desselben von jenen nach einem 
nur von x abhiingigen Doppelverhiltnisse geschnitten, und bildet also 
einen Bestandtheil eine Curve 12‘ Classe: 
(3) ®B®—ce.jf=—0. 

Die Tangenten derselben schneiden das Vierseit nach einem Doppel- 
verhiiltniss, welches aus der Gleichung: 

F 1—u *)8 
c= 24 yer — te 

gefunden wird; und zwar sind bekanntlich, wenn je eine Wurzel dieser 
Gleichung ist, die iibrigen, welche einer andern Gruppirung der 4 
Seiten entsprechen: 


1 
u 


, 1—4#, 1 —t ‘—, ei 

Diesen 6 Werthen entsprechend, zerfillt die Curve 12'" Classe (3) 
in 6 Kegelschnitte. Um sie ‘zu finden, brauchen wir nur etwa den 
Beriihrungspunkt einer Curve (2) mit einer Seite des Vierseits zu suchen, 
das zwischen ihm und ihren Durchschnitten mit den andern Seiten 
stattfindende Doppelverhiltniss w durch x auszudriicken, und dann um- 
gekehrt x als Function von w in die Gleichung (2) einzusetzen. Be- 
trachten wir etwa die Seite x, + x7, +27, =0, oder u, = u, = Uy. 
Die Coordinaten des Beriihrungspunktes sind allgemein: 


a. gx, = u,(1 + *) 
OX, = u,(e + ex) 
OX; = U;(e? + Ex), 
und also insbesondere hier etwa: 
(4) “=l+n, ee epeu, met ex. 
Die Schnittpunkte der andern Seiten mit der vorliegenden : 


“,=1 » %&=—1l , ~4=0 
Z=—1 , & =0 » t=) 
x, = 0 » &=1 », %&=—1 


erhalt man bis auf gemeinsame F'actoren, wenn man in den Gleichungen 
(4) x durch — ¢, — e*, — 1 ersetzt. Daher bilden die 4 zu betrach- 
tenden Punkte auf 2, + x, -+ %,—=0 eine Punktreihe mit den Para- 
metern: : 


und eines der aus ihnen gebildeten Doppelverhiltnisse ist daher: 


*%, —é&, —&, 
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e+ x 
_ e-u e+e 
ese 1° e+e 
<=> 
Daher wird umgekehrt: 
sade: A 
_* ope 


. Setzt man diesen Werth von x in (2) ein, und setzt dann fiir w 
die 5 conjugirten Werthe, so erhilt man die 6 Kegelschnitte, deren 
Tangenten das Vierseit nach demselben Doppelverhiiltnisse schneiden, 
und welche also die Bestandtheile der Curve (3) sind: 

1,2(@ — 1) — ue + wy? = 0 
u,2(u — 1) + 1? — 2p = 0 
— uy? + 02(u — 1) + 42 =0 
u,? + u,?(u — 1) — u,?p = O 
u,? — U2 a + us?(u — 1) = 0 
— uu + u,? + u?(u — 1) =0. 

Fiir « = — « oder uw = — é werden je drei dieser Kegelschnitte 
identisch und man erhiilt wieder die Curven (1); fiir « = — 1 fallen 
sie paarweise zusammen, und liefern die drei Kegelschnitte, deren 
Tangenten die Seiten des Vierseits harmonisch schneiden: 

— 2u,? + u,? + u,? = 0 
u,? — 2u,? + u,? = 0 
u,? + u,.? — 2u,%—= 0. 

Setzt man endlich u = 1, so fallen abermals je zwei der 6 Kegel- 
schnitte zusammen, und die drei tibrigbleibenden zerfallen noch in 
Punktepaare. So erhilt man die Gleichungen: 


(u, + a) (uv, — u#,) = 0 

(tt, + tts) (%, — Us) = O 

(us + %,) (uy — uj) = 0, 
welche den Factoren der Discriminante, den Schnittpunkten der Seiten 
des Vierseits unter einander, entsprechen. 

Man kann hieran in geometrischem Gewande die Lisung der Glei- 
chung 4" Grades kniipfen, wie Hermite (Comptes Rendus t. 46. p. 961) 
und Gordan (Borchardt’s Journal Bd. 71, p. 164) dieselbe gegeben 
haben. Diese Lésung beruht darauf, dass man die biquadratische Glei- 
chung durch eine héhere Transformation in eine solche verwandelt, 
fiir welche i oder j verschwindet; und da die quadratische Substitution 
bei Formen 4 Ordnung iiberhaupt noch alles leistet, so kann dies, 
wie es auch Herr Gordan ausgefiihrt hat, vermége einer quadratischen 
Substitution erreicht werden. In der That braucht man nur das zu 
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der Gleichung 4 Ordnung gehérige Vierseit f= zu nehmen, und 
die Curven i= 0, j7 =O zu bilden. Die erstere Gleichung zerfallt 
nach dem Obigen in 2 Kegelschnitte, eine Zerlegung, welche mit Hiilfe 
einer quadratischen Gleichung ausgefiihrt wird; jede Tangente eines 
solechen Kegelschnittes liefert dann eine biquadratische Gleichung, fiir 
welche «= 0 und welche also durch eine reine cubische Gleichung 
gelést wird. Dagegen zerfillt 7 — 0 mit Hilfe einer cubischen Glei- 
chung in 3 Kegelschnitte, und jede Tangente einer solchen schneidet 
das Vierseit in 4 harmonischen Punkten, zu deren Trennung dann 
nur noch quadratische Gleichungen erforderlich sind. 


g 5. 


Das ebene Fiinfseit: Einleitung. 


Aehnliche Betrachtungen werde ich nun in Bezug auf das Fiinf- 
seit anstellen, und in Bezug auf den Zusammenhang des Fiinfseits mit 
der Lésung der Gleichungen 5%" Grades, eine Untersuchung, welche 
die erste Veranlassung zu den vorliegenden Betrachtungen wurde. 
Dabei muss ich zunichst diejenigen Covarianten und Invarianten einer 
binfiren Form 5' Ordnung anfiihren, von welchen hier Gebrauch ge- 
inacht werden soll.*) 

Aus der biniren Form 5" Ordnung 


f{[=—a,'=}b,>... 
entsteht zuniichst die Covariante 
i = (ab)' a,b. =1t2, 


quadratisch in der Verinderlichen (2 Ordnung) und in den Coeffi- 
cienten (2'" Grades). Diese liefert in Verbindung mit / eine cubische 
Covariante (3'" Ordnung und 3'" Grades): 
j = (aby (be)? (ca)? a,b,c, = — (ai)? ad =e, 
und aus dieser wieder entsteht die quadratische Covariante 6'" Grades: 
en eae 
t= (jj )PjeJe- 
Aus t und ¢ ergiebt sich die Functionaldeterminante (8'" Grades) : 
® = (it) t,t, 
und die Reihe von Invarianten (4'", 8'e" und 12'" Grades): 
A=(it?, B= (it)*, C = (tr). 
Sodann findet man aus 7 und j die lineare Covariante 5" Grades: 
a = (ai)? (aia, = — (ij)* je, 


*) Beziiglich des Formenzusammenhanges verweise ich auf die Arbeit von 
Herrn Gordan und mir in den Annali di matematica (Ser. II. Bd. 1. p. 23) und 
auf eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie der biniiren Formen, welche ich dem- 
niichst herausgeben werde. 
IV. 20 


Mathematische Annalen. 
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und hieraus die weiteren linearen Covarianten 7'", 11'°® und 13'" Grades: 
B = (ta) t., vy = (ta) t,, 0 = (Pa) 9. ; 
endlich die Invarianten 12'", 16'", 18'" Grades: 
M = (ia)?, N = (ra), R= (#a)?. 
Von diesen driicken sich die beiden ersten durch A, B, C ans 
mittelst der Formeln: 


M=2AB—3C 
AC — B 


9 ? 


N = 


das Quadrat der letzteren aber durch die Formel: 
R? =~ }(AN*?*—2BMN+CM?). 

Ausser den angefiihrten giebt es keine Invarianten und keine 
linearen Covarianten; die iibrigen Covarianten, welche noch existiren, 
werden nicht zur Verwendung kommen. 

Dagegen fiihre ich noch folgende Siitze an: 

Wenn R verschwindet, so bilden 4 der linearen Factoren von { 
cine Involution, deren eines Doppelelement der fiinfte ist, und zwar [allt 
dieser dann mit der linearen Covariante a zusammen. 

Wenn auch noch M verschwindet, so kann dies erstlich durch gleich- 
zeitiges Verschwinden von M und A, d. h. von C und A, geschehen. 
Alsdann sind die beiden gedachten Paare der Involution noch wnter- 
einander harmonisch. 

Es kann zweitens dadurch geschehen, dass M und N verschwinden. 
Dann verschwinden stimmtliche linearen Covarianten, und zwar ist ent- 
weder 

a =, t von Null verschieden, { das Produkt einer cubischen Form 
mit ihrer quadratischen Covariante ; oder 

a=0, r=0, j von Null verschicden; dann hat { einen dreifachen 
Factor; oder 

j =0, « von Null verschieden; f ist die Summe zweier 5'" Poten- 
cen; oder endlich 

i= 0; { hat einen vierfachen Factor. 

Die Disecriminante der Form 5' Grades ist A* — 64 B. 


§ 6. 


Curven, deren Tangenten das Fiinfseit so sehneiden, dass fiir 
das Schnittpunktsystem gewisse Invarianten verschwinden. 
Die Curve hk = 0. 


Aus dem Vorigen sieht man, dass zuniichst in Bezug auf das 
ebene Fiinfseit diejenigen Curven zu betrachten sein werden, fiir welche 
A, B, C oder R verschwinden, deren Gleichungen also sind: 
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A = (itu? = 0, B= (iru)? =0, C = (rru)? =0, 
R= (@au)? =U. 

Um diese Ausdriicke vollstiindig zu iibersehen, muss man bemerken, 
dass bei dem Uebergange von den biniiren zu den terniiren Formen 
in jeder symbolischen Determinante eine Reihe von w hinzuzufiigen ist. 
Daher enthalten auch die Symbole i, t, #, @ ihrer Entstehung nach 
die «, und zwar ergiebt sich dies, indem man die Bildung der Aus- 
driicke verfolgt, aus folgenden Formeln: 


f=a, (terniir) 
i= (ab u) a,b, = i? 


— (atu) a? = j.° 
(jj'Uu)? jj. = te ° 
(itu) i,t, = 3 


j 
Tt 
a 


a = — (iju)*j.. 
Ilierdurch sind alle Symbole, wie sie in beiden terniiren Bildungen 
vorkommen, definirt, und man kann verfolgen, in welcher Dimension 
dieselben die Liniencoordinaten w enthalten. So findet sich bestiitigt, 
was den allgemeinen Betrachtungen des § 3. entspricht, dass die Cur- 
.ven A =O u.s. w. von den folgenden Classen sind; ich fiige sogleich 
die Zahlen hinzu, welche nach § 3. angeben, wie vielfache Tan- 


les 


genten die Seiten des Fiinfseits sind: 





Multiplicitiit der Seiten des Fiinfseits 


Carve Classe als Tangenten der Curven 
A=0 10 4 
B= 20 8 
c=0 30 12 
R=0 45 18 


Von diesen Curven hat zuniichst 2 =O dem vorigen §. zufolge 
eine einfache geometrische Bedeutung. Denn seine Tangenten schneiden 
4 Seiten in 2 Involutionspaaren, deren einer Doppelpunkt der Schnitt 
mit der 5'" Seite ist. Aber weil hierbei die Seiten des Fiinfseits ganz 
verschieden benutzt sind, so sieht man, dass J? = 0 in verschiedene 
Ortseurven zerfallen muss. Denn erstlich kann die 5‘ Seite beliebig 
gewihlt werden; dann aber kann man noch die 4 iibrigen auf drei 
Weisen in 2 Paare sondern, welche die Involutionspaare zu_liefern 
bestimmt sind. Man kann also der geometrischen Forderung gegen- 
iiber die 5 Seiten des Fiinfseits auf 15 verschiedene Arten anordnen, 
und sehliesst daraus sofort den Satz: 

Die Curve R= 0 zerfillt in 15 Curven 3" Classe. 

Diese Zerlegung entspricht genan den 15 Factoren, in welche 

20* 
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Hermite (Borchardt’s Journal Bd. 59, p. 304) die Invariante 2 
durch Einfiihrung der Verschwindungswerthe der biniiren Form / zer- 
legen gelehrt hat. 

Ks ist leicht, die einzelnen Curven geometrisch festzulegen. Es 
seien etwa AP die Seiten des Fiinfseits, welche das eine, CD die- 
jenigen, welche das andere Involutionspaar geben sollen, E die 5 
Seite. Auf dieser werden durch AB, CD 2 Paare einer Involution 
bestimmt, deren Doppelpunkte einzeln mit jenen ein System bilden, 
fiir welches i = 0. Daher sind diese beiden Punkte Beriihrungspunkte 
von EF mit der betreffenden Curve 3' Classe, und £ selbst ist Doppel- 
tangente derselben. 

Wenn man dagegen eine der anderen Seiten, etwa D, betrachtet, 
so liefert der Sehnitt mit HL einen Doppelpunkt der Involution, die 
Schnitte mit AB ein Paar derselben; dadurch ist der 2° Doppelpunkt 
der involution eindeutig bestimmt, und ebenso der zum Schnitt mit 
C gehorige Punkt eines Paares, welcher der Beriihrungspunkt mit der 
gesuchten Curve ist. Hiermit ist aber gezeigt, dass die iibrigen 4 Sei- 
ten einfache Tangenten sind, und zugleich sind ihre Beriihrungspunkte 
construirt. 

Die Curve ist hierdurch bereits mehr als hinreichend bestimmt. 
Aber man ist im Stande, einige weitere Tangenten derselben anzu- 
geben, sodass man die Construction der Beriihrungspunkte entbehren 
kann. Da eine Doppeltangente vorhanden ist, welche 3 Bedingungen 
mit sich fiihrt, und 4 einfache Tangenten, so geniigt es, 2 weitere 
einfache Tangenten anzugeben. Man findet sie unter den Diagonalen 
des Fiinfseits. 

Verbindet man nimlich die Schnittpunkte von 


AC und BD 
even AD wid BC, 


so entsteht jedesmal eine Diagonale, auf welcher die beiden durch AD 
und CD markirten Involutionspaare zusammenfallen. Daher kann man 
fiir sie jeden Punkt der Verbindungslinie als Doppelpunkt der Involu- 
tion bezeichnen, mithin auch den Durechschnitt mit E. So geniigen 
diese beiden Diagonalen den geforderten Bedingungen und geben die 
gesuchten beiden Tangenten der Curve. 
Man kann jetzt die Lage der 15 Curven 3'" Classe (2t’) folgender- 
massen genauer charakterisiren: 
Die 15 Curven BR bilden 5 Gruppen zu 3. Curven der- 
selben Gruppe haben dieselbe Seite des Fiinfseits zur Doppel- 
tangente; sie beriihren einfach die 4 iibrigen, und jede von 
ithnen beriihrt noch 2 Diagonalen des aus letzteren gebildeten Vier- 
seits; wodurch sie vollkommen bestimmt sind. 
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Was die Lage der 18 Beriihrungspunkte dieser Curve mit irgend 
einer Seite des Fiinfseits angeht, so bemerke ich hier Folgendes, was 
sich zugleich mit auf die Beriihrungspunkte der Curven A = 0, B = 0, 
C=O bezieht. In § 3. wurde erwihnt, dass die Beriihrungspunkte 
einer Seite mit einer Curve J = 0, wenn J vom x‘ Grade, » an der 
Zahl seien; und dass man sie finde, indem man die Schnittpunkte der 
Seite mit den iibrigen als eine Gruppe von (w — 1) Punkten durch 
eine biniire Form (n — 1)'" Ordnung darstelle, und eine gewisse Co- 
variante x'** Ordnung dieser letzteren verschwinden lasse. Nun ist im 
vorliegenden Falle diese Form (gy) von der 4'" Ordnung; sie hat nur 
2 Covarianten, die eine, H,, von der 4'", die andere, Z,, von der 
6’ Ordnung; das Quadrat der letzteren driickt sich iiberdies als ganze 
Function von gm und Hy, mittelst der Gleichung aus: 


m= — ifm — Page — toh 


Daher folgt sofort, dass die Gleichungen, aus denen die Beriih- 
rungspunkte der Curven A=0O, B=O, C=O, R=—O mit einer 
Seite des Fiinfseits gefunden werden, folgende Form haben miissen: 

A = 0) lineare Function von g und Hy; 

B = 0) quadratische Function von g und Hg; 

C =) cubische Function von g und Hy; 

R=0) Ty, multiplicirt mit einer cubischen Function von 
und Hy. 

Man erkennt hieraus sofort, dass alle diese Gleichungen algebraisch 
lésbar sind. Denn abgesehen von dem Factor 7, zerlegt man sie 
mit Hiilfe quadratischer oder cubischer Gleichungen in biquadratische 
von der Form xg + AH, =0; die Gleichung 7, selbst aber wird 
bekanntlich mittelst einer cubischen und quadratischer Gleichungen 





gelost. 
Man kann also zuniichst das Resultat aussprechen: 

Die Berithrungspunkte von A= 0, B=O0, C=O, R=—O 
auf den Seiten des Vielseits werden mit Hiilfe algebraisch los- 
barer Gleichungen der Grade 4, 8, 12 gefunden. 

Insbesondere zerfillt die Gruppe der 18 Beriihrungspunkte von 
R = 0 in die 6 Punkte, fiir welche 7, =O und in 12 andere, welche 
3 Gruppen der Form xg + 4H, = 0 bilden. Die 6 Punkte 7, = 0 
enthalten bekanntlich die 3 Punktepaare, welche, wenn man go = 0 
in 2 Involutionspaare zerlegt, die Doppelpunkte diese 3 Involutionen 
geben. Diese Punktepaare sind also die Beriihrungspunkte derjenigen 
3 Curven f’, fiir welche die betreffende Seite Doppeltangente ist. Die 
3.4 Beriihrungspunkte der anderen Curven Ff’, sowie die 4 Beriihrungs- 
punkte mit Ad = 0, die 2.4 mit B=0O, die 3.4 mit C=O bilden 
Quadrupel der Reihe xg + 4H, = 0, welche die Eigenschaft besitzen, 
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als Combination zweier Involutionspaare betrachtet, immer die ersten 
3 Punktepaare als Doppelpunkte zu ergeben. 


Die 15 Curven R’ == 0 haben ausser den Seiten des Fiinfseits noch 
weitere gemeinsame Tangenten. Zwar Curven derselben Gruppe nicht 
mehr; denn fiir diese zihlt die gemeinschaftliche Doppeltangente vier- 
fach, die 4 iibrigen Seiten aber und noch eine Diagonale einfach, so- 
dass dadurch die volle Zahl der gemeinsamen Tangenten zweier solcher 
Curven bereits gegeben ist. 

Wenn man aber 2 Curven aus verschiedenen Gruppen betrachtet, 
so zahlen fiir sie die Seiten, welche je eine derselben doppelt beriih- 
ren, nur als je 2, die iibrigen Seiten als einfache gemeinsame Tan- 
genten; Diagonalen kénnen gemeinsame Tangenten nicht werden. Man 
kennt also vorliutig nur 7 gemeinsame Tangenten zweier solcher Cur- 
ven, und 2 weitere bleiben zu suchen; im Ganzen 180 Tangenten 
oder deren Aequivalente. Wir werden diese spiiter auffinden. 


§ 7. 

Gierade, welche das Fiinfseit nach vorgeschriebenen Doppel- 
verhiltnissen schneiden. Tangenten von den Ecken an 4 = 0, 
C=0, R= 0. 

Die projectivischen Beziehungen zwischen 5 Punkten (etwa 1, 2, 
3, 4, 5) sind durch 2 Doppelverhiltnisse charakterisirt, etwa durch die 
beiden Doppelverhiiltnisse (1254) und (1235). Stellen wir uns die 
Aufgabe, eine Gerade so zu ziehen, dass bei gegebener Anordnung die 
5 Schnittpunkte gegebene Doppelverhiiltnisse haben, so finden wir fol- 
gendermassen die Lésung. Wir suchen zuniichst eine Gerade, welche 
die ersten 4 Seiten des Fiinfseits nach dem entsprechend gegebenen 
Doppelverhiltnisse schneidet. Die Gerade ist hierdurch nicht vollig 
bestimmt, sondern kann noch eine beliebige Tangente eines gewissen 
Kegelschnitts sein, der diese 4 Seiten beriihrt (§ 4.). Um den Kegel- 
schnitt véllig zu bestimmen, kann man auf einer dieser 4 Seiten den 
Beriihrungspunkt construiren; er liegt zu den Durchschnitten dieser 
Seite mit den 3 anderen so, dass das gegebene Doppelverhiiltniss bei 
gegebener Anordnung entsteht. 


Ist nun so der Kegelschnitt construirt, welcher des einen gege- 
benen Doppelverhiltnisses wegen von der gesuchten Geraden beriihrt 
werden muss und welcher die Seiten 1, 2, 3, 4 des Fiinfseits zu Tan- 
genten hat, so findet man einen zweiten, der die Seiten 1, 2, 3, 5 
beriihrt und dessen Tangente die gesuchte Gerade wegen des zweiten 
gegebenen Doppelverhiltnisses sein muss. Beide zusammen haben 3 
Seiten des Fiinfseits schon zu gemeinsamen Tangenten. Daher ist nur 
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eine einzige gemeinsame T'angente noch als Losung der Aufgabe iibrig 
und wir erhalten den Satz: 
Bei vorgeschriebener Anordnung gicbt es nur eine einzige 
Grerade, deren Schnittpunktsystem mit den Seiten des Fiinfseits 
einem gegebenen Systeme von 5 Punkten projectivisch ist. 

Kine Ausnahme findet nur statt, wenn die beiden Doppelverhalt- 
nisse gerade diejenigen Werthe haben, welehe den Wurzeln der ur- 
spriinglichen Gleichung zukommen. In diesem Falle vereinigen sich 
die beiden zur Construction benutzten Kegelschnitte zu dem einen, 
welcher alle Seiten des Fiinfseits beriihrt, und die simmtlichen Tan 
genten des letzteren geniigen der gestellten Forderung. 

Wenn nur das eine dieser Doppelverhiiltnisse gegeben ist, und 
iibrigens fiir das Schnittpunktsystem eine der Invarianten A, B, C, R 
verschwinden soll, so fiihrt dies auf die Aufgabe, die gemeinsamen 
Tangenten eines Kegelschnittes, welcher 4 Seiten des Fiinfseits beriihrt, 
mit den Curven A =0, B=O, C=O, R=O zu finden, und auf 
den bemerkenswerthen Satz: 

Die gemeinschaftlichen Tangenten jeder der Curven A = 0, 
B=0, C=0, R=O mit einem 4 Seiten des Fiinfseits be- 
rithrenden Kegelschnitte werden durch algebraisch losbare Glei- 
chungen gefunden. 

Wir kénnen nimlich fiir diesen Fall immer, wenn wieder (1254) 
das gegebene Doppelverhiltniss ist, das zugehérige Doppelverhiiltniss 
(1235) mittelst algebraisch lésbarer Gleichungen finden und damit 
die Aufgabe auf die vorige zuriickfiihren. Nennen wir uw das gegebene, 
6 dieses gesuchte Doppelverhiltniss, so kénnen wir das System der 
Schnittpunkte auf einer der gesuchten Geraden bei passender Wahl 
der biniren Veriinderlichen durch die Werthe 
Ze =, 0, 1,4, 6 
darstellen; und die Aufgabe ist also, den letztereii Punkt zu einer 
gegebenen Gruppe von vieren so zu finden, dass eine der Invarianten 
A, B, C, R verschwindet. Diese Aufgabe aber fiihrt auf algebraisch 
lésbare Gleichungen nach dem Satze des § 6., und damit ist auch das 
Obige bewiesen. Denn haben wir 6 gefunden, so brauchen wir nur 
den zweiten Kegelschnitt zu construiren, dessen 'Tangenten die Seiten 
1, 2, 3, 5-nach diesem Doppelverhiiltnisse schneiden; und. die einzige 
gemeinschaftliche Tangente dieses und des ersten Kegelschnitts, welche 
nicht mit einer Seite des Fiinfseits zusammenfillt, giebt eine gemein- 
schaftliche Tangente des ersten Kegelschnittes und der in Rede stehen- 
den Curve. 

Die Anzahl der erhaltenen Werthe o ist nach dem Friiheren be- 
ziehungsweise 4, 8, 12, 18; und diese Zahlen stimmen in der That 
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mit der Anzahl gemeinsamer Tangenten iiberein, welche der fragliche 


Kegelschnitt mit den Curven 4 =0, B=O0, C=O, R=O haben ] 
kann, wenn ,man die in die Seiten des Fiinfseits fallenden in Abzug 
bringt : 


A) 2.10—4. 4—_ 4 
B) 2.200—4. 8= 8 
C) 2.30—4.12=12 
R) 2.45—4.18=18. 


Nur in einem einzigen Falle bedarf dieses Verfahren einer Ab 
iinderung, wenn nimlich das gegebene Doppelverhiltniss den Werth 1 
hat; dann zerlegt sich der Kegelschnitt in 2 Punkte und es entsteht 
die Aufgabe, von einem Schnittpunkte zweier Seiten des Fiinfseits an 
die Curven A=O0, B=0O, C=O, R= O Tangenten zu ziehen; 
oder, was dasselbe ist, durch einen solchen Punkt Gerade zu ziehen 
(von den Seiten des Fiinfseits verschieden), auf welcher fiir das System 
der 3 einzelnen gesuchten und des doppelt gerechneten gegebenen 
Schnittpunktes eine jener Invarianten verschwindet. Man kann aller- 
dings in diesem Falle wie oben verfahren und nur u = 1 setzen; aber 
dann wiirde man immer diejenigen Lésungen vereinigt erhalten, welche 
2 verschiedenen Ecken des Fiinfseits entsprechen. 

Stellen wir uns die Aufgabe, die Bedingung zu finden, unter 
welcher das Produkt einer cubischen biniren Form  (z) mit dem Quadrat 
einer linearen Form (x2) eine Form 5'* Ordnung liefert, fiir welche 
eine der Invarianten A, C verschwindet. Von B kénnen wir abstra- 
hiren; denn da die Discriminante verschwindet, so ist B von A? nur 
um einen numerischen Factor verschieden, und die Tangenten an 
A =O sind also Doppeltangenten an B= 0; das Verschwinden von 
R bedarf einer besonderen Betrachtung. Die linken Seiten der resul- 
tirenden Gleichungen sind Covarianten von g, geschrieben mit den 
Veriinderlichen x; und zwar haben sie in Bezug auf die Coefficienten 
von g beziehungsweise die Grade 4, 12, fiir die x haben sie eine dop- 
pelt so hohe Ordnung. Nun hat @ nur eine quadratische Covariante 
2'ee Grades Ay, eine cubische 3'" Grades Q,, deren Quadrat sich 
durch die anderen Formen ausdriicken laisst, und eine Invariante 4!" 
Grades Ry. Daher zeigt eine Ueberlegung sofort, dass das Verschwin- 
den der Invarianten A, C auf Gleichungen von folgender Form fiihrt: 

A) g’Ayg=9 
C) p {Oy + xg’ Ry} =0. 

Aber die Potenzen von g kénnen wir iibergehen. Wire gm = 0, 
so wiirden in der Form 5'" Grades drei Elemente zusammenfallen, 
was hier nicht geschehen kann. Das Verschwinden von A fiihrt also 
auf die quadratische Gleichung: A = 0. 


5 
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In der anderen Gleichung kann man Ai durch Q) und g? Rg 
linear ausdriicken und demnach geht diese in folgende Form iiber: 


(Qy + 49 Y— Ry) (Q — AYV— Ry) = 0. 

Man kann dies zuniichst in folgendem Satze aussprechen: 

Zu 3 gegebenen Elementen (p = 0) giebt es 2 (Ag = 0), 
deren jedes doppelt gerechnet mit ihnen eine Form 5'" Ordnung 
bildet, deren Invariante A, 6, bei welchen ebenso die Invariante 
C verschwindet. Die ersten beiden sind die, mit welchen jene 
Elemente cyclisch - projectivisch Uiegen; die 6 Elemente, durch 
welche C =O wird, bilden 2 Tripel, welche ebenfalls mit jenen 
beiden cyclisch- projectivisch liegen. 

Wenden wir dieses nun auf die Lésung der Aufgabe an, die 2 
bez. 6 Tangenten zu finden, welche man von einer Ecke des Fiinfseits 
beziehungsweise an die Curven A =O, C=O noch ziehen kann. 
Auf einer solchen Tangente liegt der feste doppelt ziihlende Schnitt- 
punkt und 3 andere. Wir kénnen die Reihe dieser 4 Punkte durch 
passende Wahl zweier auf der Tangente geziihlter Veriinderlichen 2,, 
od 


2, so darstellen, dass den Schnittpunkten die Werthe 3, = 9, o0, 1, u 
. ? 

‘entsprechen. Letzterer Werth etwa mag dem doppelt zihlenden Punkte 

zugehéren. Es ist w dann das Doppelverhiiltniss auf der Tangente. 


Nehmen wir nun in den obigen Betrachtungen fiir g das Produkt 


By + By + (% — &), 
x . ° . 
und setzen = =, so erhalten wir aus den obigen Gleichungen solche 
2 


zur Bestimmung der Grosse uw, theils quadratische, theils cubische. 
Ist aber das Doppelverhiiltniss « gefunden, so ist die betreffende Tan- 
gente durch eine lineare Construction gegeben. Denn ist etwa der 
Durchschnitt der Seiten 1, 2 derjenige, durch den die Tangente gehen 
soll, welche das Dreieck 1, 2, 3 nach dem gefundenen Doppelverhilt- 
niss schneidet, so braucht man nur von einer Ecke dieses Dreiecks 
ein Biischel von 4 Strahlen von dem gegebenen Doppelverhiiltnisse zu 
legen, unter denen 2 Seiten des Dreiecks sind, die dritte durch den 
Punkt 1, 2 geht; die vierte schneidet dann die gegeniiberliegende 
Dreieckseite in einem Punkte, welcher mit 1, 2 verbunden die ge- 
suchte Tangente giebt. 

So findet man 2 Tangenten an A = 0, 2.3 Tangenten an 
C=0. Die Tangenten an A = 0 haben insbesondere die Kigenschaft, 
dass auf ibnen Punktreihen entstehen, die durch die Abstandverhiilt- 
nisse 0 (doppelt zu rechnen), 1, ¢, ¢? (¢? = 1) charakterisirt werden, 
eine cyclisch-projectivische Gruppe nebst einem der zugehérigen festen 
Punkte, welcher doppelt geziihlt wird. 
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Was nun die Taygenten an R = 0 betrifft, so sieht man, dass 
an diejenigen 6 Curven 3'* Classe R’=0, deren Doppeltangente durch 
den Punkt 1, 2 geht, keine weitere Tangente von diesem Punkte aus 
gezogen werden kann, als die Doppeltangente und die andere einfach 
ziihlende Seite des Fiinfseits. Ist dagegen eine andere Seite, etwa 3, 
Doppeltangente der Curve, so geht von 1, 2 noch cine von den Seiten 
verschiedene Tangente an die Curve. Und da die 3 Curven dieser 
Gruppe noch je 2 Diagonalen des Vierseits 1, 2, 4, 5 beriihren, so 
ist in 2 Fillen die Diagonale diese Tangente. In den Gruppen, deren 
Doppeltangente 3, 4 oder 5 ist, existirt also je eine Curve, an welche 
von 1, 2 eine Tangente geht, welche weder Seite noch Diagonale des 
Fiinfseits ist. Auf diese findet die Steiner’sche Construction*) An- 
wendung; denn jede Curve 2?’ = 0 ist von der 3'" Classe und 4!" Ord- 
nung; sie ist gegeben durch 6 Tangenten, die im Steiner’schen Sinne 
5 Paare bilden (die Doppeltangente zu deren Beriihrungspunkten har- 
monisch theilen), und es kommt nur darauf an, von dem Schnittpunkte 
der Tangenten eines solchen Paares die 5'° Tangente an die Curve zu 
ziehen. Es geschieht dies bekanntlich so, dass man einen Kegelschuitt 
dureh die 3 Scheitel der Paare und die beiden Beriihrungspunkte der 
Doppeltangente legt. Das Paar, aus dessen Scheitel die Tangente ge- 
zogen werden soll, schneidet diesen Kegelschnitt in 2 Punkten, die 
Verbindungslinie beider trifft die Doppeltangente, auf dieser sucht man 
zu dem letzten Punkte und den beiden Beriihrungspunkten den 4' 
harmonischen; dessen Verbindungslinie mit jenem Scheitel ist die ge- 
suchte Tangente. 


§ 8. 
Die gemeinsamen Tangenten von 4 = 0 und C = 0. 

Wihrend R = 0 in eine Zahl geometrisch leicht definirbarer nie- 
drigerer Curven iiberging, ist dieses bei den Curven A = 0, B= 0, 
C = 0, welche von der 10, 20s", 30°" Classe sind, nicht der Fall. 
Nur eine von ihnen, B=0O, hat die Kigenschaft, sich in 2 Curven 
10" Classe aufzulésen. Dies erkennt man sofort, wenn man auf die 
Discriminante zuriickgeht, welche den Ausdruck A? — 64 B hat. Ist 
P=0, wie in § 3., das Produkt der Gleichungen der 10 Punkte, in 
welchen die Seiten des Fiinfseits einander treffen, so kann die Discri- 
minante von P? nur um eine numerische Constante verschieden sein; 
und man hat also identisch: 

A? — 644 B= x# P’, 

wo * eine numerische Constante bezeichnet. Daher lost sich B= 0 
in die beiden Curven 10' Classe: 


*) Steiner in Borchardt’s Journal, Bd. 53. p. 231; Cremona, ib. Bd. 64. 
p. 101; Giissfeldt, Inanguraldissertation, Bonn 1865. 
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(1) A+xP=0, A—xP=0 

auf, welche die gememschaftlichen Tangenten von A =O und P= 0 
ebenfalls zu gemeinschaftlichen Tangenten haben, und welche ausserdem 
die Seiten des Fiinfseits nur-noch zu vierfachen Tangenten haben. 
Durch diese Bedingungen ist ein Biischel A + @P=O von Curven 
10’ Classe definirt, sodass die Punkte, in welchen die Curven (1) eine 
vemeinschaftliche einfache Tangente dieses Biischels beriihren, zu den 
Beriihrungspunkten mit A =O und P= 0 (letzterer eine Ecke des 
Fiinfseits) harmonisch liegen, und nur eine einzige Constante zu be- 
stimmen bleibt. 

Den genaueren Zusammenhang zwischen den Curven A = 0, 
B=0, C=0, R=O erschliesst man nun durch Aufsuchung der 
gemeinuschaftlichen Tangenten, welche C=O mit A =0 und B=0O 
hat, wobei man sich-der identischen Relation 
(1) R? = — §(AN*—2BMN-+ CM?) 
bedient, durch welche die linken Theile dieser Curvengleichungen zu- 
sammenhingen. 

Wenn C= 0, so reducirt sich N auf — 


» 
? AB! 
—_ . 
R? = z 


\ 


Br and (1) auf 


Sowohl die gemeinschaftlichen Tangenten von C = 0 mit A = 0, 
wie die von C=O mit B =O sind daher auch Tangenten an R= 0; 
nur ihre Multiplicitiit ist zu untersuchen. 

Wenn fiir ein System der «wu C=O, A =O, so sei ein benach- 
hartes Werthsystem « + ev, wo ¢ eine gegen Null convergirende 
Grésse ist, Setzen wir dann, nach einer gewohnlichen Bezeichnung, 
fiir eine beliebige Function m von a, t., Ms: 


so, Op 
Do = 2u75, 
aD 

Qe —— 3's). 9 
Dg = Zr; De, 


so geht fiir dieses Werthsystem M in 
eDM-.-=2eB.DA—S5eDC+.::.-, 


N--=—P 4... 


R in eDR iiber; und indem man nun (1) dureh ¢ dividirt und sodahn 
zu dem Grenzwerth ¢ = 0 iibergeht, erhilt man: 
O=—=N.DA—2B.DM, 
oder mit Benutzung des Ausdrucks von DM: 
0=3B.DA—4DC. 
Nun ist DA =O die Gleichung des Beriihrungspunktes der frag- 


N in 
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lichen Tangente mit A = 0, DC die des Beriihrungspunktes mit C = 0. 
Nach den obigen Gleichungen fallen beide zusammen, und die Curven 
A=(, C=O beriihren einander. Die gemeinschaftlichen Tangenten 
sind zugleich Tangenten von R = 0. 

Da die Curven A = 0, C=O von den Classen 10 und 30 sind, 
so haben sie 300 gemeinsame Tangenten. Aber von diesen fallen 
5.4.12 = 240 in die Seiten des Fiinfseits. Es bleiben daher 60 
iibrig, die sich paarweise zu den angefiihrten Beriihrungstangenten 
vereinigen. Man hat also den Satz: 

Die Curven A = 0, C=0 beriihren einander in 30 Punk- 
ten; die Tangenten der Beriihrungsstelle sind zugleich Tangenten 
von R =O, sodass jede der 15 Curven R’'= 0 von zweien der- 
selben beriihrt wird. 

Zu der gleichen Zahl und zugleich zu einer independenten Dar- 
stellung dieser Tangenten gelangt man, wenn man auf das Punkt- 
system eingeht, in welchem eine solche Gerade das Fiinfseit trifft. 
Nach den Siitzen, die in § 5. citirt wurden, besteht dasselbe aus 2 zu 
einander harmonischen Punktepaaren und einem Doppelpunkte der 
durch sie bestimmten Involution; oder, was dasselbe ist, aus 5 von 
solchen 6 Punkten, wie sie dem Verschwinden der Covariante 6'" Ord- 
nung einer biquadratischen Form entsprechen. Man kann durch pas 
sende Wahl der auf der Geraden geziihlten Veriinderlichen 2, , 2, dieser 
Gruppe die Form geben: 

2, (4, — 2,')=0, 


: é 
und die entsprechenden Werthe von ~ 


(2) Go, 1, 4, —1, —4. (i = /— 1). 

Der projectivische Charakter der Punktreihe ist hierdurch vollig 
gegeben, und man kann also nach § 7. diese Tangenten durch Kegel- 
schnitte construiren, indem man nur die Werthe (2) verschieden auf 
die 5 Seiten des Fiinfseits vertheilt. Aber von den 120 Anordnungen, 
welche die Gréssen (2) hier gestatten, geben jedesmal 4 dasselbe, indem 
sie aus (2) durch Multiplication der Reihe mit 1, i, — 1, —é erhalten 
werden kénnen. Es giebt also in der That nur 30 verschiedene Tan- 
genten dieser Art; sie bilden 5 Gruppen, je nach der Seite des Fiinf- 
seits, welcher der bevorzugte Werth 0 entspricht, und die 6 Permuta- 
tionen einer Gruppe erhilt man, indem man 1 an seiner Stelle lisst. 
Unter diesen 6 sind dain immer 2, die durch Vertauschung von / 
und — é entstehen und bei denen also auf denselben Seitenpaaren 
harmonische Paare von Schnittpunkten liegen. So finden sich unter 
diesen Tangenten 5 Gruppen, bestehend aus Abtheilungen von je 2, 
wie dieselben jedesmal den 3 Curven R’=0 der 5 Gruppen von Rk, 
welche sie beriihren, zugeordnet sind. 


sind also: 
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§ 9. 
Die gemeinsamen Tangenten von B= 0 und C= 0. 


Durch die 5 vierfachen Tangenten, die Seiten des Fiinfseits, so 
wie durch die 20 Tangenten von den Ecken des Fiinfseits, welche in 
§ 7. gegeben wurden, und die im vorigen §. angegebenen 30 Tangen- 
ten, ist die Curve A =O mehr als hinreichend in rein geometrischer 
Weise definirt. 

Die Curve B=, oder vielmehr die beiden Curven 
(1) B,=A+xP=0 

B,=A—xP=0, 

in welche dieselbe im vorigen §. zerlegt wurde, sind hierdurch eben- 
falls geometrisch gegeben, bis auf eine einzige Bestimmung, welche 
darauf hinauskommt, die besonderen Curven des Biischels A + 9 P=0O 
zu bestimmen, welche Lb, = 0, B, = 0 sind. Diese Aufgabe wird nun 
in mehr als hinreichender Weise durch die Bestimmung der gemein- 
schaftlichen Tangenten von B =O, C=O geleistet, und diese fiihrt 
zugleich iiberhaupt auf die wichtigsten Elemente in der Theorie des 
Fiinfseits. 

Wenn B und C zugleich verschwinden, so ist auch M—0, N=0, 
und nach den Siitzen des § 5. verschwindet dann @; dass der Fall, in 
welchem f das Produkt einer cubischen Form mit ihrer quadratischen 
Covariante wird, nicht B=0, C=O giebt, sieht man sofort; der 
Fall, wo f einen dreifachen Factor hat, kann hier itiberhaupt nicht 
eintreten; daher bleibt nur iibrig, dass 7 = 0, und dass also durch 
Kinfiihruhg passender Coordinaten auf einer der gesuchten ‘langenten 
das auf dieser liegende Punktsystem durch die Gleichung 

2,° — 2° = 0 
dargestellt werden kann. Die 5 Punkte, in denen eine solche Tan- 
gente das Fiinfseit schneidet, haben also von 2 Punkten der Geraden 
die Abstandsverhiltnisse : 
(2) = 1, @, a, @", @”, 
wo die @ in irgend welcher Anordnung die imaginiren 5'" Wurzeln 
der Einheit darstellen; sie bilden ei cyclisch-projectivisches System mit 
Bezug auf die festen Klemente 0 und ov. 

Wir erhalten die verschiedenen Tangenten dieser Art, indem wir 
die 5 Gréssen (2) in allen verschiedenen Anordnungen der Seiten des 
Fiinfseits entsprechen lassen. Aber diejenigen Permutationen, welche 
aus einer Anordnung durch Multiplication mit einer der Gréssen (2) 
selbst hervorgebracht werden kénnen, liefern offenbar keine verschie- 
denen Tangenten. Man kann also bei diesen Permutationen die 1 
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immer an ihrer Stelle lassen, sodass diese immer einer bestimmten 
ersten Seite des Fiinfseits entspricht. Aber auch die iibrig bleibenden 
24 Permutationen geben noch nicht simmtliche verschiedene Tangenten. 
Denn wenn man statt aller Gréssen (2) ihre reciproken setzt, so erhiilt 
man eine Permutation, welche auch durch Veriinderung der Bezeichnung, 
durch Vertauschung der auf der ‘Tangente gewiihlten Coordinaten z,, 
2, erhalten werden. Bezeichnet man also die 4 imaginiiren 5'" Wur- 
zeln der Einheit durch ; 
o, a, w, a, 

so geniigt es, an die zweite Stelle w oder w* zu setzen. 

So bleiben denn nur 12 Permutationen iibrig, welche verschiedene 


5? 
Tangenten liefern, nimlich: 
2 3 1 2 1 3 
i. 2. @O, @, @ . . Oe ee. 2 
3 1 -92 2 3 4 
Le, @, @&, @ 1, a, @, o, @ 
4 2 3 2 3 4 
(3) L,@eg ev“, #, « , &, ; &*, @ 
i l, , @&, eo, oa l, e, wo, @&, a? 
? ? ? ? ? ? ? ? 
yy ry a ef, & iL, eg #, #, o 
i, #, &, @, @ Leg, ¢, « @&. 


Die Tafel dieser Permutationen ist so eingerichtet, dass links po- 
sitive, rechts negative Permutationen stehen; ferner sind dieselben 
einander horizontal so zugeordnet, dass die rechte Seite aus der linken 
bei den ersten 3 Reihen durch Uebergang von @ in @?, bei den 3 
letzten durch Uebergang von @ in o* entsteht. 

Die Permutationen (3) stehen nun zu den der beiden Curven 
B, =0, B, =O in einer merkwiirdigen Beziehung. Bilden wir fiir 
ein Werthsystem 


4 » 
os B, Y> 0, é 
2 


die Invarianten A, P, so ist die erstere eine symmetrische, die zweite 
(Produkt der Differenzen) eine alternirende Function. Wenn daher in 
dem vorliegenden Falle das Zeichen von x so bestimmt wird, dass fiir 


die erste Anordnung der Tafel (3) der Quotient s den Werth — x 


hat, so hat er diesen Werth auch fiir alle Permutationen der links 
stehenden Columne, den entgegengesetzten fiir alle Permutationen der 
rechts stehenden. Daher hat man den Satz: 
Die 6 Tangenten von C, welche den links stehenden Per- 
mutationen entsprechen, beriihren die Curve B, = 0, die an- 
deren die Curve B, = 0. 

Ich gehe jetzt zur Untersuchung der Multiplicitiit der Tangenten 
iiber und befolge dabei die im vorigen §. benutzte Methode, welche 
hier aber zu einem tieferen Eingehen auf die algebraische Natur der 
Gleichungen A= 0, B=O0, C=O, R=O ndthigt. 
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Da R? = — 5 (AN?—2BMN+ CM?) 


oT 2 
M=2AB—30, N=4°>*, 
so verschwindet mit B und C sowohl M als N und daher auch R. 
Aber wenn eine dieser 12 Tangenten R beriihrt, so muss sie das- 
selbe fiinfmal beriihren. Denn wenn man die Gréssen 


1, @, @, @”, @” 

so anordnen kann, dass 4 derselben 2 Involutionspaaren entsprechen, 
deren einer Doppelpunkt dem fiinften entspricht, so trifft dasselbe 
offenbar noch zu, wenn man die Reihe mit irgend einer der Gréssen 
1, @, @', @”, o” multiplicirt. Denn hierdurch werden die Doppel- 
verhiiltnisse der 5 Gréssen nicht geiindert. Dieser Multiplication ent- 
spricht eine gewisse Permutation der Seiten des Fiinfseits, durch welche 
dieselbe Werthereihe hervorgerufen wird; und man kann also 5 solcher 
Permutationen bilden, in Bezug auf welche das Punktsystem der Tan- 
gente die verlangte Spaltung zuliisst. Dabei riickt die bevorzugte, 
dem Doppelpunkte der Involution entsprechende Seite der Reihe nach 
an jede Stelle; die Doppeltangente der beriihrten Curven kann also 
jede Seite des Fiinfseits sein, und man sieht also, dass jede der 12 
-‘Tangenten aus jeder der 5 Gruppen eine Curve 3'* Classe R’ = 0 
beriihrt. 

ee 


. 4 
Diese T'angenten vertreten also —— 


12 = 120 Doppeltangenten 
von J = 0; und da jede der 12 Tangenten 5 der 15 Curven R’'= 0 
beriihrt, so miissen immer 4 dieselbe dieser Curven beriihren. Nun 
ist ersichtlich, dass die Punktgruppe (2) ihre Eigenschaften beziiglich 
der Theilung in 2 Involutionspaare und einen Doppelpunkt der Invo- 
tion nicht verlieren kann, wenn man alle w durch das erste ausdriickt 
und dann @ durch @* ersetzt. Daher werden 2 Tangenten, deren 
Punktgruppen in (3) einander gegentiber gestellt sind und von denen 
nach dem Vorigen die eine B, = 0 die andere B, = 0 beriihrt, stets 
dieselben Curven F’= 0 beriihren; und man kann auf solche Art zu 
jeder von jenen 12 Tangenten eine zugehérige mittelst der Curven 
R’= 0 construiren. Die 6 Paare aber, in welche so die Tangenten 
(3) zerfallen, kann man dann gerade auf 15 Arten zu zweien com- 
biniren, und dieses liefert die 15.4 Tangenten, welche bei den 15 
Curven R’ = 0 eintreten. 
Ich fasse dies in folgenden Satz zusammen: 
Die 12 Tangenten (3) bilden 6 Paare, von denen immer 
eine B, = 0, die andere B, = 0 beriihrt; jedes derselben beriihrt 
5 Curven R'=0, und zwar je eine aus jeder Gruppe, und jede 
der 15 Curven Ih =0 wird von einer anderen Combination 
cweier aus jenen & Paaren beriihrt. 
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Fir die vorliegenden Tangenten verschwindet identisch die binire 
Covariante j, welche in Bezug auf das Schnittpunktsystem der frag- 
lichen Tangente gebildet ist. Daher muss die entsprechende terniire 
Bildung 

j = (abu)? (acu) (beu)* a,b, €, 
fiir die der Tangente entsprechenden Werthe der « verschwinden, so- 
bald z ein Punkt der Tangente selbst ist; d. h. 7 muss, identisch in 
Bezug auf die z, den Factor uw, enthalten. Es muss also fiir ein sol- 
ches Werthsystem der u die Form j in u, multiplicirt mit einer qua- 
dratischen Form tibergehen, welche symbolisch durch M, bezeichnet 
werden mag: 

j=jo = M .u:. 
Bilden wir nun hieraus die Polare 

j:jy? = 3 M. M,u, + § M,? x, , 

so erhalten wir durch Einfiihrung derselben: 
t=, = (jju)j.j, = 4(jMu) j. u. = $(MM'u). u,. 

Die Covariante t enthiilt also den Factor u, doppelt und unter 
scheidet sich von w.? nur um eine in Bezug auf die 2 constante Grosse. 

Aber auch der Ausdruck (vergl. die Bezeichnung des vorigen §.): 

>, OF 
t= —— 
D 2; Du,’ 
in welcher die v ganz willkiirliche Groéssen sind, enthélt dann noch 
den Factor u..  Bezeichnen wir nimlich die aus g = g* durch die 
Operation D entstehenden Functionen zugleich symbolisch durch 
Dy = (D9)? 
Dy = (D*9)? 


so ist, weil die « in t sowohl explicite, als in den Symbolen j vor 
kommen : 
Dr = (Dr)? = 2(j Dj u)?j. Dj. + 2 (i 7’) (97'0) Ged: 
= }(M Dj u)?u, Dj. + $j Mu) (juv) Mj. + (7 Mu) (j Mo) j.u, 
= 3(M Dj u)u.Dj. + } (M' Mu) (Mur) uM, 
+ }(M'Mu) (uMv) u, M+ 3 (M Mu) (MMe) u2 
a= N, .%,, 
was zu beweisen. 
Bilden wir nun aus 
B= (itu) 
zunichst DB, so erhalten wir: 
DB = (Di + tu)? + (Dru)? + 2(irw) (itv). 


Von diesen Ausdriicken entsteht der erste aus 1.2, wenn man darin 
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statt der z die aus den w und den Symbolen Di zusammengesetzten 
Unterdeterminanten einfiihrt, er geht also in 


4(MM'u) .(u Di uP? =0 
itiber. Ebenso entsteht der zweite aus Dr, wenn man statt der z die 
aus den w und den Symbolen 7 gebildeten Unterdeterminanten setzt; 
er wird also: 
(Niu) (wiu) =O. 
Der dritte Theil von DB entsteht endlich, wenn man in 
t,t, = 4 (MMU) uz uy 


die z durch Unterdeterminanten der i, w, die y durch solche der i, v 
ersetzt, und wird also: 
§ (MMu) (uiu) (uiv) = 0. 

Man hat also identisch DBO; und daraus folgt, dass die 12 
Tangenten, von denen die Rede ist, mindestens Doppeltangenten von 
BL sein miissen; denn die Gleighung DB=0 des Berthrungepunktes 
verschwindet dentinal. 

Dass sie aber keine héheren sind, folgt aus der Bildung von D?B. 
Ks ist nimlich: 

PB=(Dirtue?+ (i Dt u?+2(Di Dr u) 
+4(Dictu) (Dirt v) +4 Deu) (i Dr v) + 2 (ire). 

Von den Theilen der rechten Seite verschwinden nun die 5 ersten 
aus denselben Griinden, wie die Terme von DB. Aber es bleibt der 
Ausdruck 

D? B= 2 (ire)? = 3 (MM'u} (iuv) 
iibrig, welcher nicht verschwindet. 

Die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten mit B= 0 werden 
also durch die Gleichung: 

(tuv)? =0 
gegeben. Aber wenn eine Form 5'" Grades die Gestalt 2,5 — z2,° an- 
nimmt, so sind z,, 2, zugleich die Factoren von i, und die Punkte 
z,=0, 2,0 werden ternir als Durchschnitte der Geraden u, mit 
i? == 0 bestimmt, sodass das Produkt ihrer Gleichungen in der Ebene 
(iuv)? =0 
ist. Diese sind also mit den vorigen identisch und man kann den 
Satz aussprechen: 

Von den 12 Geraden, welche auf den Seiten des Fiinfseits 
cyclisch-projectivische Reihen ausschneiden, sind 6 Doppeltangen- 
ten von B, =0, 6 Doppeltangenten von B,=0; die Beriih- 
rungspunkte aber sind jedesmal die festen Punkte, in Bezug auf 
welche die cyclische Projectivitdt cintritt. 

Mathematische Annalen IV, 
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Es kniipft sich an die Existenz dieser Doppeltangenten sofort die 
Bemerkung , 


dass die Curven B, = 0, B, =0 vom Geschlechte p = 0 sind. 


Denn sie haben je 6 Doppeltangenten und je 5 vierfache Tangenten; 


daher: 
9.8 


p= —6—5.6=0. 


Auf dieselbe Weise, wie DB und D?B untersucht wurde, kénnen 
wir nun DC untersuchen. Da 
C = (tru), 
so hat man: 
DC =2(t Dr u)? + 2 (tru) (trv) 
BPC=2(¢ Der ul?+2(Dt Dv u)?+8(t Dr u)(t Dr v)+2(tr'v)? 
DBC=2(t Dt u?+6(Dr Dr u/ 
+12(¢ Dr u)(c D?t v)4+12(Dr Dv u)(De Dr’ v)+12(c Dr v)’. 
Von den Theilen der rechten Seiten verschwinden zuniichst wie 
im Friheren alle, bei denen t mit w in einer Determinante verbun- 
den vorkommt, dann aber auch alle, in denen Dr zweimal mit w in 
einer Determinante verbunden erscheint. Man hat also sofort: 
DC=0, DC = 2 (tr'v)?, 
DPC = 12(Dr Dr’ u) (Dt Dr’ v) + 12 (¢ Dr v)?. 
Da nun hier 
t=1(MMu)’. u., 
so kann man die Symbole rt, t’ durch w ersetzen, wenn man nur mit 
4(MM‘u) wultiplicirt. Es wird daher 
DC = 2, (MM'u) (M’M’'u)? (uuvy =0, 
D?C =12(Dt Dr u) (Dt Dr v) + 4(MM'u)* (Wu Dr v)?. 
Das letzte Glied von D®C verschwindet aus den oft angefiihrten Griin- 
den. Fiir das erste kénnen wir, da Dr = N.u,, setzen: 
D?C=6(N Dr u)(u Dr v), 
und dieses verschwindet wieder aus den gleichen Griinden. Man 
hat also: 
c=0, DC=0, BPC=0, DC=—0; 
die 12 fraglichen Tangenten ziihlen daher als Tangenten von C 
wenigstens vierfach. 


Gehen wir nun zu der Identitit fiir R? zuriick. Setzen wir darin 
statt der w die Gréssen w+ ev, und lassen ¢ gegen Null convergiren, 
so erhalten wir in der Grenze fiir 
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BS Ms he 
+: es 
3:7, Ps... 


e! 
Ci raga DIC... 
M:A2DB... 
4 t 
N: GAD'C— > (DB... 


Dagegen muss Ff nach dem Vorigen erst mit dem Gliede 


© JiR 
1.2.3.4.5 
beginnen. Behilt man also in der Identitiit 
R? = —}(AN-—2BMN-+ CM?) 


nur diejenigen Glieder bei, welche iibrig bleiben, indem man durch ¢ 
dividirt und dann ¢ = 0 setzt, so erhailt man links Null und es bleibt 
also: 


Be AD'C (D°B)\? AD‘C (D*B) At D'C 4 
0=A{ 48 — SS} -4 ay iene + “gr (D*BY, 


= {AD'C + 18(D°B) 2. 


Ks ist demnach D'C mit (D?B)? proportional, oder mit anderen 
* Worten, die 4 Beriihrungspunkte, welche eine der 12 Tangenten mit 
C = 0 gemein hat, fallen paarweise in die Beriihrungspunkte mit 
B=0 msammen. Diese merkwiirdige EHigenschaft der Curve C = 0, 
auf welcher, wie man sehen wird, ihr Zusammenhang mit der Lisung 
der Gleichungen 5'" Grades beruht, liisst sich in folgendem Satze aus- 
driicken : 


oder: 


Die Curve C = 0 hat 2.6 Doppelwendetangenten; in den 
12 Wendepunkten, welche 6 dieser Tangenten entsprechen, wird 
sie von der Curve B, = 0, im den 12 anderen von B, =0 
beriihrt. 

Diese Doppelwendetangenten stehen dualistisch Punkten einer 
Ordnungscurve gegeniiber, in welchen 2 Riickkehrpunkte mit ver- 
schiedenen Tangenten zusammenstossen. Eine solche Tangente zihlt 
vierfach und erniedrigt das Geschlecht um 6. Das Geschlecht von 
C = 0 ist also: 


p= 22:% _ 5, 12-11 


2 2 

Die Curve C=O ist also vom Geschlecht p= 4, ein Umstand, 
welcher weiter unten benutzt werden wird. 

Ich bemerke noch, dass die gefundenen Tangenten wirklich die 
ndthige Zahl gemeinsamer Tangenten liefern, welche B= 0 und C=0 
oder R=0 und C=0 besitzen. Die Gesammtzahl der gemeinschaftlichen 
Tangenten von B = (1), C=O ist 600; von diesen fallen 5.8.12 = 480 

21* 


—12-6=—4. 
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in die Seiten des Fiinfseits, es bleiben also 120 zu suchen. Sollen 
diese durch die gefundenen 12 reprisentirt werden, so muss jede 
zehnfach zihlen. Dies ist in der That der Fall; und zwar sieht 
man es sofort ein, wenn man die Figur dualistisch umformt. 
Dann entspricht einer solchen Tangente von C = 0, wie schon gesagt, 
ein Punkt, in-welchem 2 Riickkehrpunkte mit verschiedenen Tangenten 
sich vereinigen; der Tangente, sofern sie B = 0 beriihrt, entspricht ein 
Doppelpunkt, dessen Tangenten mit denen der Riickkehrpunkte zu- 
sammenfallen. Jeder Zweig der letzteren Curve hat mit dem Zweige 
der anderen, dessen Tangente die gleiche ist, 3, mit dem anderen 2 
Punkte gemein, sodass sich in der That 10 Schnittpunkte an einer 
solchen Stelle vereinigen. 

Die gemeinsamen Tangenten von R = 0, C = 0 sind 45. 30; 
von ihnen fallen 5.12.18 in die Seiten des Fiinfseits, es bleiben also 
270 iibrig. Von diesen sind 30 die gemeinsamen Tangenten von 
A=0, C=O, welche in § 8. gefunden wurden. Die iibrigen 240 
sind durch die 12 Doppelwendetangenten vertreten, deren jede bei 
R = 0 fiinffach, bei C = 0 vierfach zihlt. 

Dagegen sind noch nicht alle gemeinsamen Tangenten der ver- 
schiedenen Curven f’=— 0 gefunden. Es waren in § 6. noch 180 zu 


. , . 5-4 ; 
suchen; von diesen vertreten die 12 oben abgeleiteten 12 -"-- = 120. 


Es bleiben 60 weitere zu finden. 


§ 10. 


Zuriickfiihrung einer Gleichung fiinften Grades auf die Tschirn- 
hausen-Jerrard’sche Form, sobald C = 0. 


Um im Folgenden auf den Zusammenhang dieser Untersuchung 
mit der Theorie der Gleichungen 5'" Grades eingehen zu kénnen, 
muss ich hier einiges aus der Theorie der biniren Formen 5' Ord- 
nung einschalten, was sich insbesondere auf den Fall bezieht, wo 
C=0. Die betreffenden Resultate habe ich in den Gottinger Nach- 
richten, 1871, p. 103 veréffentlicht. 

Ich setze voraus, dass F nicht verschwindet. Die bekannte Auf- 
gabe, eine Form 5' Ordnung als Summe dreier 5'* Potenzen dar- 
zustellen, kann man dann so behandeln, dass man die linearen Co- 
varianten « und 0 als Verinderliche einfiihrt; die Determinante R der- 
selben ist dann der Voraussetzung nach von Null verschieden, und man 
kann der vorgelegten Aufgabe die Gestalt geben, es soll die Gleichung 


(1) f= «(0 + ma)’ + x (0 + ma) + x" (0 + ma)? 
zu einer identischen gemacht werden, indem man die 6 Grissen x, x’, 
x”, m, m’, m” passend bestimmt. 
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Nun sind bekanntlich (vergl. z. B. Salmon, Lessons, 2° ed. 
p- 138) d+ ma, d+ ma, 0+ ma die linearen Factoren von j, 
und also 


(2) j =k(O + ma) (6 + ma) (6 + m’a). 

Die typische Darstellung von j durch « und @ ist aber (vergl. 
Clebsch und Gordan, Annali di matematica, Ser. II. vol. I, p. 39, 
wo nur der hier gewiihlten Bezeichnung entsprechend die numerischen 
Coefficienten zu veriindern sind): 

(3) I? j = — 0% — } Nba? +4(CM — BN)’. 


Die Gréssen im, am’, m” sind also die Wurzeln der cubischen Glei- 
chung (06 = — me gesetzt): 


(4) m+i3Nm+4(CM—BN)=0, 
wihrend die Constante / in (2) den Werth erhilt: 
=) ' 1 
(5) k= — R- 
Nun ist ferner identisch nach p. 44 der citirten Abhandlung: 
(6) Re¢=—CA— Blo +5(7—**) ota 410. PP" +...; 


“wenn daher die m aus (4) bestimmt sind, erhilt man die Werthe der 
x durch Vergleichung von (1) und (6) aus den linearen Gleichungen: 


pCp—B) —ate+s 


0 


1 N AM 





(7) [3 “ote we endeins +um +um. 
” me en ee 
= «m+ xm? + xm”. 

GR + + 


Denken wir uns nun, dass C, die Discriminante von j, gegen Null 
convergire. Alsdann sind m, m’, m” nicht mehr simmtlich verschieden, 
sondern zwei derselben, etwa m’ und m”, niihern sich einem gemeinsamen 
Werthe. Fiir C=O verwandelt sich (4) in 


BY 
> —- 
(8) (m + B) (m — >) == (). 
Wenn also C gegen Null convergirt, diirfen wir setzen: 
, B ” 
m=—B, m=—=>+e, m'= 2 — 9, 


wo @ eine gegen Null convergirende Grosse ist. Sofort verwandelt 
sich (1) in : ; 

(9) f=«(0— Bay +a(o+ . a) + Swa(d + -< a), 

wo der Kiirze wegen durch 4, w die Ausdriicke bezeichnet sind: 


A=ux+ x", w= (HX — x’) Q. 
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Die Gleichungen (7) gehen nun in die folgenden linearen Be- 
stimmungsgleichungen fiir x, 4, mw iiber: 


a C= —B)—x+A 


1 /B 2A a u 
RG + 2S)=«—- 2~— B 
1 2 At ri a 
BE htt TTR 


aus welchen sich ergiebt: 


2 A? B B 
(10) ae. es ee ae 
In der Gleichung (9) setze ich nun: 
| —E—0d— Ba 
(11) 


| y= O+ = a. 
Mit Hiilfe der Werthe (10) verwandelt dieselbe sich dann in 
ye’ Ps oe ae FP 
(12) Rif = 3 AP — EBy'e— | vt. 


Dieses ist die Tschirnhausen-Jerrard’sche Form, bei welcher 
die Terme mit &'y, &y%, &2y3 verschwunden sind. Man kann also, 
sobald C=9, diese Form immer durch Einfiihrung der linearen Co- 
varianten —, » aufs Leichteste hervorrufen, und die Coefficienten von 
f werden einfachste Invarianten. Man kann dies in folgendem Satze 
ausdriicken : 

Wenn in einer Gleichung 5" Grades C=O, so geht sie 
durch die lineare Substitution 


° 6 — Ba 
(13) t= RB 
é + — a 


in die Tschirnhausen-Jerrard’sche Form iiber: 
' - B = 
(14) : a — sa, (62 + 1) = 0. 


Bekanntlich beruht Hermite’s Anflésung der Gleichungen 5! 
Grades auf einer Lésung der Gleichung (14) mit Hiilfe der elliptischen 
Functionen. Sobald die Invariante C einer Gleichung 5" Grades ver- 
schwindet, ist durch das Vorige die Zuriickfiihrung der Gleichung auf 
diese Form, also ihre Lésung im Hermite’schen Sinne, gegeben. _ Ist 
bei der gegebenen Gleichung aber C von Null verschieden, so kann 
man die Aufgabe, die Gleichung 5'°" Grades zu lésen, darin setzen: 
dass mittelst einer hiheren Transformation die Gleichung in eine solche 
mit verschwindendem C verwandelt werden soll. 

Aber in unserer geometrischen Interpretation heisst dies nichts 
anderes, als dass irgend eine Tangente der Curve C = 0 gefunden 
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werden soll. Hierin liegt das grosse Interesse, welches gerade das 
Studium der Curve C= 0 darbietet. Es wird zu zeigen sein, dass 
man ‘T'angenten von C = 0 finden kann, ohne Gleichungen von hihe- 
rem als dem 3'" Grade zu lésen; und sodann wird es sich darum han- 
deln, die vorliegende Methode mit derjenigen zu vergleichen, welche 
Jerrard angewandt hat, um eine beliebige Gleichung 5'" Grades in 
die Form (14) zu bringen. Dies, unter Anderem, wird ein Gegen- 
stand der folgenden Betrachtungen sein. 


$11. 
Zwei mit C= 0 eindeutig zusammenhiingende Curven. 
Charakter der linearen Covarianten. 


Durch das Vorige sind auf jeder Tangente der Curve C = 0 zwei 
ausgezeichnete Punkte gegeben, welche durch die Durchschnitte der- 
selben (wv, = 0) mit den beiden Geraden 


4+ 2 ue®; gus Gmwe 


» 2 


bestimmt werden. Die letztern Ausdriicke werden dabei jetzt terniir 
gebildet gedacht, und fiir die w sollen darin die Coordinaten der frag- 
lichen Tangente gesetzt sein. 

Indem wir diese beiden Punkte als Punkte «x, y einer 
quadratischen Substitution (§ 1.) benutzen, geht die gegebene 
Gleichung { = 0 in eine andere iiber, welche die Form (14) hat. 

Wenn wir also eine Tangente von C = 0 kennen und diese 
-beiden Punkte auf ihr bestimmt haben, so haben wir die Auf- 
gabe gelist, eine gegebene Gleichung 5° Grades in die Jer- 
rard’sche Form zu bringen. 

Bezeichnen wir die Curve C=O als die Curve der uw, insofern 
wir die Coordinaten ihrer beweglichen Tangente mit « bezeichnen, so 
entspricht dieser Curve eindeutig eine Curve der x und eine Curve 
der y. Der geometrische Zusammenhang zwischen den Elementen uw, 
x, y kann folgendermassen gefasst werden. 

Wenn man auf einer Geraden eine Gruppe f = a. von 5 Punkten 
gegeben hat, so giebt es Punkte, deren Polarsystem in Bezug auf jene 
5 Punkte ein harmonisches ist. Diese Punkte sind durch das Ver- 
schwinden der Invariante j des Polarsystems a,‘a, gegeben. Sie werden 
also aus der Gleichung 

O = j = (ab)* (ac) (be)? a, hk & 
gefunden. Ihre Zahl ist 3. 

Wenn aber die Gerade eine Tangente von C = 0 ist und das ge- 

gebene Punktsystem aus den Schnittpunkten mit den Seiten des ltinf- 











320 


A. Crenscu. 


seits besteht, so fallen 2 von den 3 Punkten zusammen, da j die Form 
annimmt (vergl. den vorigen §.): 


es is (6 + — «) (0 — Ba). 


vs giebt also auf jeder Tangente von C = 9 einen einfach und 
cinen doppelt ziihlenden Punkt, dessen Polarsystem ein harmonisches ist. 
Der doppelt zihlende ist der Punkt x, der einfach zihlende der Punkt y 
der quadratischen Substitution, welche die gegebene Gleichung auf die 
Jerrard’sche Form zuriickfiihrt. 

Eine Anzahl von Punkten-x und y ist bereits bekannt. In § 9. 
wurde gezeigt, dass wenn man auf einer der 12 Doppelwendetangenten 
die Wendepunkte zu Grunde legt, das Schnittpunktsystem auf der- 
selben durch 


2 5 oD nin 0 
“1 “oo = 


gegeben ist. Daher ist jeder der Wendepunkte von C = 0 sowohl 
ein Punkt x, als ein Punkt y, und diese Punkte repriisentiren je 24 
Punkte beider Curven, und zwar Paare wechselseitig entsprechender. 

Ebenso entstand auf den 30 gemeinsamen Tangenten von A = 0), 

C =0 ein Punktsystem: 

2, (2,4 — 2,') = 0. 
Der Punkt z, = 0 ist also ein Punkt y; diese 30 Tangenten schneiden 
daher die Seiten des Fiinfseits in je 6 Punkten y, deren entsprechende 
« die andern Doppelpunkte der auf diesen Tangenten entstehenden 
Involution sind. 

Das eindeutige Entsprechen zwischen den Ortseurven der # und 
den Ortscurven der y wird nun vermittelt durch die linearen Covarian- 
ten der biniren Form 5'* Ordnung und die aus ihnen abgeleiteten 
terniren Gebilde. 

Wenn es eine allgemeine EKigenschaft der Invarianten biniirer 
Formen ist, auf Classencurven in der Ebene zu fiihren, so ist es ebenso 
eine charakteristische Kigenschaft linearer Covarianten einer biniiren 
Form, dass die ihnen entsprechenden terniiren Gebilde eindeutige Trans- 
formationen vermitteln, durch welche jene Curven in Ordnungscurven, 
also zugehérige Formen des Vielseits in Covarianten iibergefiihrt werden. 
Denn indem man 2 der terniiren Gebilde, welche aus 2 linearen Co- 
varianten der biniiren Form entstehen, gleich Null setzt, fiir die w 
aber die Coordinaten der beweglichen Tangenten einer jener Classen- 
curven setzt, erhalt man 2 Gleichungen ersten Grades, vermége deren 
die « Functionen der « werden; diese selbst geniigen der Gleichung 
der Classencurve, und man hat also das Schema der eindeutigen Trans- 
formation einer Classencurve in eine Ordnungscurve vor sich. 

In dem vorliegenden besonderen Falle wird der Uebergang ver- 
mittelt , 
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fiir die Curve der ~ durch die Gleichungen: 


B 
6, + 3 % =9, ut, = (0; 





fiir die Curve der y durch die Gleichungen: 
é,— Ba,=0, w,=—0. 


Indem die eine der benutzten linearen Covarianten die evidente 
(u.) ist, tritt die Besonderheit ein, dass die Punkte auf der entsprechen- 
den Geraden liegen. 

Um die Ordnung der resultirenden Curven zu ermitteln und die 
Art des Zusammenhanges dieser Curven mit C=O genauer einzu- 
sehen, muss ich zuerst die lineare Covariante @ untersuchen, was im 
folgenden §. geschehen soll. 


§ 12. 
Die lineare Covariante a. 


Die terniire Bildung « entsteht nach § 5. aus 
i == 7,' == (bcu)! b,c, 
indem man den Ausdruck bildet: 
; a, = (iau) (van) a,. 


Verbindet man die Gleichung «, = 0 mit w,—0, so erhilt man 
einen Punkt z, welcher durch die Gleichung 
(1) (auw) = 0 
gegeben ist (w die laufenden Coordinaten). Dieser Punkt bezeichnet 
die Stelle der Geraden wu, welcher dem Verschwinden der zu ihren 
Schnittpunkten mit dem Fiinfseit gehdrenden linearen Covariante « 
entspricht. 

Lisst man nun die w Constante, die w veriinderliche Gréssen be- 
zeichnen, so erhalt man in (1) ein die w als lineare Parameter ent- 
haltendes System von Curven 13'* Classe; die Tangenten einer solchen 
Curve sind diejenigen Geraden, welche das Fiinfseit so schneiden, dass 
der zugehirige Verschwindungspunkt der linearen Covariante « auf der 
Geraden w liegt. 

Die Curven dieses Systems haben gemeinschaftliche Tangenten. 
Man erhilt sie, wenn man in (1) die Coefficienten der w verschwinden 
lisst, wenn man also setzt: 


H, Us — HU, =O, yt, —@,U,=0, a), — au, =O. 
Die ersten 2 dieser Gleichungen, welche von der 13'* Classe sind, 
haben 169 gemeinsame Lésungen; sollen diese aber auch die 3'° Glei- 


chung befriedigen, so muss man die 12 Lésungen ausschliessen, fiir 
welche w, und «, gleichzeitig verschwinden. 
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Je 2 der Curven (1) haben also 157 feste gemeinschaftliche Tan- 
genten. Aber zuniichst ist jede Seite des Fiinfseits, da @ vom 5'" 
Grade in den Coefficienten ist, fiinffache Tangente jeder Curve (1); 
und die Seiten des Fiinfseits ziihlen also in Bezug auf irgend 2 jener 
Curven schon als 125 feste gemeinsame Tangenten; noch 32 bleiben 
zu finden. 

Von diesen liefert nun 20 der in § 5. angegebenen Satz, dass 
die biniire Form « verschwindet, also die terniire mit «, proportional 
wird, sobald das Schnittpunktsystem durch 3 Punkte einer cubischen 
Form und die beiden Punkte ihrer quadratischen Covariante dargestellt 
wird; oder was dasselbe ist, dass 5 von den Schnittpunkten 2 andern, 
fest bleibenden, gegeniiber ein cyclisch- projectivisches System bilden. 
Das Punktsystem auf «,— 0 ist dann durch irgend eine Anordnung 
der Werthe 


“1 == 0, oo, 1, é, &, (e* = 1) 


— 
reprisentirt. Dabei bleibt das System ganz ungeindert, wenn man 
diese 5 Gréssen mit 1, ¢, é* multiplicirt, oder wenn man alle Gréssen 
durch ihre reciproken ersetzt, welches letztere nur eine Vertauschung 
der Bezeichnungen z,, 2, ist. Um alle Permutationen, welche ver- 
schiedenen Geraden entsprechen, zu finden, muss man also erstlich die 
5 Seiten des Fiinfseits in 2 und 3 theilen; die ersten ordnet man be- 
liebig, von den 3 anderen kann man irgend einer den Werth 1 ent- 
sprechen lassen und hat nur noch die Wahl, den beiden iibrigen ¢, «* 
oder ¢?, ¢ zuzuordnen. Da jene erste Theilung auf 10 Arten ausge- 
fiihrt werden kann, so giebt es 20 solcher Geraden; sie bilden 10 Grup- 
pen zu zweien der Art, dass in jeder Gruppe dieselben 3 Seiten des 
Fiinfseits die cyclisch-projectivischen Schnittpunkte liefern. 

Diese 20 Geraden sind zugleich dreifache Tangenten von FR = 0, 
denn der auf irgend einer der 3 letzten Seiten des Fiinfseits liegende 
Schnittpunkt ist immer Doppelpunkt einer Involution, in welcher ein 
Paar durch die ersten beiden, ein anderes durch die iibrig bleibenden 
gebildet wird. Die 3 Curven R’=0, welche von einer solchen Tan- 
gente beriihrt werden, gehdren also 3 verschiedenen Gruppen an, in 
denen je eine Seite unter den 3 letzten die Doppeltangente bildet, 
wahrend die andern unter diesen dreien jedesmal ein Paar, endlich 
die beiden iibrigen (ersten) Seiten ein festes Paar bilden. Solcher 
Combinationen giebt es 10.3; aber die Combination bleibt durch Ver- 
tauschung der Paare unter sich ungeindert, sodass jede Curve [?’)= 0 
von zweien der 20 Geraden beriihrt wird. 

Diese 20 Geraden ziihlen dreifach als gemeinsame Tangenten der 
Curven R’'= 0 und bilden somit die 60 gemeinsamen Tangenten, welche 
in § 9. noch fehlten. 









































Das Fiinfseit und die Gleichung 5'*" Grades. 323 


Was die noch iibrigen gemeinsamen T'angenten des Systems (1) 
betrifft, so sind es keine anderen, als die 12 Doppelwendetangenten 
von C = 0, wodurech in der That die néthige Zahl ergiinzt wird. 
Dass wirklich diese Geraden Tangenten des Systems (1) sind, folgt 
aus dem Umstande, dass fiir diese die biniiren Formen j, « verschwin- 
den, also die ternire form «, mit wu, proportional wird. 

Das System (1) besitet also 5 feste fiinffache und 32 feste einfache 
Tangenten. 


§ 13. 
Die Curven der x und der y. 
Ich werde nun zeigen, wie vermége der Abbildungsgleichungen 
: B 
6,.+ -a,=0, %&=0 
die Curve C=O in die Ortscurve der x, eine Curve 12’ Ordnung, 
iibergeht, und vermége der Abbildungsgleichungen 
> 
6,—Ba,, w=90 
in die Curve der y, eine Curve 18' Ordnung. 
Um die angegebenen Ordnungen nachzuweisen, nimmt man ‘die 


“g resp. y auf einer Geraden w,—O an und bestimmt die Zahl der 
beweglichen gemeinschaftlichen Tangenten der Curven 


(1) (duw) + 5. (auw)=0, C=0 
und der Curven ; 
(2) P (uw) — B(auw)=0, C=O. 
Die erste Bestimmung liefert die Ordnung der Curve der x, die 
zweite die Ordnung der Curve der y. Die Gesammtzahl der gemein- 


samen Tangenten der Curven (1) oder (2) ist 30.33 = 990. Aber 
die Curven 


(duw) + = (auw) =O, (duw) — B(auw)=0 


haben aus den oft angefiihrten Griinden die Seiten des Fiinfseits zu 

dreizehnfachen Tangenten; es werden also durch diese Seiten sofort 

5.13.12 = 780 gemeinsame Tangenten absorbirt, sodass 210 iibrig 

bleiben. Sollen diese sich nun fiir (1) auf 12, fiir (2) auf 18 beweg- 

liche reduciren, so miissen noch fiir (1) 198, fiir (2) 192 feste gemein- 

same Tangenten nachgewiesen werden. Dies geschieht wie folgt. 
Fiir C = 0 findet fiir biniire Formen die Gleichung statt: 


Rj=—(0+ 2a) (@—Be). § 11) 
Soll also fiir eine Gerade eines der Gleichungssysteme (1) oder (2) 
unabhiingig von den w bestehen, so muss entweder Jt oder j (neben C) 
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fiir das entsprechende Punktsystem verschwinden. Es kann sich also 

nur um die gemeinschaftlichen Tangenten von A —=0, C=O (§ 8.) 

oder um die 12 Doppelwendetangenten von C = (§ 9.) handeln. 
Was die ersteren betrifft, so verschwindet fiir sie weder 0 noch B.«. 


> 


Daher kénnen fiir diese Geraden nicht die beiden Ausdriicke 6 + s a, 


6 — Ba, sondern hoéchstens einer derselben verschwinden. Nun ist 


0. (ya) — y. (da) =a. (y9), 
oder, wenn man die Werthe der Determinanten einfiihrt: 


dN—yR=<*£(CM—BW), 


was man auch schreiben kann: 





(64+ 2a)N=yR+ %X. 
Fiir die fraglichen 30 Tangenten verschwindet die rechte Seite 
(R und C), nicht aber N; man hat also 
84+ 3a=0, 
und damit den Satz: 
Die 30 gemeinschaftlichen Tangenten von A=0, C=O 
sind feste Tangenten des Systems 


(duw) + = (auw) = 0, 
Um ferner das Verhalten der 12 Doppelwendetangenten zu unter- 
suchen, betrachte ich den Ausdruck: 
2 = (9a) 8, (%a) O/ = (8a)? 9/2 — 4 (9H) a2, 
welcher fiir die biniren Gebilde die Identitiit giebt: 


a= Re — 4°—* oa, 


Diese Identitiit besteht noch fiir terniire Formen in der Gestalt: 
(3) (duw)? = R. (uw)? — foe = (auw)?, 
wo R, A, B, C mit den Veriinderlichen « geschrieben gedacht werden. 


Fiigen wir die bekannte Gleichung 
ee. # = — $ (Ar? — 2 Bir+ Cr) 


(4) (®uw)? . (uw)? 

= — 4 {A.(ruw) (ruw)?— 2B. (uw)? (cuw)? + C. (iuw)?. (uw)? 
hinzu, so sehen wir, dass wegen der in § 8. 9. entwickelten Eigen- 
schaften von t, B, C jede der 12 Doppelwendetangenten eine vier- 
fache Tangente der Curve ist, welche durch das Nullsetzen der rech- 
ten Seite erhalten wird. Daher ist jede solche auch Doppeltangente 
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von (@uw)? =0. Sie ist ferner- nach § 9. fiinffache Tangente von 
R, Doppeltangente von B, vierfache von C, einfache von (auw) = 0; 
daher ist sie mindestens sechsfache der durch Nullsetzen der rechten 
Seite von (4) entstehenden Curven, also mindestens dreifache Tangente 
von (duw) = 0, und also auch mindestens dreifache Tangente der 
beiden Curven: 


(duww) + = (auw) = 0, 
(duw) — B(auw) =0. 
Giebt man aber der Gleichung (3) die Form: 
(5) o? — Ba = Re —4E48® Q2 


? 
so kann man bemerken, dass wegen der Gleichung: 
AD‘'C + 18(D*B) = 0, 
welche in § 9. entwickelt wurde, die Curve: 
AC+ 3B? =0 
die fraglichen Tangenten zu fiinffachen Tangenten hat, dass also die 
durch Nullsetzen der rechten Seite von (5) entstehende Curve jede dieser 
Geraden zu siebenfachen Tangenten hat. Dies gilt dann auch fiir die 
Jinke Seite von (5), und es muss also eine der Curve d — Ba = 0, 
0+ Ba =O dieselbe zur vierfachen Tangente haben. Und zwar kann 
dies tiberhaupt nur bei einer Verbindung von 0 und B. a eintreten, 
da B.a=O diese Eigenschaft jedenfalls nicht besitzt. 
Wir kénnen aber der schon in § 10. benutzten Identitiit: 


_ Rj=—o— 2 Noe? +> (CM + BN)! 
die Gestalt geben: 
(Rj + $ C%a) + = (AC+3 BY a? (O—Ba) = (6 4+2Ba)(d— Ba)’. 


Setzt man die linke Seite gleich Null, so erhilt man eine Curve, welche 
jene Geraden zu 11fachen Tangenten hat; dasselbe muss von der rechten 
Seite gelten; und da 0+ 2Ba=O0 sie nach dem Obigen nur zur 
3fachen haben kann, so muss 6 — Ba =O sie zur 4fachen haben. 
Also: 





Die Curven 6 — Ba =O haben die 12 Doppelwendetan- 
genten von C =0 zu vierfachen Tangenten. 
Aber weiter folgt, wenn man unter den uw die Coordinaten einer 
solchen Tangente versteht, dass der Ausdruck: 
Ds DB 
ita 3°?" 
noch identisch verschwinden muss. Dies giebt also den Satz: 
Alle andern Curven der Form 6 — 2Ba =O haben diese 
Geraden zu dreifachen Tangenten, so dass 2 Beriihrungspunkte 
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in den Wendepunkten von C = 0, der dritte in dem Beriihrungs- 
punkte mit « = 0 festliegen. 
Beziiglich der gemeinsamen Tangenten der Curven (1) vertreten 


also die 12 Doppelwendetangenten von C = 0, da sie fiir d + 4 a= 0 


dreifache Tangenten mit 2 Beriihrungspunkten in den Wendepunkten 
von C = 0 sind, je 14 feste gemeinsame Tangenten, also im Ganzen 
12 . 14 = 168, was mit den 30 Tangenten A = 0, C = 0 die gesuchte 
Zahl 198 ausmacht. 

Dagegen repriisentirt jede der 12 Doppelwendetangenten fiir die 
Curven (2) 4.416 gemeinsame Tangenten, alle zusammen also die 
gesuchte Zahl von 12 . 16 = 192 festen gemeinsamen Tangenten. 

Der Beweis, dass die Curve des x von der 12'", die des y von 
der 18'** Ordnung ist, ist hiermit geleistet. Ich fiige als Corollar 
folgendes hinzu. Ersetzt man die Gleichung des Fiinfseits symbolisch 
durch: 

f=ae= 0, 
so wird fiir eine Tangente von C = 0 mit Beibehaltung der gebrauchten 
Bezeichnungen die Gleichung 5'" Grades: 

ay—s2 = 0, 
und indem man nach & ordnet, die Coefficienten von &, &, &* aber 
verschwinden lisst, erhilt man die Gleichungen: 

ay, a,' = 0 

a,’ a, = 0 

asa, =. 
Diese Gleichungen bestimmen die x und y; durch Elimination der y * 
erhilt man die Ortscurve der x Man kann dieselbe wirklich ausfiihren, 
mit Hilfe der von mir, Borchardt’s Journal, Bd. 58. p. 273 gegebenen 
Methode. Beachtet man dann, dass gewisse Covarianten, z. B. die 
Hesse’sche Form, hier durch f theilbar werden, und dass f als Factor 
des Eliminationsresultats immer ausgelassen werden darf, so erhilt 
man die Gleichung der Curve 12'" Grades, auf welcher die x sich 
befinden. 


§ 14 
Ueber die Abbildung von C = 0 als Curve 6 Ordnung. 


Wenn man sich die Aufgabe stellt, eine gegebene Gleichung 5'" 
Grades auf die Jerrard’sche Form zuriickzufiihren, so kommt dieses, 
wie schon oben erwiihnt, auf die Aufgabe hinaus, irgend eine Tangente 
von C= 0 mit Hilfe von Wurzelausziehen zu finden. Man kann sich 
dies in folgender Weise etwa als méglich vorstellen; die Formeln der 
Transformation und damit die analytische Lésung der Frage, werde 
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ich weiterhin geben. Benutzen wir die Eigenschaft von C0, dass 
das Geschlecht dieser Curve p = 4 ist, und dass in Folge dessen sich 
die Curve auf eine Curve 6' Ordnung eindeutig abbilden lisst. Eine 
solche hat 6 Doppelpunkte, welche getrennt oder einander theilweise 
wnendlich nahe liegen kénnen. Wird die Ebene der Curve 6'" Ord- 
nung als Bild einer Fliche 3' Ordnung aufgefasst, die 6 Doppel- 
punkte als Fundamentalpunkte, so ist die Curve das Bild des Schnitts 
der Fliche 3'* Ordnung mit einer Fliiche 2' Ordnung; bildet man 
diese Fliche 2'" Ordnung sodann von einem ihrer Punkte (dessen Auf- 
findung nur die Lisung einer quadratischen Gleichung fordert) auf die 
gewohnliche Weise ab, so erhiilt man als Bild der Curve 6'** Ordnung 
eine solche in der Ebene mit zwei dreifachen Punkten; trennt man 
diese mit Hilfe einer quadratischen Gleichung, so giebt jeder durch 
einen der dreifachen Punkte gezogene Strahl 3 Punkte der Curve, 
welche mittelst einer cubischen Gleichung getrennt werden kénnen. 
Jedem dieser Punkte endlich entspricht eine Tangente von C = 0. 

Die Abbildung der Curve C=O aber durch eine Curve 6'" Ord- 
nung, kann man sich folgendermassen entstehend denken. Legen wir 
Curven 29 Classe, welche die Seiten des Fiinfseits zu eilffachen 
Tangenten, die 12 Doppelwendetangenten zu vierfachen haben. Dies 
involvirt im Ganzen: 

5.1 4 12.10 = 450 

29+: 


. = 464 Be- 
stimmungsstiicken abhingt. Man kann also noch 12 weitere Bestim- 
mungen hinzufiigen, und es bleiben dennoch zwei lineare Parameter 
iibrig, wie dies bei einem zur Abbildung brauchbaren Systeme noth- 
wendig ist. Da die 12 Doppelwendetangenten durch eine quadratische 
Gleichung in 2 Systeme von 6 zerlegt werden kénnen (§ 9.), so kann 
man als diese 12 weitern Bestimmungen diejenigen wihlen, welche 
aussagen, dass die Curve 29 Classe ein solches System von 6 Ge- 
raden nicht nur in 4 Punkten beriihrt, sondern dass auch 2 der Be- 
riihrungspunkte mit den Wendepunkten zusammenfallen. 
Ist eine soleche Curve: 


71% + Pre, + Pia, = 0, 
so fallen von den 29.30 = 870 Tangenten, welche sie mit C—0 
gemein hat, 5.11 . 12 = 660 in die Seiten des Fiinfseits, 6 . 4. 4 = 96 
in die eine Gruppe von Doppelwendetangenten der Curve C = 0, 
6 .(2.4-+ 2.5) = 108 in die andre, und es bleiben: 

870 — 660 — 96 — 108 = 6 
bewegliche Tangenten iibrig. Demnach geht dann durch die Trans- 
formation : 


Bestimmungen, wiihrend eine Curve 29'* Classe von 
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04, F% » C2,=—F%2. » 045= 93 
die Curve C = 0 in eine Curve 6 Ordnung iiber. 

Die Formeln, welche unmittelbar die Coordinaten eines variabeln 
Punktes von C=O rational durch die Coordinaten einer Raumcurve 
6'" Ordnung ausdriicken, welche der Durchschnitt einer Fliiche 3'" Ord- 
nung mit einer Fliche 2‘ Ordnung ist, erhilt man, indem man die 
aus der quadratischen Substitution abgeleiteten Betrachtungen mit den- 
jenigen vergleicht, durch welche Jerrard die Gleichungen 5'" Grades 
in eine solche iiberfiihrt, in welcher das zweite, dritte und vierte Glied 
den Coefficienten 0 hat. Auch diese Jerrard’sche Modification der 
Tschirnhausen’schen Methode ist, wenngleich nicht so direct wie die 
quadratische Substitution, einer Art geometrischer Deutung fihig; ich 
wende mich jetzt dazu, diese auseinanderzusetzen. 


§ 15. 
Geometrische Interpretation der Jerrard’schen Methode. 


Nach der Tschirnhausen’schen Methode setzt man, um eine 
Gleichung 5'* Grades: 


(1) f(a) =0 

in eine andere umzuformen, in welcher gewisse Glieder fehlen: 

(2) E=—a+ bat ca? + da3+ eat, 

und bildet, indem man 4 aus (1), (2) eliminirt, eine neue Gleichung: 
(3) F®=0, 


bei welcher man durch geschickte Wahl der Coefficienten a, b, ¢, d, 
e gewisse Coefficienten zum Verschwinden bringen kann. 

Die Substitution (2) ist, da sie 5 Coefficienten enthilt, fiir die 
Gleichungen 5' Grades die allgemeine, ebenso wie die quadratische 
Substitution. Es ist leicht, beide in einander iiberzufiihren. Vergleicht 
man (2) mit der Formel (1) § 1., so muss fiir jedes Werthepaar 4;, &;, 
welches entsprechend die Gleichungen (1), (3) befriedigt, die Gleichung: 


a —a+tbateca+t dat eal, 
oder: 
(4) g(a) = (a + ba + cd? 4 da? + cA!) y(d) 
stattfinden. Statt dessen kann man, identisch fiir 4, die Gleichung: 
(5) g(a) = (at ba + ca? + da + cA) vA) + (p+ 44a) 
stattfinden lassen, und erhilt dann eine eindeutige Bestimmung der 
Coefficienten von g, ~ durch a, b, c, d, e und umgekehrt, wihrend 


fiir alle Werthe 4;, welche der Gleichung f= 0 geniigen, (5) in (4) 
iibergeht. 
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Nimmt man (4), #(A) wie in § 1., und setzt: 
f= a+ Bat yi? + O49 + ea! + E45, 


so zerfallt (5) in folgende Gleichungen: 


¥; = ax, + pa é 
Yn = ait, + bay, + pB + qa 
Ys = ax; + ba, + cx, + py +46 
(6) 0= ba, + ex, + da, + pd+ar 





0 =— CX, + dx, + ex, + pe + qd 
0= da, + ex, + pt-+ qe 
0= ex; + 4&3 


und man kann diese Gleichungen entweder als 7 lineare Gleichungen 
ansehen, aus denen die Verhiiltnisse von ¥,, Y%, Ys, %,) Zo, Uy Py 
durch a, b, c, d, e zu bestimmen sind, oder als lineare Gleichungen, 
welche a, b, c, d, e, p, q durch y,, ¥,, Y3, %, %, %, ausdriicken 
lassen. Die Gleichungen (6) vermitteln zwischen beiden Arten von 
Substitutionen. 

Den allgemeinen Inhalt der Jerrard’schen Methode kann man 
nun folgendermassen ausdriicken. Will man die Substitutionscoefficienten 
‘a, b, e, d, e so bestimmen, dass in (2) das zweite, dritte und vierte 
Glied fehlt, so muss: 

(7) 2YE=0, SE=0, TES=O 
sein. Setzt man aber fiir die € ihre Ausdriicke (2) in 4 ein, und 


driickt die symmetrischen Functionen der 4 durch die Coefficienten von 
f aus, so-erhilt man drei homogene Gleichungen: 
® (a, b, ec, d, ec) =90 
(8) ¥ (a, b, ec, d, ec) =0 
X (a, b, ec, d, ec) =0, 
welche beziehungsweise von den Ordnungen 1, 2 und 3 sind. 

Man kann nun a, b, c, d, e als Pentaedercoordinaten im Raume 
betrachten, so dass ® =O die zwischen ihnen bestehende Identitét wird. 
Alsdann ist ¥ =0O die Gleichung einer Fliche 2'", X =O die einer 
Fliche 3’ Ordnung. Jedem Punkte der Raumeurve 6'* Ordnung, in 
welcher sie sich durchschneiden, entspricht eine der gesuchten Trans- 
formationen. 

Jede Erzeugende der Fliiche ¥ =O schneidet die Rawmeurve in 
dret Punkten; daher kann man mittelst quadratischer Gleichungen und 
einer cubischen auf zweimal unendlich viele Arten Punkte der Raum- 
curve, d. h. Transformationen, bestimmen. 

Lassen wir nun die a, b, c, d, e den Gleichungen (8) geniigen, 
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so geben die Gleichungen, welche aus (6) die Verhiiltnisse der x, y 
darstellen, und welche in aufgeléster Form die Gestalt haben mégen: 


ox, = MU, oy, = N, 
(9) ox, = M, oy, = N, 
ox, = M, oy; = N;. 


die Abbildung der Curve der x (12'* Ordnung) und der Curve der y 
(18'** Ordnung) auf einer Raumeurve 6'* Ordnung, welche der vollstin- 
dige Durchschnitt einer Fliche 2‘ und einer Fliche 3’ Ordnung ist; 
endlich geben die Gleichungen: 
, tu, = M,N, — M,N, 
(10) tu, = M,N, — M,N, 
tu, = M,N, — M,N, 
die Abbildung der Curve 30% Classe C = 0 auf’ eben dieser Raumeurve 
6 Ordnung. 
Die M sind quadratische, die N cubische Functionen der a, b, ¢, 
d, e; die Abbildungsfunctionen sind also fiir die Curve der x vom 2", 
fiir die Curve der y vom 3'*, fiir die Curve der « vom 5'* Grade. 
Man erkennt daraus sofort, dass Ordnung bez. Classe dieser Curven 
durch die Zahlen 2.6, 3.6, 5.6 gegeben sein muss. Das Geschlecht 
(p = 4) ist fiir alle diese Curven unmittelbar durch das der Raumcurve 
6 Ordnung: 
2-3-04+3—© a Seal 


(vgl. meine Abh. ,,iiber die Anwendung der Abel’schen Functionen in 
der Geometrie“, Borchardt’s Journal Bd. 63, p. 221) gegeben. 
Beziiglich der hier eintretenden Abbildungen bemerke ich noch 
Folgendes. Die Gleichungen (6) begriinden ein eindeutiges Entsprechen 
zwischen Punktepaaren der Ebene (x, y) und gewissen Veriinderlichen 
a, b, ce, d, e. Nur indem wir die Gleichung £& = 0 hinzufiigen, 
vermégen wir letztere als Punktcoordinaten im Raume aufzufassen. 
Unter den vierfach unendlich vielen Punktepaaren der Ebene sind als- 
dann dreifach unendlich viele herausgehoben, deren Coordinatenpaare 
durch eine gewisse Gleichung zusammenhingen, und diese sind durch 
den gesammten Raum eindeutig abgebildet. Aber es entspricht hier 
nicht etwa ein Punkt des Raumes oder auch nur ein elementares Ge- 
bilde den quadratischen Transformationen, welche, wie wir es oben 
immer auffassen konnten, einer Geraden der Ebene zugeordnet sind. 
In der Theorie der quadratischen Transformation entsprach einer Ver- 
schiebung der Punkte x, y auf einer Geraden uw die Gesammtheit der 
Transformationen, bei denen die resultirenden Gleichungen linear in 
einander iibergefiihrt werden konnten, und die Invarianten der trans- 
formirten Gleichung hingen also nur von der Geraden ab, auf der x 
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und y sich befanden. Dagegen hingt hier der Punkt des Raumes, 
welchen man einem Punktepaar x, y entsprechen lisst (vorausgesetzt 
immer, dass es die erwihnte Relation befriedigt), auch von der abso- 
luten Lage des Paars auf ihrer Verbindungslinie ab. Man kann daher 
eine unendliche Reihe von Punkten des Raumes finden, welche den 
Paaren 2, y derselben Geraden w entsprechen; und eine dem Verschwinden 
einer Invariante entsprechende Curve der Ebene wird also durch eine 
Fliiche abgebildet. 

Aber wenn es, wie dies bei C=( der Fall ist, ausgezeichnete 
Punkte x, y auf den Tangenten einer solchen Curve giebt, so kann 
man diese insbesondere (und das ist oben geschehen) zu Grunde legen; 
man kann also unter den unendlich vielen Punkten des Raumes, welche 
einer T'angente der Curve zugehéren, einen bestimmten ausgezeichneten 
hervorheben. Statt der Fliiche, welche eigentlich das Bild der ebenen 
Curve wird, kann man dann die Reihe dieser ausgezeichneten Punkte 
betrachten; und man erhilt so unter besondern Verhiltnissen die ebene 
Curve eindeutig durch eine Raumcurve dargestellt. 

So war es oben bei C = 0, wo wir das besondere Punktepaar xy 
zu Grunde legten, welches gerade die Jerrard’sche Form det Glei- 
chung 5'" Grades hervorruft. Aehnlich kann man es bei R = 0 


. machen, und zeigen, dass in- einer gewissen Weise den 15 Curven 


R’= 0 die 15 Diagonalen der auf den Seiten des Pentaeders durch die 
andern Seiten desselben gebildeten Vierseite entsprechen. Aber man 
bemerkt wohl, dass diese verschiedenen singuliiren Abbildungen unter 
einander nicht direct zusammenhingen, und also auch nicht direct 
vergleichbar werden, da bei jeder solchen Curve es éin ihrer Natur 
speciell angepasstes Paar w, y ist, durch welches man die singulire 
Abbildung leistet. 


§ 16. 
Eine specielle Fliche 3 Ordnung. 


Im Vorigen wurde die Curve C= 0, und damit die Jerrard’sche 
Transformation, in der Weise auf die Betrachtung einer Raumcurve 
6 Ordnung zuriickgefiihrt, dass man dabei die Coefficienten von / 
nur rational verwendete, wie dies im Sinn der Jerrard’schen Methode 
liegt. Aber wenn es sich um ein weiteres Studium der Raumcurve 
6' Ordnung und der dabei auftretenden Gebilde handelt, so kann 
man die Wurzeln von f = 0 statt der Coefficienten einfiihren. Da 
ferner die § lineare Functionen der a, b, c, d, e sind, so kann man 
statt letzterer die & als Pentaedercoordinaten im Raume interpretiren. 
Die Beziehungen zwischen den x, y und den & werden dann durch 


die 5 Gleichungen: 
99 %* 
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(1) (Y: + AY, + AP Ys) — Ei(@, + Ait, + 4? x3) = 0 
(¢=1, 2, 3, 4, 5) 

gegeben, wihrend die Raumcurve 6'* Ordnung unmittelbar durch die 
Gleichungen : 
(2) r—E=—0, TH—O0, TH—O 
vertreten ist. An Stelle der Identitéit 6 —0O tritt TE—O0; Te? —O0 
ist die neue Gleichung der Fliche ¥ = 0, © §* = 0 die neue Gleichung 
der Fliche X = 0, und die Gleichungen (1) geben unter der Voraus- 
setzung des Bestehens von (2) die Punktsysteme der x, y, welche, auf 
den Tangenten von C = 0 gelegen, die oft erwihnten Curven 12'" und 
18' Ordnung beschreiben. 

Es ist hier nun zuniichst die Fliiche 3' Ordnung X = &* = 0 
zu betrachten, welche eine specielle Classe merkwiirdiger Flichen 3' 
Ordnung umfasst, und von welcher ich einige Eigenschaften entwickeln 
werde. 

Die Fliche 3' Ordnung: 
(3) re = 0 
ist dem Pentaeder in ganz bestimmter geometrischer Weise zugeordnet; 
ihre linke Seite kann als simultane Covariante der linken Seite der 
Pentaedergleichung &, &, & &, & und der linken Seite der Identitit: 
(4) rE =0 
aufgefasst werden. Um diese Fliche zuniichst geometrisch zu definiren, 
bemerke ich Folgendes. 

Die Fliiche (3) enthilt ganz die 15 Diagonalen der Vier- 
seite, welche auf jeder Fliche des Pentaeders durch die vier 
andern Fliichen ausgeschnitten werden. 

Denn fiir eine Fliche des Pentaeders, etwa & = 0, verwandelt 


sich die Identitat in: 
B+ 6 +8 +8, = 9; 

daher stellen die Gleichungen: 

b,.+&—=—0 oder §+6&—0 

E,+&—0 oder §&,+& —0 

b&+&—0 oder &+& —0 
in Verbindung mit §, = 0 die Diagonalen des auf &, = 0 ausgeschnittenen 
Vierseits dar. Die Gleichung der Fliche aber verschwindet wirklich 
identisch, wenn zugleich: 

Bt &=0, & +&=—90, &=—0 

gesetzt wird; daher gehort jede solche Diagonale der Fliiche an. Aber diese 
ist dadurch auch véllig definirt, denn zwei eigentliche Flichen 3'* Ord- 
nung kénnen nicht eine Curve 15'" Ordnung gemein haben, ohne ganz 
zusammenzufallen. Vielmehr kann man das folgende als Satz aussprechen: 
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Die Diagonalen der Vierseite, welche von der Fliche eines 
Pentaeders je auf der fiinften ausgeschnitten werden, liegen auf 
einer Fliche 3' Ordnung. 

Ich werde diese specielle Fliiche deswegen die Diagonalfliiche des 
Pentaeders nennen. 

Man sieht, dass auf dieser Fliche sofort 15 der 27 Geraden be- 
kannt sind. Und zwar liegen sie in folgender Weise: 

Von den durch die 15 Diagonalen gegebenen Geraden der 
Diagonalfliche bilden fiinfmal 3 ein Dreieck (die Pentaeder- 
fliichen), zehnmal aber gehen drei durch einen Punkt (Pentaeder- 
ecke) und liegen zugleich in einer Ebene. 

Man braucht nimlich nur durch eine Ecke des Pentaeders eine Ebene 

zu legen, welche zugleich die gegeniiberliegende Kante desselben ent- 

hilt. Diese Ebene schneidet die in der Ecke zusammenstossenden 

Pentaederflichen in Diagonalen und giebt so drei Gerade der Fliche 

von der angegebenen Beschaffenheit. Eine characteristische Besonder- 

heit der Fliiche ist also, dass es 10 Punkte giebt, in denen drei Ge- 
rade der Fliche sich schneiden, was sonst nicht der Fall ist. Zugleich 
sieht man, dass von den 45 Dreiecken, in welche die 27 Geraden 

_einer Fliiche 3'" Ordnung sich zusammenfassen lassen, hier 15 bekannt 

sind; ikre Ebenen sind die 5 Pentaederflichen und die 10 von den 

Ecken nach den gegeniiberliegenden Kanten gelegten Ebenen. Da 

ferner eine der 27 Geraden von den Seitenpaaren der durch dieselbe 

gelegten Dreiecke in Involutionspaaren getroffen wird, miissen die 

Schnittpunkte der Diagonalen mit den Seitenflichen des Pentaeders 

Doppelpunkte dieser Involutionen sein, also zu den 54 Punkten gehdéren, 

welche die Geraden mit der Hesse’schen Fliche gemein haben und 

welche Steiner Asymptotenpunkte genannt hat. Jede Kcke zihlt 
dabei, als 3 Diagonalen angehdrig, dreifach, und die 10 Ecken liefern 
also im Ganzen 30 der Asymptotenpunkte. Ausserdem ist auf jeder 

Diagonale durch die andern mit ihm in einer Seitenfliche liegenden 

Diagonalen ein weiteres Involutionspaar gegeben. 

Ueberhaupt sieht man, wie bei dieser Fliiche zwischen dem Pen- 
taeder und den 27 Geraden ein inniger Zusammenhang besteht, der- 
gestalt, dass diese bei.andern Flichen getrennten Probleme hier zu- 
sammenfliessen, und dass man sagen kann: 

Die Lisung der Gleichung 27" Grades, von welcher dic 
27 Geraden der Fliiche abhiingen, erfordert bei der Diagonal- 
fliiche nur die Lésung der beim Pentaeder auftretenden Glei- 
chung 5" Grades und die Bestimmung von fiinften Wurzeln der 
Einhett. 


Man beweist dieses dadurch, dass man, die Pentaederfliichen als 
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bekannt vorausgesetzt, die noch fehlenden 12 Geraden bez. 24 Asymp- 
totenpunkte aus ihnen und fiinften Einheitswurzeln zusammensetzt. 
Dies geschieht auf folgende Weise. 

Die Asymptotenpunkte sind die Punkte, in welchen die 27 Geraden 
die Hesse’sche Fliche beriihren. Nun wird bekanntlich die Gleichung 
der letzteren dargestellt durch die Summe der Produkte von je 4 der 
—, jedes Produkt mit dem Quadrate der entsprechenden Coefficienten 
der linearen Identitit multiplicirt. Da diese Coefficienten hier 1 sind, 
so ist die Gleichung der Hesse’schen Fliche: 


(5) 668, -+---=0. 
Sie wird von einer Pentaederseite, etwa §& — 0, in den Seiten des auf 
—, = 0 ausgeschnittenen Vierseits getroffen; die Ecken desselben sind 


die Knotenpunkte der Hesse’schen Flaiche und geben die oben schon 
gefundenen Asymptotenpunkte. Aber die Identitiit, sowie (5) und die 
Gleichung der Diagonalfliche sind auch erfiillt, wenn man die & in 
irgend welcher Folge durch die fiinften Wurzeln der Einheit ersetzt. 
Dabei ist es wieder wie in § 9. gleichgiiltig, ob man alle — noch mit 
derselben fiinften Wurzel der Einheit multiplicirt; dagegen ist der 
jetzige Fall von dem in § 9. behandelten insofern verschieden, als der 
Uebergang von einem Werthsystem der § zu einem reciproken aller- 
dings einen andern Punkt liefert. Sei ein Werthsystem der & durch: 
(6) i, = wi 

gegeben, wo die a; in irgend welcher Ordnung die Zahlen 0, 1, 2, 3, 
4 sind, und @ eine imaginire fiinfte Wurzel der Einheit; dann giebt das 
reciproke System den Punkt: 

(7) &=—o %. 

Die Verbindungslinien der 12 (dem Systeme (3) § 9. ent- 
sprechenden) Punktepaare (6), (7) geben die 12 fehlenden Ge- 
raden der Fliiche. 

Denn es ist in der That: 
¥ (xé; + 2&/)? = X(xo% + io 1)? =0, 
welches auch die Werthe der x, 4 seien; die Verbindungslinie der 
Punkte (6), (7) gehért also ganz der Fliche an. Es folgt daraus weiter: 

Die Punkte (6), (7) sind die Paare der auf diesen Geraden 
liegenden Asymptotenpunkte. 

Diese 12 neuen Geraden aber gruppiren sich nun so in die 6 Paare 
§ 9. (3), dass die Geraden eines Paars immer die néimlichen 5 Geraden 
unter den 15 Diagonalen treffen. Soll niimlich eine der 12 Geraden, 


etwa: in 
§ = xo" + ia % 
eine Diagonale treffen, etwa diejenige, die durch zwei der Gleichungen: 


& = 0, £+6=—0, &,+§,=0 























Das Fiinfseit und die Gleichung 5'" Grades. 335 


gegeben ist, so muss man ein System x, 4 angeben kénnen, so dass: 
%(@% +- a) + A(@—% + w-%) = 0 
x(a + @%) + A(@-% + o-%) = 0, 
oder, wenn man durch @—@ + @—@ und @—% + w—% dividirt: 
ate yt ~A—0 
astaytjA—O, 
d. h. es muss endlich sein: 
C% + —— @mata,, 


Dies aber kann immer nur eine Eigenschaft der Zahlen a, nicht eine 
von @ sein; setzt man also w? statt wm, d. h. geht man von einer 
Gruppe der Tafel § 9. (3) zu der daneben stehenden iiber, so bleibt 
diese Eigenschaft erfiillt, wenn sie zuvor erfiillt war, und zwei Gerade, 
die neben einander stehenden Gruppen entsprechen, schneiden also 
eine gegebene Diagonale entweder gar nicht, oder sie schneiden sie beide. 

Die von einem solchen Paar getroffenen 5 Diagonalen liegen einzeln 
in den 5 Seitenfliichen des Pentaeders, und man sieht, wie auf jeder 
der Diagonalen so durch zwei solcher Paare die fehlenden Involutions- 
paare ausgeschnitten werden. 

Bezeichnen wir, um die Gruppirung zu iibersehen, die Paare der 
* Tafel § 9. (3) der Reihe nach durch: 

5, B We ee Ss 
Die Diagonalen aber mégen durch Zahlencombinationen wie 12,34 be- 
zeichnet sein, so dass 12,34 diejenige Diagonale darstellt, welche in 
der Ebene §; = 0 liegt, und in derselben den Schnittpunkt von §, = 0, 
& =O mit dem Schnittpunkte von & —0, &, = 0 verbindet. In der 
folgenden Tafel sind dann die 6 Paare mit denjenigen Diagonalen zu- 
sammengestellt, welche sie schneiden: 
I. 12,35; 13,45; 14,23; 15,24; 25,34 
Il. 12,45; 13,25; 14,23; 15,34; 24,35 
Ill. 12,34; 13,25; 14,35; 15,34; 23,45 
(8) IV. 12,35; 13,24; 14,25; 15,34; 23,45 
V. 12,45; 18,24; 14,35; 15,23; 25,34 
VI. 12,34; 13,45;. 14,25; 15,23; 24,35. 
Die 6 Paare selbst bilden eine Doppelsechs. 

Damit nimlich 2 Gerade sich schneiden, ist es ndthig und hin- 
reichend, dass die Pentaedercoordinaten zweier Punkte der einen und 
zweier Punkte der andern mit den Coefficienten der linearen Identitit 
eine Determinante vom Werthe Null besitzen. Als 2 Punkte einer 
der 12 Geraden nehmen wir ihre Asymptotenpunkte; combiniren wir 
aber die Coordinaten, welche durch eine Reihe der ersten Columne 
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§ 9. (3) gegeben sind und ihre reciproken Werthe mit einer nicht 
gegeniiberstehenden Reihe der zweiten Columne und deren reciproken 
Werthen, so verschwindet immer die in Rede stehende Determinante. 

Die Gleichung 36' Grades, von welcher im Allgemeinen die Auf- 
findung der Doppelsechsen abhiingt, hat also hier eine rationale Wurzel, 
und von den 36 Paaren von Abbildungen der Fliche auf einer Ebene 
ist 1 Paar rational, jede der beiden Abbildungen selbst durch Lisung 
einer einzigen quadratischen Gleichung aufstellbar. 


§ 17. 


Ueber die Abbildung der Diagonalfliiche und ein merkwiirdiges 
ebenes Sechseck. 


Eine solche Abbildung will ich genauer untersuchen. thre Fun- 
damentalpunkte sind durch die 6 Geraden einer Columne § 9. (3) 
gegeben, die 6 gegeniiberstehenden Geraden bilden sich als die Kegel- 
schnitte durch je 5 dieser Punkte ab. Die Trennung der Fundamental- 
punkte wiirde die Lésung einer Gleichung 6'°" Grades erfordern, welche 
Resolvente der Gleichung 5'" Grades ist, also schliesslich die Liésung 
der letztern. Wir brauchen diese nicht, um die Abbildung herzu- 
stellen; aber wir kénnen sie uns ausgefiihrt denken, um die Lage der 
Fundamentalpunkte zu studiren. 

Die Diagonalen sind in der Abbildung durch die 15 Verbindungs- 
linien der Fundamentalpunkte dargestellt, je drei, welche durch eine 
Ecke gehen, durch Verbindungslinien , welche jeden Fundamentalpunkt 
und keinen doppelt enthalten. Solche drei miissen sich in einem Punkte 
schneiden, dem Bilde einer Ecke. Man hat daher den Satz: 

Von der Diagonalfliche existiren 2 conjugirte Abbildungen, 
bei denen die 6 Fundamentalpunkte so liegen, dass zehnmal 
3 Verbindungslinien, welche alle 6 enthalten, sich in einem 
Punkte treffen. 

Im Ganzen giebt es 15 Dreiecke, welche man so legen kann, dass 
die Seiten eines jeden alle Fundamentalpunkte und jeden nur einmal 
enthalten. Von diesen gehen im vorliegendén Falle 10 in drei Strahlen 
durch einen Punkt iiber; die 5 iibrigen entsprechen den Diagonaldrei- 
ecken, welche in den Fliichen des Pentaeders liegen. 

Da durch das Obige die Existenz solcher ebenen Sechsecke darge- 
than ist, welche auf 10 Arten ein Brianchon’sches Sechseck liefert, 
so entsteht die Frage, wie sie zu finden sind. Ich werde zeigen, dass, 
abgesehen von projectivischer Umformung, nur ein einziges solches exi- 
stirt; dass dieses aber in reeller Weise dargestellt werden kann. 

Bezeichnet man, der Tafel (8) entsprechend, die Ecken des Sechs- 
ecks durch: 
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I, 0, 0) 7, V, Vi, 

so schneiden sich, abermals der Tafel gemiiss, in je einem Punkte 
fulgende Tripel ihrer Verbindungslinien, welche den in den Ecken 
des Pentaeders zusammenstossenden Tripeln von Diagonalen entsprechen: 

Il V, I VI, UIV 

| hh, ats. Se 

Ili VI, 11 IV, I V 

a i, IV Wi, 2 F 
(9) yy, |: ee 

I WU, V VI, WIV 

V VI, I ‘WW, Ut IV 

; 2; ve, ae 

wy, & ty, 2 7 

va, © Oe oe oe 
Gehen wir von den ersten beiden Tripeln aus, und bezeichnen durch 
P, Q die Punkte, in denen die Strahlen derselben sich schneiden, so 
haben wir zwei Strahlbiischel: 


PQ, PIVI, PIlIV, PIV 
PQ, PILVI, PIV, PIIV. 


- Dieselben sind in perspectivischer Lage; denn die Punkte VI, III und 
der Schnittpunkt von II V mit I IV, also die Schnittpunkte entspre- 
chender Strahlen dieser Biischel, liegen wegen des letzten Tripels der 
Tafel (9) auf einer Geraden. Bezeichnen wir also die Gleichung der 
Geraden PQ durch M = 0, ferner die der Geraden: 


PIVi, PIIW, PUV 
A=0, A+M=0, A+uM=0; 
so kénnen wir die Gleichungen der Geraden: 
PW VI, PIV, PIIV 
B=0, B+M=0, B+euM=0 
darstellen, und die Punkte I, IJ, HI, IV, V, VI werden Durchschnitte 


durch: - 


durch: 


— I : A=0 , B+emM=0 
Il : A+uM=0, B=0 

- ll: 4+M=0 , B+M=0 
IV: A+M=0 , B+uM=0 
V : AtpM=0, B+M=0 
VI : A4=0 , Ba, 


Betrachten wir nun die Geraden I Il, VIIV, welche wegen des 
8' Tripels der Tafel sich mit III V in einem Punkte S schneiden. Den 
Strahl PS bezeichne ich durch: 
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A+oWU=0. 
Dann schneiden sich auf VIIV die Paare: 


A=0 A+eM=0 A+ M=0 M=0 

B=0 B+ M=0 Bo+euM=0 M=0, 
auf III aber die Paare: 

A=0 A+oeM=0 A+uMU=0 M=0 

B+uM=—0 B+ M=0 B=0 M=0. 


Indem man die Doppelverhiltnisse beidemal gleichsetzt, erhilt man 
also die beiden Gleichungen: 
eu=1 , w—e—1=90, 
oder: 
(11) we—p—1l=0. 


Das Doppelverhiltniss ~, welches die beiden Strahlbiischel P, Q 
characterisirt, ist also hierdurch voéllig bestimmt; es kann nur noch 
die Werthe: : 
(12) p= ith 


¥ 





annehmen, welche auf das Theilungsverhiiltniss des goldenen Schnitts 
zuriickfiihren. 

Die beiden Fille aber, welche durch die beiden Werthe (12) noch 
unterschieden sind, kann man projectivisch aufeinander zuriickfiihren. 
Bezeichnet man einen der Werthe (11) durch w, den andern durch w’, 
so ist ein Sechseck durch die Formeln (10), das andere durch die 


Formeln: 
A = 0 ? B + uM = 0 


A+wM=0, B=0 
A+M=0 , B+M=0 
A+M=0 , B+wMU=0 
A+wM=0, B+M=0 
A=0 , B=0 
gegeben. Setzt man nun: 

=—WM’, A=A+M, B=B4M, 


und beachtet, dass w’+ u+1—0, so gehen die Gleichungen (13) 
in die Gleichungen (10) iiber, wobei w wieder dasselbe ist, und nur 
A’, B, M’ an Stelle von A, B, M getreten ist. Daher ist dieses 
zweite System dem ersten projectivisch. 


(13) 


Es bleibt also, von projectivischen Verinderungen abgesehen, nur 
ein einziges System iibrig, welches die fraglichen Eigenschaften be- 
sitzen kann. Im Vorigen sind nur einige der Tripel bei ihm nach- 
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gewiesen; dass alle iibrigen ihm auch zukommen, folgt aus der be- 
wiesenen Existenz einer Combination mit jenen 10 Tripeln. Es ist 
iibrigens leicht, das Vorhandensein simmtlicher 10 Durchschnittspunkte 
vom Tripel direct einzusehen. 


§ 18. 


Die Fliche 2‘ Ordnung, welche die Diagonalfliiche in dem Bilde 
von C = 0 schneidet. 


Man verkniipft nun diese Betrachtungen mit den im Friiheren 
entwickelten durch die Bemerkung, dass unter den Tangenten von 
C = 0 die Doppelwendetangenten durch die zuletzt gefundenen Paare 
von Asymptotenpunkten abgebildet werden. 

Man sieht dies augenblicklich, wenn man erwiigt, dass die § die Wurzeln 
der auf ein Paar x, y bezogenen Gleichung fiir das Schnittpunktsystem 
einer Tangente von C=O mit den Seiten des Vielseits sind. Dass 
diese bis auf etwa einen gemeinsamen constanten Factor durch die 
Gruppen § Y. (3) dargestellt werden, wenn die Gerade eine Doppel- 
wendetangente ist, wurde in § 9. entwickelt. Man sieht also, dass 
man die Beriihrungspunkte dieser Tangenten mit C = 0 erhilt, wenn 
- man in (1) die € durch diese Gruppen ersetzt; ferner dass in jenen 
Formeln wirklich nur die x mit den y vertauscht werden, wenn man 
die € durch ihre reciproken Werthe ersetzt. Endlich aber wird es 
hierdurch klar, weswegen diese Tangenten, als Doppeltangenten von 
}==0, nicht durch einzelne Punkte, sondern durch Punktepaare, die 
12 Paare der Asymptotenpunkte, abgebildet werden. 

Hiérmit sind dann aber auch die Grundlagen fiir die geometrische 
Definition der Fliche 2'" Ordnung gewonnen, die mit der Diagonal- 
fliche zusammen die Raumcurve 6'*' Ordnung bestimmt, welche das 
Bild von C=O ist. Jene Fliche 2‘ Ordnung: 


TF? == 0 


geht nimlich offenbar durch alle Asymptotenpunkte; aber sie ist auch 
die einzige Fliche 2'** Ordnung, welche diese Eigenschaft besitzt, und 
ist dadurch véllig und eindeutig bestimmt. Und andererseits ist es 
eine besondere Eigenschaft der Diagonalfliiche, dass 24 ihrer Asymp- 
totenpunkte auf einer Fliche 2'*' Ordnung liegen. 

Weitere Punkte der Fliche, welche man leicht bestimmen kann, 
sind diejenigen, welche den gemeinsamen Tangenten von A = 0 und 
C = 0, also den Werthsystemen § 8.: 


ee er eer 


(in den verschiedenen Anordnungen) entsprechen. Dieses sind zugleich 
die Durehschnitte der Fliche mit den Diagonalen; und man sieht, dass 
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sie folgendermassen in den Fliichen des Pentaeders liegen. Auf einer 
Fliche, etwa & —0, wird ein Vierseit ausgeschnitten, dessen Diago- 
nalen durch: 


1) + &=—0 
2) §&,+§& =0 
3) &,+&=—0 


gegeben sind. Diesen Gleichungen geniigen der Reihe nach die An- 
ordnungen der obigen Gruppe (wobei nur die wesentlich verschiedeneu 
angegeben sind): 

1) 1, —1, i} 6, © s 1, —1l, —i, ‘, © 

2) 1, i, —1, —i, O ; 1, —i, —1l, i, O 

3) 1, 5 —t, —1, 0 ; A, =f, ig pede 9 
Auf jeder der Diagonalen aber entstehen 2 Punktepaare, welche 2 Ecken 
des Vierseits und den Durchschnitten mit den andern Diagonalen ent- 
sprechen. Zu diesen sind die obigen 3 Punktepaare gleichzeitig har- 
monisch; und man kann also sagen: 

Die Kegelschnitte, in denen die Fliiche X&* = 0 die Pen- 
taederfliichen schneidet, gehen immer durch die 3 Paare von 
Doppelpunkten der Involutionen, welche auf den Diagonalen 
durch 2 Ecken und die Schnitte mit den 2 andern in derselben 
Fliiche liegenden Diagonalen bestimmt sind. 

Auch durch diese Kegelschnitte ist die Fliche 2'* Ordnung mehr als 
hinreichend bestimmt. 

Die Curve 6'* Ordnung aber, in welcher diese Fiche 2' Ord- 
nung die Diagonalfliiche schneidet, ist an und fiir sich durch eine 
mehr als hinreichende Anzahl von Punkten geometrisch bestimmt. 
Denn sie geht durch die 24 Asymptotenpunkte, welche nicht in die 
Ecken des Pentaeders fallen, und durch die 30 in dem letzten Satze 
angefiihrten Doppelpunkte der in den Seitenflichen des Pentaeders er- 
zeugten Involutionen. 


§ 19. 


Zusammenhang der obigen Untersuchungen mit der Auflésung 
der Gleichungen 5'" Grades. 


Es bleibt mir nun iibrig den Zusammenhang darzulegen, in welchem 
die oben angestellten Betrachtungen mit der Lésung der Gleichung 
Hien Grades f = 0 stehen. 

Wenn man nach Hermite die Gleichung: 

(1) x—axrz—b=0 
als durch elliptische Functionen unmittelbar gelést betrachtet , so kommt 
es nur darauf an, die Gleichung 5'" Grades in diese Form zu bringen. 
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Man hat dann nur einen beliebigen Punkt der Raumcurve 6' Ordnung 
zu ermitteln, was geschieht, indem man eine Erzeugende der Fliche 
Y = 0 mit der Diagonalfliiche schneidet. Dazu ist eine quadratische 
und eine cubische Gleichung zu lésen; erstere, um eine Erzeugende 
der Fliiche 2 Ordnung zu finden; die andere, um die Durchschnitte 
derselben mit der Diagonalfliche zu bestimmen. Der gefundene Punkt 
der Raumcurve 6" Ordnung giebt eine Tangente von C= 0, und wie 
das Schnittpunktsystem auf dieser zu der Form (1) fiihrt, ist in § 11. 
gezeigt worden. Kennt man die Schnittpunkte dieses Systems, so sind 
auch die Seiten des Fiinfseits getrennt, die gegebene Gleichung 5' 
Grades gelést. ' 

Dagegen kann man ferner, wie es Kronecker gethan, die Glei- 
chung 5'" Grades dadurch lésen, dass man eine Resolvente derselben 
mit der Modulargleichung der Transformation 5'* Ordnung elliptischer 
Functionen in unmittelbare Beziehung bringt. 


Als eine solche Resolvente ist die Gleichung 6'" Grades zu be- 
trachten, durch welche die 6 Doppeltangenten von B, = 0 (oder was 
dasselbe ist, die 6 Doppeltangenten von B, =) von einander ge- 
trennt werden. Man kanu also etwa die Gleichung fiir das Schnitt- 

punktsystem aufstellen, welches eine beliebige Gerade auf einer dieser 
’ Gruppen ausschneidet. Die Trennung der beiden Gruppen selbst er- 
folgt durch eine quadratische Gleichung; und die Gleichung des Pro- © 
dukts aller Geraden einer Gruppe ist also rational darstellbar, mit der 
Ausnahme, dass eine einzige Quadratwurzel in den Coefficienten auf- 
tritt, die Wurzel aus der Discriminante der urspriinglichen Gleichung. 

Keunt man eine Wurzel einer solchen Resolvente, so kennt man 
auch eine Doppeltangente von B, = 0 oder B, =O, d. h. eine Dop- 
pelwendetangente von C = (). Aber auf einer solchen wird das Schnitt- 
punktsystem mit den Seiten des Fiinfseits durch eine reine Gleichung 
5'= Grades gegeben, ist also als bekannt anzusehen. Nur ist zuvor, 
um die Gleichung 5'" Grades auf diese Form zu bringen, eine qua- 
dratische Gleichung zu lésen, welche die beiden Wendepunkte von C 
auf dieser Tangente trennt; diese muss man zu Grunde legen, um der 
Gleichung die Form z,5— 2,5 =O zu geben. 

Man kann diese Auflésungsmethode in folgendem Satze zusammen- 
fassen : , 

In einer gegebenen Gleichung 5'” Grades bilde man das 
Fiinfseit, dessen Curve B, = 0 (oder B, = 0), und suche eine 
der 6 Doppeltangenten dieser Curve. Fiihrt man deren Beriih- 
rungspunkte als Grundpunkte ein, so nimmt die Gleichung 5 
Grades die Form einer reinen Gleichung an, und ist also gelist. 


Ich werde nun zeigen, wie die Trennung der 6 Doppeltangenten 
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Geradenpaare : 
A=0 ‘ 


A+uM=0 ? 
A4+Bue , 
4+-Bee , 
A+uM=0 , 
A=0 ' 


Eliminirt man aus den Gleichungen 
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einer Gruppe auf die Modulargleichung fiir die Transformation 5 Ord- 
nung der elliptischen Functionen zuriickkommt. 

Den 6 Tangenten der Gruppe entsprechen eindeutig die Geraden, 
welche die eine Hiilfte der ausgezeichneten Doppelsechs der Diagonal- 
fliche bilden. Da, wie oben erwiihnt, die zur Abbildung der Fliiche 
zu lésende Gleichung 36'° Grades eine dieser Doppelsechs entsprechende 
rationale Wurzel hat, so kann man eine Abbildung sofort leisten*), 
bei welcher jene 6 Geraden die Fundamentalpunkte liefern, und diese 
Fundamentalpunkte bilden jenes merkwiirdige in § 17. behandelte Sechs- 
eck, dessen Seiten sich zehnmal zu drei in einem Punkte schneiden. 

Man hat also ein Vieleck in der Ebene, wie friiher Vielseite, welche 
algebraische Gleichungen repriisentirten. Die Betrachtungen der ersten 
Paragraphe finden hier sofort Anwendung, nur sind die geometrischen 
Begriffe nach dem Principe der Dualitit umzuformen. 


Man erhilt eine doppelt unendliche Zahl von Gleichungen, welche 
zur Trennung der Ecken dieses Sechsecks dienen kénnen, wenn man, 
wie friiher die Schnittpunktsysteme auf Geraden, so jetzt die Strahl- 
biischel betrachtet, welche von beliebigen Punkten der Ebene nach 
den Ecken des Sechsecks hingehen. 
thnen sich eine einfach unendliche Reihe von Gleichungen befindet, welche 
lineare Transformationen der gedachten Modulargleichung sind. 

Da nimlich die Invarianten des Sechsecks (vgl. § 2.) hier offenbar 
rein numerische Gréssen sind, so geht die eine zwischen den Inva- 
rianten eines solchen Strahlbiischels und denen des Sechsecks bestehende 
Beziehung hier in eine reine Invariantenrelation fiir den Strahlbiischel 
iiber, welche fiir alle Punkte der Ebene, als Biischelscheitel betrachtet, 
besteht. Diese kann man in folgender Weise entwickeln. 


Nach § 17. entstehen die Ecken des Secksecks, bei einer gewissen 
unsymmetrischen Erzeugungsweise, durch die Schnitte der folgenden 


x, so erhilt man die Gleichungen der 6 Ecken; sie haben die Form: 


*) Sie wird mittelst eines ausgezeichneten Systems von Raumcurven 3!" Ord- 
nung ausgefiihrt, welche man auf der Fliiche angeben kann. 































Ich werde zeigen, dass unter 


B+uM=0 
B=0 
B+ M=0 
B+uM=0 
B+ M=0 
B=0. 


eines Paars und aus uw, —O die 
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U+uVv=0 
U+uw=0 
U+V+Ww=0 


U+uV+w=0 
U+V+4uw=0 
U=0Q. 
Setzt man endlich in diesen Gleichungen u; = p; + Aq;, so erhilt 
man die Parameter 4 der Strahlen, welche von dem Schnittpunkte der 
Geraden p, = 0, gz =O nach den Ecken des Sechsecks gezogen sind. 


Bezeichnen wir sie der Reihe nach durch 4,, 4,...4,, so sind sie 
durch die Gleichungen gegeben : 

(Up + A, U,) + (Vp + 4,V,) = 0 

(Uy, + 4, Uz) + u(W, + 4, W,) =0 


(Up + ayUy) + (Vo +45%2) + (Wy +4, W,) =0 
(Up + 4,0) + W(Vp + 4,Vq) + (Wp +4, W,) =0 
(Up + 450,) + (Vn + 45;V_) + u(We + 4; W,) = 0 
(Up + 46 U2) == Q. 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen die 6 Gréssen: 
U,, U,,; V2, Vo, W,, W,, 
so erhilt man eine Beziehung zwischen den 4A, welche gilt, von 


welchem Punkte der Ebene aus man auch den Strahlbiischel gelegt 
hat. Diese Beziehung ist: 


L- A, # wa, 0 0 @| 
- > 0 o- ely 4 
1 A, 1 A, 1 A, 
men 1 A, u wd, 1 a, | 
wh A; 1 A; eo pd, | 
| 1 A, O 0 0 = 


Beachtet man, dass u? — wu — 1 = 0, so findet man leicht, dass diese 
Gleichung sich in folgende verwandelt: 


O = AAA, Ay AQAS FP Ay Ag AY Hp AQ AgAS + ALAS AG 
(1) H Ag Ag AG AAS AG AQ Ag AG + Ag AgAS + AAS A, 
any © ey ee ee ee ee 
me SY ee ee ee Ye ee ee 
Der Ausdruck rechts ist die einfachste Combination der Wurzeln 
%, welche die Eigenschaft hat, durch Vertauschung derselben nur 


6 Paare von gleichen und entgegengesetzten Werthen anzunehmen. 
Diese Combination hat Herr Joubert (Comptes Rendus, 1867) studirt, 
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und gezeigt, dass das Produkt der. 6 Werthe, welche der Ausdruck 
fiir positive Permutationen der Wurzeln annimmt, sich durch eine In- 
variante der Form 6'" Grades: 


f= @ (8, — Ay 2) (2 — Age) (@ —Ay 2) (2, — Ay 2) (2, —A; 2) (@) — ge.) 
ausdriickt. Setzen wir symbolisch: 
f= a,® = b.6 vse, 


und bilden die Covarianten und Invarianten: 


A = (ab)® 
¢ == (ab)! a,?b,? = 4,4 
B= (iv)! 


O = (iF (ry Wy, 
so wird das Verschwinden eines der Ausdriicke (1) durch das Ver- 
schwinden der Invariante: 

(2) 125C — TH AB — 6A? = 0 
ausgedriickt. Demnach hat man folgenden fiir unser Sechseck characte- 
ristischen Satz: 
Alle Strahlbiischel, welche von Punkten der Ebene nach den 
Ecken eines zehnfach Brianchon’schen Sechsecks gezogen werden 
kinnen, haben die Eigenschaft, dass fiir die durch sie reprii- 
sentirten Formen 6'" Grades die Invariante: 
125C — 75 AB —6A3 © 
verschwindet. 

Es mag wor beiliufig daran erinnert werden, dass in Folge dieser 
Gleichung die dem Strahlbiischel entsprechende Gleichung 6'" Grades 
eine Resolvente 6'" Grades besitzt (deren Wurzeln die aus (1) durch 
positive Permutationen ‘hervorgehenden Ausdriicke sind), welche eine 
Wurzel 0 hat und sich also auf eine Gleichung 5'" Grades reducirt. 

Aber nach dem Friiheren (§ 3.) liegen alle Punkte, fiir welche 
die Invariante A des Strahlbiischels verschwindet, auf einer Curve 6' 
Ordnung, welche die Ecken des Sechsecks zu Doppelpunkten hat. 
Setzt man fiir das Produkt der Ecken des Sechsecks symbolisch den 
Ausdruck : 

YP = Ua’ = us®..., 
so ist die Gleichung dieser Curve: 

A = (aBzx)* = 0. 
Diese Curve ist also das Bild des Durchschnitts der Diagonalfliiche 
mit einer Fliche 2’ Ordnung; eine Curve, bei welcher, wie in § 15. 
bei ahnlicher Veranlassung entwickelt wurde, unendlich viele Tripel 
von Punkten durch Lésung quadratischer Gleichungen gefunden 
werden kénnen. Da nun die Punkte eines Tripels durch eine cubische 
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Gleichung getrennt werden, so kann man durch Liésung quadra- 
tischer und einer cubischen Gleichung unendlich viele Punkte der 
Ebene finden, fiir welche A verschwindet. Dann aber verschwindet 
nach (2) auch C; aber, wie nach Herrn Joubert fiir die Modular- 
gleichung A und C verschwinden, so lisst sich auch zeigen, dass jede 
solche Gleichung als lineare Transformation der Modulargleichung auf- 
gefasst werden kann, und man hat den Satz: 
In der Ebene kann man durch Lisung quadratischer und 
cubischer Gleichungen beliebig viele Punkte einer Curve A = 0 
finden; die Punkte dieser Curve haben die Eigenschaft, dass die 
Gleichungen der von ihnen nach den Ecken des zehnfach 
Brianchon’schen Sechsecks gehenden Strahlbiischel lineare 
Transformationen der Modulargleichung sind. 

Dass die Gleichung 6'" Grades, fiir welche A = 0, C = 0, wirk- 
lich durch eine lineare Transformation in die Modulargleichung iiber- 
gefiihrt werden kann, entnimmt man sofort der Abhandlung des Herrn 
Gordan, Annali di mat. Bd. I. Ser. II. Fiihren wir ausser den oben 
schon benutzten Invarianten und Covarianten der Form 6'" Grades 
noch die folgenden ein: 

t == (ai)'a.2, m= (il)? 4,7, = (im)? 6,2, 
& = (nl) n.l., D=(mm’)*, R= (lm) (In) (mn), 
so folgt aus der citirten Abhandlung der Satz (vgl. Goéttinger Nach- 
richten 1870, p. 105): 
Sobald A und C verschwinden, bestimme man x = u' aus 
der Gleichung 4" Grades: 
. 1—6v?+x' 12k . 
x(L—x*) — BtV— BD’ 
mittelst der Substitution 
See ee 
vu'—u 7 V—BD’ 
welche hier, indem & und | einen gemeinschaftlichen Factor er- 
halten, eine lineare wird, geht f = 0 in die Modulargleichung: 
vo’ — 4wv + 5we'! — 5u'e? + 4uv — uw = 0 
diber. 

So finden sich denn wirklich alle Elemente der Auflésung der Glei- 
chungen 5'" Grades hier in einem geometrischen Bilde zusammengefasst 
und verbunden; wiihrend diese geometrischen Gebilde selbst merkwiirdige 
Kigenschaften zeigen, denen jener Zusammenhang ein erhdhtes Interesse 
verleiht. 


Géttingen, den 10. Juni 1871. 


Mathematische Annalen IV, 








Ueber eine geometrische Repriisentation der Resolventen 
algebraischer Gleichungen. 


Von Feurx Kee in Girrincen. 


Die allgemeine Theorie der algebraischen Gleichungen wird in 
schénster Weise durch eine Anzahl besonderer geometrischer Leispiele 
illustrirt; ich erinnere nur*) an das Problem der Wendepunkte der 
Curven 3'* Ordnung, an die 28 Doppeltangenten der Curven 4!" Ord- 
nung, an die 27 Linien auf den Flichen 3'" Grades etc., dann aber 
namentlich auch an die Kreistheilung. 

Der hohe Nutzen dieser Beispiele liegt darin, dass sie die an und 
fiir sich so eigenartig abstracten Vorstellungen der Substitutionstheorie 
in anschaulicher Weise dem Auge vorfiihren. Sie beziehen sich zumeist 
auf Gleichungen von sehr particulirem Character, zwischen deren 
Wurzeln besondere Gruppirungen Statt haben, und lassen also iiber- 
sehen, wie so derartige besondere Gleichungen auftreten kénnen. Ich 
will nun im Folgenden auf eine Methode aufmerksam machen, vermége 
deren man ein geometrisches Bild fiir die allgemeinen Gleichungen 
eines beliebigen Grades erhiilt, insbesondere fiir diejenigen Gruppirungen 
der Wurzeln einer solchen Gleichung, wie man sie zur Aufstellung der 
Resolventen gebraucht. Diese Methode benutzt als Bild fiir die 
Wurzeln einer Gleichung » Elemente des Raumes von (n — 2) Dimen- 
sionen und ersetzt die Vertauschungen der Wurzeln unter sich durch 
diejenigen linearen Transformationen des genannten Raumes, durch 
welche die » gegebenen Elemente in sich iibergefiihrt werden. Ver- 
moge dieser Repriisentation wird die Theorie der Gleichungen » . Grades 
in einen merkwiirdigen Zusammenhang gebracht mit der Theorie der 
Covarianten von » Elementen eines taumes von » — 2 Dimensionen, 
so zwar, dass jede der beiden Theorieen geradezu als ein Bild der 
anderen angesehen werden kann. — Das Wesentliche an dieser Vor- 
stellungsweise ist, dass die Vertauschungen der » Wurzeln unter sich 
im geometrischen Bilde ersetzt werden durch lineare 'Transformationen 


*) Vergl. Camille Jordan. ‘Traité des Substitutions. I, p. 301 ff. 
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eines continuirlichen Raumes. Auch Gleichungen von _particuliirer 
Art kann man in fhnlicher Weise geometrisch versinnlichen, wobei 
dann nicht mehr alle, sondern nur die charakteristischen Vertauschungen 
ihrer Wurzeln im Bilde als lineare Raumtransformationen erscheinen. 
Ich beschriinke mich im Folgenden darauf, zu zeigen, das eben dieser 
Charakter des geometrischen Bildes sich bei den Wendepunkten der 
Curven 3' Ordnung und bei den Kreistheilungsgleichungen vorfindet. 
— Weiterhin will ich dann noch fiir die allgemeinen Gleichungen 6' 
Grades eine auf denselben Principien begriindete Repriisentation geben, 
welche der Liniengeometrie entnommen ist, und durch welche man 
ein in sich geschlossenes System von 360 linearen und 360 reciproken 
Umformungen des Raumes von 3 Dimensionen kennen lernt. Dabei 
tritt insbesondere auch die bekannte Resolvente 6'° Grades solcher 
Gleichungen in Evidenz, welche der besonderen*) Gruppe von 120 
Substitutionen entspricht, die sich bei 6 Elementen aufstellen liisst 
und nicht mit den 120 Substitutionen von 5 Elementen identisch ist. 

Die niichste Veranlassung zu den hiermit angedeuteten Dingen 
sind mir die geometrischen Betrachtungen gewesen, die Herr Clebsch 
in dem vorstehenden Aufsatze behufs Discussion der Gleichungen 5'" 
Grades angewandt hat, und welche mir derselbe in wiederholten per- 
sdnlichen Unterhaltungen mitzutheilen die Giite hatte. Auf der anderen 
Seite stehen dieselben im engsten Zusammenhange mit den Betrach- 
tungen iiber lineare Transformationen geometrischer Gebilde in sich 
selbst, wie dieselben von Herrn Lie und mir in dem Aufsatzé: ,,Ueber 
diejenigen ebenen Curven, welche durch ein geschlossenes System von 
einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transformationen in 
sich iibergehen “ (diese Annalen, IV. 1), auseinandergesetzt worden sind. 


I. 


Geometrische Repriisentation fiir die Gleichungen x'" Grades. 
Es seien n Elemente (oder n ebene Mannigfaltigkeiten von (n — 3) 
Dimensionen) des Raumes von (n — 2) Dimensionen gegeben. Dieselben 
gehen durch ein geschlossenes System*) von n! linearen Transformationen 
des betreffenden Raumes in sich iiber. 
Man kann niimlich allgemein durch eine lineare Transformation 
eines solchen Raumes » Elemente desselben in » beliebige tiberfiihren ; 
*) Cf. Serret. Traité d’Algébre Supérieure. t. II, p. 308, 

**) Unter einem geschlossenen Systeme von ‘l'ransformationen soll hier, wie 
dies bereits in der citirten Arbeit von Herrn Lie und mir geschehen ist, ein 
System verstanden werden, dessen Transformationen mit einander combinirt immer 
wieder Transformationen des Systems ergeben. , 

23 
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es ist andererseits die Transformation vollkommen bestimmt, wenn » 
von einander unabhiingige entsprechende Elementenpaare gegeben sind. 
Insbesondere kann man nun » Elemente mit ihren » entsprechenden 
in beliebiger Reihenfolge zusammenfallen Jassen. Es giebt hiernach 
so viele lineare Transformationen des Raumes, durch die beliebig ge- 
wihlte » Elemente in sich iibergefiihrt werden, als es Permutationen 
von x Dingen giebt, also n/. Diese Transformationen bilden ein ge- 
schlossenes System, da beliebig viele von ihnen mit einander combinirt 
wieder eine lineare Transformation ergeben, durch welche die Gesammt- 
heit der » Elemente ungeiindert bleibt, die also selbst dem gegebenen 
Systeme angehort. 

Ein Beispiel bilden: 3 Punkte einer Geraden, welche durch 6, 
4 Punkte einer Ebene, welche durch 24, 5 Punkte des Raumes, welche 
durch 120 lineare Transformationen ihrer bez. Triiger in sich iiber- 
gehen. 

Auf ein beliebiges Element des Raumes von (x — 2) Dimensionen 
denke ich mir nun die »/ Transformationen angewandt, welche die » 
gegebenen Elemente unter einander vertauschen. Dasselbe nimmt dann 
im Allgemeinen »/ besondere Lagen an. Das System der somit er- 
zeugten n! Elemente ist das Bild der Galois’schen Resolvente der 
durch die n gegebenen Elemente vorgestellten Gleichungen n°” Grades. 

‘tir besondere Annahmen des beliebigen Elementes kénnen die 
n! Elemente, welche aus ihm hervorgehen, zu mehreren jedesmal zu- 
sammenfallen. Die Galois’sche Resolvente wird dann eine Potenz 
eines Ausdrucks, der als eine besondere Resolvente bezeichnet wird. 

Als Bild jeder besonderen Resolvente erscheinen also diejenigen 
Elementengruppen , welche mehrfach zihlend in den allgemeinen Gruppen 
von n! Elementen enthalten sind. 

Diese geometrischen Definitionen sind einer analytischen Einklei- 
dung fihig, welche die vollkommene Identitiéit derselben mit den ge- 
wohnlichen Definitionen der Substitutionstheorie klar darlegt. Die » 
gegebenen Elemente mégen durch ihre Gleichungen vorgestellt sein: 


p=O0, g=0, Pa 6 o hae 


Zwischen den linearen Ausdriicken p, g, 7 .... besteht eine lineare 
identische Gleichung. Wir wollen nun die Ausdriicke p; q, 7... von 
vornherein mit solchen Constanten multiplicirt denken, dass die Iden- 
titiit die Form hat: 


Om ptatrt-cseeceeee 
Unter dieser Annahme sind die »/ Transformationen des Raumes dar- 
gestellt, indem man die neuen p, q, 7, ... den friiheren in beliebiger 
Reihenfolge gleichsetzt. Die fraglichen linearen 'lransformationen sind 
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also in ganz gleicher Weise bezeichuet, wie die Vertauschungen von 
n Dingen p, q, 7, ..... 
Sei ferner ein beliebiges Element gegeben: 


O—aptba+ter+-:-:--- 

Die »/ Elemente, die aus diesem durch die betr. Transformationen 
hervorgehen, sind dargestellt durch alle diejenigen Gleichungen , welche 
aus der vorstehenden durch die Vertauschungen der p, qg, 7... oder, 
was auf dasselbe herauskommt, der a, b, c ... abgeleitet werden 
kénnen. Die Multiplication aller dieser Gleichungen mit einander 
ergiebt die Gleichung der ganzen Elementengruppe, die das Bild der 
Galois’schen Resolvente ist. Besonderen Werthen von a, b, c... 
entsprechend kann dann diese KResolvente die Potenz eines niederen 
Ausdruckes werden. 

Wir wollen das Gesagte durch das Beispiel » = 4, also das Vier- 
eck, oder, was bequemer ist, das Vierseit in der Ebene*) illustriren. 

Die 4 Seiten desselben seien vorgestellt durch: 


p=0, q=0, r=0, s=0, 
wobei die Identitit besteht: 
Pratr+s=0. 
* Aus jeder beliebig angenommenen Geraden: 


ap+b¢+ert+tds=0 

entsteht im Allgemeinen ein System von 24 zusammengehdorigen. Die- 
selben kann man leicht in folgender Weise construiren. Die beliebig 
angenommene Gerade schneidet die 4 Seiten des Vierseits in 4 Punkten, 
welche mit den jedesmal auf einer solchen Seite liegenden 3 Eck- 
punkten des Vierseits ein gewisses Doppelverhiiltniss bestimmen. Man 
construire nun auf jeder Seite diejenigen 24 Punkte (von denen der 
jedesmalige Schnittpunkt einer ist), welche mit den 3 auf der Seite 
liegenden Eckpunkten, die letzteren in beliebiger Reihenfolge genommen, 
eins der 4 Doppelverhiiltnisse bilden. Diese viermal 24 Punkte liegen 
zu 4 vierundzwanzigmal auf einer Geraden; diese 24 Geraden (von 
denen die gegebene eine ist), sind die gesuchten. 

Geht die beliebig gewihlte Gerade insbesondere durch ginen Kck- 
punkt des Vierseits, so erhiilt man, wie leicht zu sehen, nur 12 Ge- 
rade, die paarweise durch die Eckpunkte des Vierseits gehen. In der 
That, wenn die gegebene Gerade durch einen Eckpunkt geht, miissen 
zwei der Coefficienten a, b, ¢, d einander gleich werden. Die Ga- 
lois’sche Resolvente wird dem entsprechend das Quadrat einer Glei- 
chung 12' Grades. 


*) Vergl. den vorstehenden Aufsatz § 4. 
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Insbesondere kann die gegebene Gerade durch 2 gegeniiberstehende 
Eckpunkte des gegebenen Vierseits gehen. Dann erhilt man nur noch 
Systeme von 3 Geraden, niimlich die 3 Diagonalen des Vierseits. Die- 
selben sind das Bild einer Resolvente 3" Grades, und wird man auch 
auf eine solche gefiihrt, wenn man die a, b, c, d paarweise gleich- 
nimmt, also etwa, was wegen der zwischen den p, 7, 7, s bestehenden 
Identitaét gestattet ist, a= b—1, e—=d = — 1 wihlt. 


Il. 


Die Covarianten von » Elementen des Raumes 
von » — 2 Dimensionen. 


Die Gruppen von x/ Elementen, welche nach dem Vorstehenden 
gegebenen » Elementen des Raumes von (x — 2) Dimensionen zuge- 
ordnet werden, sind offenbar Covarianten des Systems gegebener Ele- 
mente, in welchen die absoluten, durch lineare Transformationen un- 
verinderlichen Zahlenwerthe (Doppelverhiiltnisse), durch welche das 
hinzutretende Element mit Bezug auf die » gegebenen festgelegt wird, 
als Parameter fungiren. 

Die Gleichungen dieser Covarianten haben eine merkwiirdige EKigen- 
schaft. Sie sind rational aus den symmetrischen Functionen der p, 4, 
vr, ... Zusammensetzbar. Es geht das unmittelbar aus der Entstehung 
dieser Gleichungen hervor, die wir erhielten, indem wir in einer be- 
liebigen linearen Gleichung die p, q, 7, . . . auf alle Weisen vertauschten 
und dann die resultirenden Gleichungen zusammen multiplicirten. 

Es versteht sich dabei von selbst, dass die Gleichungen der be- 
sonderen Elementengruppen, welche, besonderen Resolventen entspre- 
chend, mehrfach zaihlend in den allgemeinen Gruppen enthalten sind, 
damit auch auf sie diese Darstellung Anwendung finde, in der die 
Multiplicitaét ausdriickenden Potenz genommen werden miissen. 

Andererseits ist ersichtlich, dass von den symmetrischen Fune- 
tionen der p, g, ry ... eine, nimlich ihre Summe, entsprechend der 


Identitiit : 
O=ptatrt+:::: 
in Wegfall kommt. 


Nun lasst sich leicht einsehen, dass die bisher betrachteten Gruppen 
von n! Elementen die einzig denkbaren Covarianten der gegebenen n 
Elemente sind, welche von getrennten Elementen gebildet werden, oder 
allgemeiner, dass jede Covariante der gegebenen n Elemente 


p=0, q=0, r=0 


ee Be 


rational aus den (n — 1) nicht verschwindenden symmetrischen Functionen 
der p, q, Y, ... Zusammengesetzt ist. 
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Im der That, jede Covariante muss durch dieselben linearen Trans- 
formationen in sich iibergehen, wie das urspriingliche Gebilde. Ihre 
Gleichung muss also durch die n/ Vertauschungen der p, gq, r... 
unter sich im vorliegenden Falle ungeiindert bleiben, muss. sich also 
nach bekannten Siitzen rational durch die symmetrischen Functionen 
ausdriicken lassen. : 

Dieses Raisonnement bedarf noch einer Ergiinzung in demselben 
Sinne, wie eine solche fiir die (mehrfach ziihlenden) Covarianten von 
weniger als n/ Elementen nothwendig war. Die Gleichung der Cova- 
riante braucht niimlich nicht véllig bei den Vertauschungen der p, q, 
ry... ungeindert zu bleiben, sondern es kann dabei ein Factor ver- 
treten. Dieser Factor kann aber nur eine Einheitswurzel sein, insofern 
die Wiederholung einer bestimmten Vertauschung endlich einmal die 
Identitiit erzeugt, und also eine bestimmte Potenz des Factors gleich 
wird der Kinheit. Die entsprechende Potenz der Covariantengleichung 
bleibt dann bei den Vertauschungen der p, qg, r, ... vollig unge- 
iindert; sie ist es, die wir als eigentliche Covariante ansprechen miissen, 
und die sich rational aus den symmetrischen Functionen der p, 7, 7,... 
zusammeusetzen liisst. 

Es ist durch die letzten Betrachtungen die Theorie der Covarianten 
von n Elementen im Raume von (n — 2) Dimensionen in engste Ver- 
bindung gesetzt mit der Theorie der Gleichungen n°" Grades. 

Als Beispiel der Anwendbarkeit solcher Ueberlegungen fiir die 
Theorie der Covarianten folge hier die aus ihnen entspringende Be- 
handlung des einfachsten Falles n = 3, also die Behandlung der cu- 
bischen biniiren Formen. 

Es-sei eine cubische biniire Form f gegeben. Dieselbe sei vorge- 
stellt_durch 3 Punkte einer geraden Linie. So kann man die gerade 
Linie durch 6 lineare Transformationen umformen (unter denen die 
Identitiit ist), durch welche die gegebenen 3 Punkte unter einander 
vertauscht werden. Durch dieselben gruppiren sich die Punkte der 
Geraden zu 6 zusammen. Diese Gruppen von je 6 Punkten sind Co- 
varianten der gegebenen cubischen Form; andere Covarianten giebt es 
nicht, in dem Sinne, dass jede Covariante sich in eine Anzahl solcher 
Gruppen von 6 Punkten auflésen muss. 

Es ist nun leicht, sich von dem geometrischen Charakter dieser 
Punktgruppen Rechenschaft zu geben, und erledigt sich dadurch zu-— * 
gleich die Frage: ob etwa unter denselben Potenzen von niederen 
Gruppen enthalten sind. Eine Gruppe von 6 Punkten enthilt nimlich 
wie dies unmittelbar aus der Erzeugung folgt, wie dies andererseits 
auch zu ihrer Definition hinreicht, soleche 6 Punkte, welche mit den 
gegebenen 3, wenn man deren Reihenfolge beliebig vertauscht, das 
niimliche Doppelverhiltniss bilden, oder, wass dasselbe ist, sie enthilt 
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solche 6 Punkte, die mit den gegebenen 3, die letzteren in fester 
Reihenfolge gedacht, 6 zusammengehérige Doppelverhiiltnisse bilden. 
Zusammengehdrig heissen dabei jedesmal diejenigen 6 Doppelverhilt- 
nisse, welche bei veriinderter Reihenfolge von 4 gegebenen Punkten 
auftreten. 

Es geht hieraus hervor, dass sich unter den einfach unendlich 
vielen Gruppen von je 6 Punkten, ausser derjenigen, welche doppelt 
zihlend durch f = 0 selbst vorgestellt wird, 2 ausgezeichnete finden 
werden, entsprechend einem harmonischen und einem iiquianharmo- 
nischen Verhiltnisse. 

Die Gruppe der harmonisch liegenden Punkte besteht aus 3 doppelt 
zahlenden Punkten. Dieselben bilden die Covariante 3'" Grades, welche 
in der Theorie der binairen cubischen Formen gewoéhulich mit @Q be- 
zeichnet wird. 

Die Gruppe der iiquianharmonisch liegenden Punkte umfasst nur 2 
dreifach zihlende Punkte. Dieselben constituiren die quadratische Co- 
variante A der gewéhnlichen Theorie. 

Recht anschaulich hat man die gegenseitige Beziehung der For- 
men ff, Y, 4, wenn man sie nicht als Punkte einer Geraden, sondern 
als Strahlen eines Biischels interpretirt und dabei die beiden Strahlen 
4 =0 nach den unendlich weiten imaginiren Kreispunkten hingehen 
lisst. {= 0 wird sodann von 3 Strahlen gebildet, welche miteinander 
gleiche Winkel = 3 FR einschliessen. @ =O umfasst die Halbirungs- 
linien der von diesen 3 Strahlen gebildeten Winkel. Endlich jede 
sechselementige Gruppe besteht aus solchen 6 Strahlen, welche mit 
den Elementen von f= 0 Winkel = +- » einschliessen, wo  irgend 
eine Neigung bezeichnet. Die linearen Transformationen, durch welche 
f=O und also auch:@ und A, sowie jede sechselementige Gruppe 
in sich iibergehen, bestehen einmal in Rotationen des Strahlbiischels 
in seiner Ebene um jedesmal % R, sodann in einer Rotation des Strahl- 
biischels um ein Element von f= 0 um 2 &, durch welche die Ebene 
des Biischels umgelegt wird. 

Unter Zugrundelegung der Factoren von A als. Variabeln iiber- 
sieht man nun leicht, dass sich jede sechselementige Gruppe aus 2 
solchen linear und homogen zusammensetzt. Man hat daher zwischen 
je 3 sechselementigen Gruppen eine homogene lineare Gleichung. 
Insbesondete wird eine solche Gleichung zwischen /*, Q?, A® existi- 


ren, etwa: 
A? = ef? + 6Q. 
Es ist bekannt, wie auf einer Identitiit dieser Form die Auflésung 
der cubischen Gleichungen beruht. 
Wie vorstehend die Theorie der Covarianten dreier Punkte der 
Geraden aus der Betrachtung der Vertauschung von 3 Elementen unter 
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sich abgeleitet wurde, so wird man in ganz ihnlicher Weise die Co- 
varianten des Vierseits in der Ebene, des Pentaeders im Raume 
u. s. w. f. behandeln kénnen. Hierzu eine Bemerkung, die particulir 
fiir, das Pentaeder ausgesprochen werden soll, aber die ganz geradeso 
auf den allgemeinen Fall Anwendung findet. Als Resolvente der Glei- 
chung 5'" Grades, welche durch ein Pentaeder im Raume repriisentirt 
wird, kann nicht nur ein System von 120 zusammengehdérigen Ebenen 
oder Punkten, sondern iiberhaupt von 120 zusammengehdrigen (d. h. 
aus einem durch Anwendung der Transformationen hervorgehenden) 
geometrischen Gebilde, Curven, Flichen u. s. w. gelten. Wenn nun 
auf einer covarianten Fliiche des Pentaeders etwa eine endliche Anzahl 
besonderer Curven aufliegt, so werden sich dieselben immer zu solchen 
Resolventen zusammengruppiren; was man auch so aussprechen kann: 
alle Gleichungen, zu denen covariante Flichen des Pentaeders Anlass 
geben kinnen, lassen sich in solche zerlegen, welche Resolwenten der 
einen Gleichung 5‘ Grades sind. 

Kin Beispiel ist das folgende. Es seien die 5 Pentaederebenen: 

p=0, q=0, r=0, s=0, t=0, 

und sei, wie immer: 


ptatr+s+t=0. 
So giebt es eine covariante Fliche 3'" Grades *): 
P+e+r7+s84+6=—0. 
Die 27 Geraden dieser Fliche zerfallen, wie dies auch Herr Clebsch 
in dem vorstehenden Aufsatze nachgewiesen hat, in 2 Gruppen, in 
eine von 15 (dieselben ziihlen als Glieder einer Galois’schen Resol- 
vente 8mal), und in eine von 12 (welche 10mal zihlen), 


Ii. 


Die Gleichung fiir die Wendepunkte der Curven dritter Ordnung. 
Die Kreistheilung. 


Ks ist bereits im Eingange hervorgehoben worden, das das Wesent- 
liche an der im Vorstehenden vorgetragenen LKeprisentation fiir die 
Gleichungen n'" Grades das ist; dass dic Vertauschungen der Wur- 
zeln unter sich im Bilde durch lineare Transformationen des Rawmes 
ersetzt werden kinnen. Ich will jetzt zeigen, dass die Darstellung, 
welche gewisse Gleichungen 9' Grades durch die Wendepunkte der 
Curven 3' Ordnung finden, einen ihnlichen Charakter besitzt. Das- 


*) Auf die Eigenschaft dieser Flaichen, durch lineare Transformationen in 
sich tiberzugehen, bin ich zuerst durch Herrn Lie autmerksam gemacht worden, 
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Fiillen der Umstand modificirend hinzu, dass die geometrisch repriisen- 
tirten Gleichungen nicht mehr die allgemeinen ihres Grades sind, son- 
dern dass unter ihren Wurzeln Gruppirungen stattfinden. Entsprechend 
finden in dem geometrischen Bilde nicht mehr alle Vertauschungen 
der Wurzeln ihre Darstellung durch lineare Transformationen, sondern 
nur gewisse, mit den Gruppirungen der Wurzeln eng verkniipfte. 

Was zuniichst die Gleichung der Wendepunkte betrifft, so ist 
leicht zu sehen, dass cine allgemeine ebene Curve 3‘ Ordnung und 
insbesondere ihre Wendepunkte durch 18 lineare Transformationen in 
sich tibergehen. Man iiberzeugt sich davon am einfachsten, wenn man 
von der canonischen Gleichungsform der auf ein Wendepunktsdreieck 
bezogenen Curve ausgeht. Dieselbe ist: 


0 = a(x,° + «,° + x,°) + bx, x, 2; . 
Die betreffenden linearen Transformationen setzen sich zusammen aus 
Vertauschungen der x unter sich und Multipliciren derselben mit  pas- 
senden 3'® Wurzeln der Einheit. 

Durch diese Transformationen geht nun nicht nur die gegebene 
Curve {, sondern auch thre Hesse’sche Determinante A, iiberhaupt 
jede Curve des Biischels f + 44 in sich iiber. 

Dadurch, dass diese Transformationen gleichzeitig einfach unend- 
lich viele Curven 3 Orduung in sich iiberfiihren, ist der Widersinn 
gehoben, der bei einer ersten Abziihlung darin liegt, dass eine all- 
gemeine Curve 3’ Ordnung, welche doch von 9 Constanten abhiingt, 
durch eine endliche Anzahl linearer Transformationen, die ja nur 8 
Parameter enthalten, in sich tibergehen soll. 

Als geometrisches Bild fiir die Gleichung 9'" Grades betrachten 
wir nun nicht die Curve 3' Ordnung, welche die Wendepunkte be- 
sitzt, sondern die Wendepunkte selbst und den Transformationscyclus, 
durch welche diese untereinander vertauscht werden. 

Jede Gleichung, zu der eine Curve 3'" Ordnung, ohne dass dabei 
ein fremdes Element benutzt wird, Veranlassung geben kann, muss 
sich in Resolventen der Wendepunktsgleichung zerlegen lassen. Man 
suche z. B. nach solchen Dreiecken, deren Seiten die C, jedesmal in 
einer Ecke beriihren. Die Darstellung der C, durch elliptische Func- 
tionen zeigt sofort, dass es 24 solcher Dreiecke giebt. Die Auffindung 
derselben kommt nimlich auf Neuntheilung der elliptischen Functionen 
heraus; von den 81 durch dieselbe gelieferten Werthen beziehen sich 
9 auf die Wendepunkte selbst und die 72 iibrigen ergeben zu 3 jedes- 
mal dasselbe Dreieck. Nun aber schreibt sich die C, mit Bezug auf 
ein solches Dreieck als Fundamentaldreieck folgendermassen : 

O = a(x, 23? + £3 %,* + &, 2,7) + bx, Las. 


Wenn man 2%,, #,, z, cyclisch vertauscht, bleibt diese Gleichung und 
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das Dreieck ungeiindert. Diesen Vertauschungen entsprechen lineare 
Transformationen, welche in den obengenannten 18 enthalten sind; 
denn nur diese besitzen die Eigenschaft, die C, in sich iiberzufiihren. 
Das Dreieck bleibt also ungeiindert durch 3 der 18 Transformationen, 
durch welche die C, in sich iibergeht. Jedesmal 6 Dreiecke bilden 
also eine unveriinderliche Gruppe, eine Resolvente der Wendepunkts- 
gleichung. Die Auflésung der Gleichung 2'" Grades, welche die 
Dreiecke bestimmt, verlangt zuniichst die Lésung einer Gleichung 
vom 4'" Grade zur Bestimmung der Gruppen von je 6 zusammen- 
gehérigen Dreiecken, sodann nur noch die Lésung der Wendepunkts- 
gleichung. — Man kommt uatiirlich auf dasselbe Resultat, wenn man 
die Neuntheilung der elliptischen Functionen behandelt. — 

Hierzu noch die beiliiufige Bemerkung, dass mit den 18 hier be- 
trachteten linearen Transformationen eng verbunden sind 18 reciproke 
Transformationen. Dieselben erhiilt man aus den 18 linearen, unter 
x;, uw; Punkt- und Linien-Coordinaten mit Bezug auf ein Wendepunkts- 
dreieck verstanden, wenn man die 2; mit den w; vertauscht. An Stelle 
der Wendepunkte treten dann deren harmonische Polaren, an Stelle 
des Biischels f+ 2A das Biischel der die Polaren beriihrenden Curven 
3" Classe u. s. w. Bei diesem Gesichtspuukte erscheint die Unter- 
suchung der 18 linearen und 18 reciproken Transformationen als 
Hauptproblem; dabei erledigt sich denn nebenher die Theorie der Cur- 
ven 3'r Ordnung oder 3'" Classe und deren wechselseitige Zusammen- 
gehorigkeit. 

Was die Kreistheilungsgleichungen oder die projectivischen Verall- 
gemeinerungen derselben, die Gleichungen der cyclischen Projectivitit*), 
angeht, -so iibersieht man sofort, wie so hei ihnen die charakteristischen 
Vertauschungen der Wurzeln im geometrischen Bilde durch lineare 
Transformationen (Rotationen der Ebene um den Mittelpunkt des 
Kreises) ersetzt werden kénnen. 


IV. 


(icometrische Repriisentation der allgemeinen Gleichung 
sechsten Grades. 


Ich wende mich jetzt zur Erérterung der besonderen geometrischen 
Repriisentation, welche man fiir die Gleichungen 6'" Grades aufstellen 
kann. Dieselbe stellt die Wurzeln der Gleichung durch 6 paarweise in 
Involution liegende lineare Complexe dar; den Vertauschungen derselben 
unter sich entsprechen lineare Umformungen des Punktrawmes. 

Die dabei in Betracht kommenden geometrischen Dinge sind 


*) cf. Clebsch im Crelle‘schen Journal t, LXIII. p. 120. 
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grossentheils dieselben, welche ich in dem Aufsatze: ,,Zur Theorie 
der Liniencomplexe des ersten und 2'" Grades“ (diese Annalen t. IT) 
auseinander gesetzt habe. Gemiiss den dortigen Erérterungen besteht 
zwischen 6 linearen Complexen: 

2,0, 2 =0,......%=0, 
welche paarweise miteinander in Involution liegen (vergl. den genann- 
ten Aufsatz), eine identische Gleichung von der Form: 


0= Fide i de ee. a 
Nun benutze ich ferner einen Satz der Liniengeometrie, den ich unter 
einer etwas weniger allgemeinen Form in meiner Inauguraldisser- 
tation *) ausgesprochen habe. Derselbe lautet folgendermassen : 

Es mégen der Coordinatenbestimmung der geraden Linie 6 belie- 
bige lineare Complexe zu Grunde gelegt sein; dieselben werden eine 
identische Gleichung 2'" Grades befriedigen: 

R=0. 
Einer collinearen oder reciproken Umformung des Raumes entspricht 
eine lineare Transformation der Liniencoordinaten, bei welcher R in 
ein Multiplum seiner selbst iibergeht. Umgekehrt, setzt man statt der 
Liniencoordinaten solche lineare Ausdriicke, dass R dadurch in cin 
Multiplum seiner selbst iibergefiihrt wird, so entspricht dem eine col- 
lineare oder reciproke Umformung des Raumes. 

In dem hier vorliegenden Falle wird nun durch eine Vertauschung 
der x untereinander die Identitiit, welche zwischen denselben besteht, 
in ihrer Form nicht geiindert. Jeder Vertauschung der x entspricht 
also eine collineare oder reciproke Umformung des Raumes, und zwar 
ist es eine collineare oder eine reciproke, je nachdem die Vertauschung 
der # aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von Transpositionen 
zusammengesetzt ist. 

Die 720 Vertauschungen der 6 Complexe x untereinander oder dic 
mit denselben gleichbedeutenden 360 collinearen und 360 reciproken Um- 
formungen des Raumes gruppiren einerseits jedesmal 720 Linien, an- 
dererseits je 360 Punkte und 360 Ebeneu zusammen ; jede solche Gruppe 
ist ein Bild der Galois’schen Resolvente der durch die sechs Complexe 
vorgestellten Gleichung 6'" Grades. 

Es ist hier nicht meine Absicht, diese Gruppen niher zu unter- 
suchen, was iibrigens im Anschlusse an die Linien-Coordinatenhestim- 
mung sehr leicht ist; ich will hier nur darauf hinweisen, wie die 
Systeme von geraden Linien, welche beziiglich 2, 3, 4 der Complexe 
gemeinsam sind (vergl. den citirten Aufsatz), Beispiele fiir besondere 
Resolventen bilden. 


*) ,,Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung des 2' Grades 
zwischen Liniencoordinaten auf eine canonische Form.“ Bonn 1868. C. Georgi. 
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Je 2 der 6 gegebenen Complexe haben eine Congruenz gemein 
und diese besitzt 2 Directricen. Es giebt ‘.6 = 15 derartiger Direc- 


tricenpaare. Diese Directricenpaare sind zugleich diejenigen Linien- 
paare, welche den 4 iibrigen Complexen jedesmal gemeinsam sind. 

Die 15 Directricenpaare sind das Bild einer Resolvente 15" Grades. 

Die 15 Directricenpaare bilden nun die Kanten von 15 Tetraedern 
(dem entsprechend, dass man 6 Elemente auf 15 Weisen in 3 Gruppen 
von 2 theilen kann). 

Diese 15 Tetraeder stellen eine zweite Resolvente 15’ Grades dar. 

Aus den 15 Tetraedern nun kann man auf 6 Weisen solche 5 
aussuchen, die zusammen alle 30 Directricen zu Kanten haben. 

Diese Gruppen von 5 Tetraedern repriisentiren eine Resolvente des 
6'" Grades. 

Es ist dies die schon im Eingange erwiihnte von der gegebenen 
Gleichung verschiedene Resolvente des 6'" Grades. 

Je 3 der gegebenen 6 Complexe haben die Linien einer Erzeu- 
gung eines Hyperboloids gemein, wihrend die Linien der anderen Er- 
zeugung desselben Hyperboloids den iibrigen 3 Complexen angehdren. 
Es giebt 10 derartige Hyperboloide, entsprechend den 10 Méglich- 
_ keiten, 6 Dinge in 2 Gruppen von 3 zu theilen. 

Die Hyperboloide bilden eine Resolvente des 10" Grades. 

Ich will dabei ausdriicklich hervorheben, dass die Gleichung 16'" 
Grades, von der die Bestimmung der Singularititen der Kummer’- 
schen Fliiche 4" Grades mit 16 Knotenpunkten abhingt*) und die, 
wie ich a. a. O. gezeigt habe, in unmittelbarer Beziehung zu einem 
System von 6 linearen Complexen der hier betrachteten Art steht, 
keine Resolvente der durch die Complexe repriisentirten Gleichung 
6'" Grades ist. Vielmehr ist ihre Beziehung zu der Gleichung 6" 
Grades derartig, dass man ihre 16 Wurzeln durch das Symbol 


(y 20, + dyXy +--+ + a45%,)° 


darstellen kann, wo die Vorzeichen der a nur so genommen werden 
sollen, dass die Zahl der gleichen Vorzeichen immer eine gerade ist.**) 


*) Dass die Auflésung dieser Gleichung nur die Lésung einer allgemeinen 
Gleichung 6'" Grades und mehrerer quadratischer verlangt, hat zuerst Herr 
Camille Jordan nachgewiesen (Crelle’s Journal LXX). 

*t) Zu dieser Gleichung 16'° Grades steht eine zweite von demselben Grade 
in naher Beziehung: diejenige, welche die 16 Geraden einer /, mit Doppelkegel- 
schnitt bestimmt (oder auch die 16 Geraden einer /;, die einen festen Kegelschnitt 
derselben treffen). Die letztere Gleichung verlangt zu ihrer Lisung nur eine Glei- 
chung 5'*" Grades und mehrere quadratische. Dieselbe ist aufzufassen als eine 
der im Texte betrachteten Gleichungen 16" Grades, bei welcher man eine Wurzel 
der zu lisenden Gleichung 6'" Grades adjungirt hat. 
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Zum Schlusse will ich noch darauf hinweisen, wie die hier vor- 
getragene geometrische Repriisentation der Gleichungen 6' Grades 
den algebraischen Charakter einiger der Aufgaben iibersehen liisst, die 
in dem allgemeinen Probleme enthalten sind: diejenigen rationalen 
Umformungen anzugeben, durch welche cine allgemeine Gleichung 6' 
Grades in eine andere iibergefiihrt wird, welche cine bestimmte In- 
varianteneigenschaft besitzt. Eine Methode zur Behandlung dieses Pro- 
blems ist allerdings bereits von Herrn Clebsch in dem vorstehenden 
Aufsatze nicht nur fiir die Gleichungen des 6'" Grades, sondern fiir 
die eines beliebigen Grades angedeutet (§ 2.); es ist aber vielleicht 
immer interessant, zu sehen, wie sich diese Dinge bei der hier ange- 
wandten geometrischen Repriisentation stellen. 

Den 6 Complexen 2 entsprechen in einer beliebigen Ebene des 
Raumes 6 Punkte, welche auf einem Kegelschnitte liegen (cf. die 
citirte Arbeit). Diese 6 Punkte sollen die gegebene Gleichung 6' 
Grades vorstellen. Giebt man der Ebene nun irgend eine andere 
Lage, so geht die gegebene Gleichung 6'" Grades durch rationale 
Substitution in eine andere iiber. Insbesondere kann man der Ebene 
solehe Lagen geben, dass die Gleichung ausgezeichnete Invarianten- 
eigenschaften erhilt. 

Legt man z. B. die Ebene durch einen der 4 Eckpunkte der eben 
erwibnten 15 Tetraeder hindurch, so verschwindet fiir die resultirende 
Gleichung die Invariante R, die 6 entsprechenden Punkte bilden eine 
Involution. 

Fallt die Ebene in eine der 60 Seitenfliichen der 15 Tetraeder, 
so riicken die 6 Punkte in ihr in 3 doppelt zihlende Punkte zu- 
sammen. 

Beriihrt endlich etwa die Ebene eins der 10 eben genannten 
Hyperboloide, so zerfillt der Kegelschnitt, der die 6 Punkte enthiilt, 
in 2 Gerade, auf deren jeder 3 Punkte liegen. Die Gleichung 6' 
Grades ist also dann durch eine quadratische Gleichung und 2 cubische 
lésbar. 


Gottingen im Mai 1871. 
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An example of the higher transformation of a binary form. 
By A. Cayury. 


The quartic 
(1) (a, b, c, d, e) (@, y)* 
is by means of the two quadrics 
(2) («, B, vy) @,y)? and (@, B, 7’) (, y)? 
transformed into 


(3) (ay, Dy, Oy, Gy, 1) (%, %)*, 
that is, eliminating x, y from 


(a, b, c, d, e) @, yt =9, 

a, (a, B, y) (x, vy)? +y (@, B, 7’) (@, y)? =9, 

we obtain 
(a,, b, C, A, &) (4%, m=O. 
It is required to express the invariants of (3) in terms of the simul- 
taneous invariants of (1) and (2). 
Write 

P,Q, R=az,+ay,, Bu +BY, vE+YY 

the equations from which (x, y) have to be eliminated are 
(a, b, ¢, d, e) (x, y'=90, (P,Q, R) @, y? =0 

and the result of the elimination therefore is 


| a, 4b, 6c, 4d, e 
a, 4b, 6c, 4d, e 

P, 2Q, R 
| P, 2Q, BR 
| P, 2Q, Rf 





in @ 


| P, 2Q, RB 

viz. this determinant is the transformed quartic (a,, b,, ¢,, d,, ¢,) (4, 44)" 
The developed expression of the determinant is 

IV. 24 


Mathematische Annalen. 














360 


— 12aec 
+(7 16 82 


2 ae 1Gac 
+(—32bd) PR? + - : * PER + l6aeQ! 
+ 36¢ + 64bd 
24 be P " - 12 ce 
+(_ ror Pee Ey The see 


—8dePQ+eF'. 
So that writing for P, Q, FR their values, we have the transformed 
function (a,, b,, ¢,, d,, ey) (@,, y,)*, the coefficients being of the forms 


Writing J, J for the invariants of the quartic (i), and 

A = 4 (ap — 8) (By — By) — (ye — ya)’, 

B= (e,c, a,b, ¢, d) (ap’— aB, yo — ya, By — py)’, 
we have J, J, A, B simultaneous invariants of the forms (1) and (2). 
Putting moreover V = J* — 27 J?, and writing J,, J,, V;, for the like 


A. Caytey. 





a R'— 8ab QR 
PR — 2ac@R? + ( 


a, = (a, b, c, d, e)? (a, B, y)* 
ba 


e = ( 


”? 


? 


) (a, B, v)® (@’, B, 7’) 


invariants of the form (3) I find 
I= 4418+ 12JAB+4/°A’) 


J,=8 {8IB +4 PAB + 21SAB + QJ? — ay P) A 


and thence 


I=1, J = 0). 


thence 


V, = 256 (4B — 1A B— JA‘)V. 

As a verification, suppose (a, b, c, d, e) (a, y)* = a*+ y' (whence 
And take x, (x + y)* — y,(« — y)? = 0 for the 
transforming equation, that is («, B, y) = (1, 1, 1) and (e’, p, y’) 
=(—1, 1, —1). We have P= R=2z, —y, and Y=—2,+ y, and 


ee0e 6 & @ 


24 ac 
— 48 be 


‘) PQR? — 32adQ@R 


) PR +2%cceP@ 


(«’, B, vy). 


Det. = (P? + BR)? — 16 PER + 16 Q' 


that is 


(a,, by, &, dy, &) (4, y%)* = 42+ 6a,y, + y,”), 


whence 


also 


= (2P? — 4)? = (— 2a? — 12 a,y, — 2y,”), 


and the equations for 


; —— 


Qi. _ ss 262144 
ae ee 
A=—16, B=8, 


I,, J, become 


2's 
27 









(4, 


16 ( 

















Transformation of a binary form. 





4096 
3 


— Bae 8 (4 - — 16 - 64 ++ gh, 4088) 





= 4 (4-64 + 4256) 


which are true. More generally assuming 


(a, b, ¢, d &) (w, yt! =a + 6 Oxy? + y! 
(whence J=1-+30*, J = 0 — O°) and the same transforming 
equation, we have 
(Hy, by, 4, Gy) %,¥)'=4(1 4+ 30a, +3 — 30 22,y, +14 3042), 
(l whence a j an 
Ss i= = ( — 30), p= — FCI — 5 
also 


A=—16, B=8(1— 69). ° 
Substituting these different values in the equations for J,, J,, we obtain 
16(1 — 3 0)? = 12(1 + 3 0%) (1 — 0)? — 72 (0 — 0%) (1— 9) + 4(1 + 3 0*)* 
and 
— 8(1—30)* = 27(0 — 9%) (1 — 9)* — 9(1 + 3 6")? (1 — 9)? 
+ 27(1-+ 30?) (0 — 0%) (1— 0) — 54(6 — 0%)? + (1 + 30%), 


. ‘which are in fact satisfied identically. 


Jambridge, 26. July 1871. 











Die Theorie der Fourier’schen Integrale und Formeln. 


Von Paut pu Bots-Reymonp in Frerpure i. Br. 


Einleitung. 


Von Fourier ist das erste Integral entdeckt worden, welches 
dazu dient, Functionen berechenbar darzustellen, die fiir verschiedene 
Intervalle ihres Arguments verschiedenen analytischen Gesetzen folgen. 
Es bot sich ihm als Grenzfall der nach ihn benannten Reihen dar. 


* statt c, yp» statt pAy in der Rethe: 


In der That, setzt man — s 
Ay 


. »— @ +e 
(1) f@)—— 2 fre da+"E'* {F(@ c0s[2* («—2)| de, 
‘ —e =e —ec 
in welche man bekanntlich die gewéhnliche Sinus-Cosinus- Reihe (wo 


¢ = 2) iiberfiihren kann, und welche die willkiirliche Function / («) 
im Intervall — ¢ << « < + darstellt, so wird daraus: 


+3, . +75 
(1,4) 2f(2)=— 41 fr@ da+ =. Ay | f(«) cos [y, (@ — «)| da, 
-% -% 


und dieser Ausdruck geht, wenn man Ay verschwinden lisst, nach 
der Definition des Integrales als Grenze einer Summe in 
{=o +o 
(2) xf (x) =f dy f f(«) 00s (y(@ —2)| de 
. 
y¥=-0 —®@ 

itiber, welches die Fourier’sche Formel ist. 

Diesen Uebergang von der Summe zum Integral bei einer unend- 
lichen Reihe zu versuchen, war ein kiihner und folgenreicher Gedanke, 
der Lejeune-Dirichlet’s Ausspruch*) bestiitigt, ,,dass in der 





*) In seiner Vorlesung iiber partielle Ditferentialgleichungen bei Angabe der 
Operation, durch welche Taylor zu seiner Reihe gefiihrt wurde. Diese Operation 
bestand darin® dass er in der bekannten endlichen Differenzreihe: 

n n(n—1 
Y=yt> Syt e- Day te Day, 
wo Ay =f («+ A)—/ (a), Agy=/f(a@+2A)—2f(¢@+ A)+/ (a) etc., sowohl 


1 . . 
x als -= Null werden liess, und zwar so, dass nAx dabei constant blieb. 









ll. 


'O 


1 
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Mathematik alle grossen Entdeckungen aus dem Uebergange vom End- 
lichen zum Unendlichgrossen oder Unendlichkleinen entsprungen seien.“ 

Gleichwohl kann man die eben angedeutete Fourier’sche Her- 
leitung seiner Formel als einen vollig befriedigenden Beweis derselben 
nicht gelten lassen, da bei dem gewoéhnlichen und legitimen Ueber- 
gange von der Summe zum Integral die Grenzen des Integrales als 
endlich vorausgesetzt werden, und ein Integral mit unendlicher Grenze 
erst selbst durch Uebergang von einem Integral mit endlicher Grenze 
zu einem Integral mit unendlicher Grenze entstanden gedacht werden 
muss. Es hiiufen sich daher in der Fourier’schen Operation mehrere 
Grenziibergiinge, was ohne besondere Rechtfertigung im Allgemeinen 
nicht zulissig ist. Um aus der Fourier’schen Entwickelung einen 
Beweis zu machen, wiire, die Richtigkeit von (1) und die Convergenz 
des Integrales in (2) vorausgesetzt, zu zeigen, dass in der mit der 
Fourier’schen Entwickelung identischen Gleichung: 


om 
a { (2) 4 dy faat(o) cos [y (d — 2)] 


+, 
(P+l)4y +e 


rg: (arfi' (a) cos [yp (a — x)]da — Jer fecto cos [y(«—2)}) 


He 
- 27 

die Grésse rechter Hand durch Verkleinerung von Ay kleiner gemacht 
werden kann, wie jede vorgelegte Grésse. Denn da die Grosse linker 
Hand Ay nicht enthiilt, so miisste sie alsdann von vornherein kleiner 
als jede noch so kleine Grésse sein, d. h. sie miisste Null sein: ein 
hiiufig anzuwendendes Schlussverfahren, dessen Eigenthiimlichkeit darin 
hesteht, dass man dabei einen Grenziibergang umgeht, wie ja z. B. 
in dem eben behandelten Falle Ay nicht Null gesetzt zu werden 
braucht. Nun, es liisst sich zwar der Nachweis fiihren, dass die 
Summe rechter Hand mit Ay unter jede Grenze abnimmt, der Nach- 
weis ist aber etwas umstiindlich, und jedenfalls kann man auf diesem 
Wege die Fourier’sche Formel nicht verallgemeinern. 

Ein anderer Beweis der Fourier’schen Formel, der in iilteren 
Arbeiten auftritt, ist der sogenannte Deflers’sche*), dessen Poisson 
sich bedient **), der von Herrn Liouville ***) sogar zu einer freilich 
im Resultate nur theilweise richtigen Verallgemeinerung der Fourier’- 
schen Formel benutzt wurde, und der auch in Lehrbiicher7) iiber- 


*) Bulletin de la Société philomatique 1819. Citat von Poisson. 
- **) Ke, Polyt. Tome 12, pag. 454 u. a. a. O. 
***) Journal de Math. d. Liouville, 1. Bd. Note sur une maniére de géné- 
raliser la formule de Fourier. 
+) Cournot, Infinitesimalanalysis, iibers. von Schnuse, pag, 445. 
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gegangen ist. Indessen, weit entfernt, ein vollgiiltiger Beweis der 
Fourier’schen Formel zu sein, ist vielmehr der sogenannte Deflers’- 
sche Beweis nur ein Apercu, geeignet, bei erster Bekanntschaft die 
ungewohnliche Formel plausibel erscheinen zu lassen. Der Beweis 
lautet wie folgt: 

» Setzen wir der Einfachheit halber in (2) = 0, so kénnen wir 
(2) schreiben : 


+o. | +? 
af (0) = lim = f£(a) “OX de = lim=» f(z) ME de. 


Da nun im Integral rechts fiir endliche Werthe von a und h = oo 
_f & : = . sin @ 
f (<) = /{(0) wird, fiir unendliche Werthe von a —— aber ver- 
+o 
e. 
: . sin @ . . 
schwindet, so ist wegen J — da =m die vorstehende Gleichung 


—n 


erwiesen.‘‘ bw 


Zuniichst ist das Integral fro mee de gar nicht fiir eine be- 
e 


liebige Function f(a) convergent, sondern f(«) unterliegt, weil das 


+x 
sin ah ‘ ‘ q a 
Integral J —_ da bedingt convergent ist, nicht blos der Beschrin- 
we 
kung, nicht unendlich werden zu diirfen, sondern, wie ich an einem 


+x 
anderen Orte*) zeigen werde, auch dieser, dass das Integral J ae da 
absolut convergent sein muss. ~ 

Aber abgesehen hiervon, selbst wenn man, wie dies nédthig zu sein 
scheint (Art III), iiber die Function f(a) fiir sehr grosse Werthe ihres 
Argumentes gewisse einschriinkende Voraussetzungen macht, so liegt 
doch in dem Schlusse noch ein anderer wirklicher Fehler, der deutlich 
hervortritt, wenn man von der Function f(z) annimmt, dass sie fiir 
einzelne Intervalle von x Null ist. Setzen wir z. B. f(x) gleich Null 
ausser im Intervall 0 << x < A und wenden auf das Integral 

Ah 


A 
aa sin ha *.(@\ sin a 
Jr@ = da=|r(¥) = da 
0 0 
den Deflers’schen Schluss an. Wenn h ins Unbegrenzte wiichst, wird 


f(#) fiir jeden endlichen Werth von @ sich dem Werthe f(0) niihern, 








: sin « . 
fiir unbegrenzt grosse Werthe von « wird —— verschwinden, also 


*) In einem bald erscheinenden Werkchen ,,iiber Convergenz und Divergenz 
von Integralen und Reihen“ (B. G. Teubner’s Verlag). 
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miisste fiir h = oo dies Integral f (0) ; werden, was auch wirklich 


der Fall ist, aber nicht oder doch nicht allein aus dem eben ange- 
gebenen Grunde. Denn der nimliche Schluss liisst sich z. B. bei dem 
Ah 
‘sin 


h 


Integral da wiederholen, das Null werden miisste, aber in 


0 A 


Wirklichkeit gleich | == de ist. Versucht man es, dem Deflers’- 


0 
schen Schlusse Priicision zu ertheilen, so gelangt man zu der nun zu 
erwiihnenden Theorie. 


In einer Abhandlung Ueber die allgemeinen Eigenschaften der Classe 
von Doppelintegralen, zu welchen das Fourier’sche Doppelintegral ge- 
hért*), habe ich Betrachtungen iiber das Fourier’sche Integral und 
ihm verwandte Integrale veréffentlicht, welche den Zweck hatten, 
zum Kern der Frage vorzudringen. Bei aufmerksamem Studium der 
Fourier’schen Formel und indem, um durchgreifende Aufklirungen 
zu gewinnen, die Frage moéglichst allgemein gestellt wurde, zeigte 
es sich zuniichst, dass das Problem darauf hinausliuft, die Richtigkeit 
-der Gleichung 


fis fit f(z) 9 (x, 2) = ((@ fas faze (a, 2) 


nachzuweisen, sobald festgestellt ist, dass das Integral faz [dx @ (x, 2) 
0 0 


fiir jeden Werth von a (0 < a@< 00) einen endlichen, von dem variablen 
a unabhingigen Werth hat. Indem das Integral links als 


lim, =x f (2) ® (wz, h) dz, 
6 


h 
wo {dz (x, 2) = (x, h), aufgefasst wurde, gelang der Beweis der 
0 


obigen Gleichung mit Hiilfe eines Mittelwerthsatzes, auf welchen die 
Untersuchung mit der zwingenden Nothwendigkeit organischen Zu- 
sammenhangs fiihrte, ich meine mit Hiilfe des Lemma des § 3. der 
citirten Abhandlung. 

Ueber den dort gegebenen Beweis dieses ,,zweiten‘‘ Mittelwerth- 
satzes sei es mir gestattet, einige Worte zu sagen. Ich habe diesem 
Beweise einen absoluten Charakter zu geben versucht, indem ich nur 
Integralzerlegungen und Mittelwerthe anwendete und durchaus nicht 


*) Borchardt’s Journal, Bd. 69, pag. 65. 
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auf die Definition des Integrales als Grenze einer Summe zuriickging, 
und muss bekennen, dass anders mich der erste veréffentlichte Beweis 
des Satzes nicht vollig befriedigt haben wiirde, weil ein Beweis, seine 
Richtigkeit vorausgesetzt, um so vollkommener dem zu beweisenden 
Theorem angepasst ist, je weniger Merkmale der im Theorem auf- 
tretenden Begriffe er benutzt. Verzichtet man auf diese Eigenschaft, 
so kann, wie Hr. Hankel gezeigt hat*), der Beweis erheblich kiirzer 
gefasst werden. 

Durch diese in der citirten Abhandlung durchgefiihrte Unter- 
suchung und einige andere darin enthaltene Betrachtungen war in- 
dessen das uns von Fourier erschlossene Gebiet noch keineswegs 
vollig durchforscht. Vielmehr blieben sogar noch manche Fragen all- 
gemeiner Natur zu behandeln iibrig, deren einige Gegenstand der hier 
vorliegenden, jene erste ergiinzenden Mittheilungen sind. Folgendes 
ist in wenig Worten ihr Inhalt: 

Ein bestimmtes Doppelintegral 


xX Y 


faz fate, y)» 


wo X,, X,, Y,, Y, Zahlen bedeuten, ist das Resultat des Uebergan- 
ges der variabeln Grenzen x, 2, Y, y, des unbestimmten Integrales 
x y 

fax fay f(a, y) in die Zahlenwerthe X,, X,, Y,, Y,. Setzt man 
% Y% ; 
f(e,¥)= ae und giebt dem bestimmten Doppelintegral die Form 
F(X, Y;) en F(X), Y,) ail F(X,, Y,) +>} F(X,, Y,), so ist klar, 
dass das bestimmte Integral, je nach der Reihenfolge, in der die 
Groéssen 2%, Yo, %,, ¥; ihre festen Werthe annehmen, oder — wenn 
sie ihnen gleichzeitig ertheilt werden — je nach den zwischen ihnen 
festgesetzten Beziehungen, einer unendlichen Anzahl von Werthen fihig 
sein kann, wie ja die Zweideutigkeit von Doppelintegralen schon von 
Jauchy **) entdeckt und mit Beispielen belegt worden ist. Diese Viel- 
deutigkeit der Doppelintegrale setzt die ,,Stetigvieldeutigkeit “***) der 
Function F' (x, y) fiir die den Grenzen des bestimmten Integrales ent- 
sprechenden Werthepaare von x und y voraus. So kann z. B. 


*) Schlémilch’s Zeitschrift. 
**) Mémoire sur les intégrales définies, Par. Mém. des Savans étrangers, 
***) Unter Stetigvieldeutigkeit ist die Singularitiit von Functionen mehrerer 
Variabeln verstanden, bei welcher sie fiir einen Punkt nicht allein einer unend- 
lichen Zahl discreter Werthe, sondern einer stetigen Folge von Werthen fihig 


sind, so ist fir z=—0, y=0 a2 aller Werthe fihig, denn fiir y = ax wird 
| ee ° a tan i — ay 
sta iss’ Setzt man hierin « = 0, so ist also lim ro fae a, mithin 


eine ganz beliebige Grisse (Borchardt’s Journal, Bd. 70.). 
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a(a—1 b (y — 1) + (a — 1) (y— 1) 
PO) = ae = ny =1) a i) (y—1) 
fiir c=1, y=1, je nachdem man erst x=—1, dann y —1 setzt, 
oder umgekelirt verfihrt, oder y— 1 —a(#— 1) und dann x= 1 
setzt, die Werthe 
b a a+ ab 
b, ? c,’ a, + ab, 
erhalten, wo « ganz beliebig ist. 
Von den verschiedenen Annahmen iiber den Sinn eines Doppel- 
integrales, die hiernach méglich sind, ist in der citirten Abhandlung 
nur die der Fourier’schen Formel analoge beriicksichtigt worden, wonach 


n a h a 
fufet@ove, 8) = lim=—e, .=0 lim,,=o f de faxt@e (x, 2).*) 
yx 6 oO 


Xo 


Es blieb also noch der allgemeinere Fall zu untersuchen iibrig, wo 


J de J dx f (a) p(«, 2) = Lim if de [dxf (x) @ (a, 2) 


und Lim einen ganz beliebigen gleichzeitigen oder successiven Ueber- 
gang der Gréssen 2, 2), » in die Werthe 0, 0, oo bedeutet. 


Aber noch in einer anderen und wichtigeren Beziehung waren 
meine iilteren Untersuchungen zu vervollstiindigen. 

Schon Fourier hatte durch zweimalige Anwendung seiner Formel 
eine neve Formel aufgestellt, um willkiirliche Functionen von zwei 
Veriinderlichen durch ein vierfaches Integral darzustellen. Es ist dies 
die Formel: 


. 2. = 3° 
af (&, 7) = [de fae faef dy f (x, y) cos 2 (~ — &) cos 2, (y — 9) 
0 0 —@o —® 


und ebenso kann man Functionen von drei Veriinderlichen durch sechs- 
fache Integrale ausdriicken u. s. w. 

Kine viel merkwiirdigere Formel ist indessen von Hrn.C. Neumann 
entdeckt worden und findet sich (p. 149) in seiner 1862 erschienenen 
Schrift: Allgemeine Lisung des Problems iiber den stationiren Tem- 
peraturzustand eines homogenen Korpers, welcher von zwei nicht con- 
centrischen Kugelfliichen begrenzt wird.**) Durch die Neumann’sche 
Formel wird eine willkiirliche Function von zwei Veriinderlichen durch 
ein dreifaches Integral dargestellt. Sie lautet: 





*) lim, 
h=m zu % =0 setzt und lim,_, , —, lim 
lim, — », oe (lim, —9J). 

**) Halle, bei H. W. Schmidt. 


=o bedeutet hier, dass es gleichgiiltig ist, in welcher Folge man 


=, 


x—o ist gleichbedeutend mit 
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ca 2 22 
2 af (0,, 9;) -/ ndnfodofagd(n V0? + 0,2 — 2 00, cos(m — @,)), 
5 6 0 


wo J (x) die Bessel’sche Function nullter Ordnung, und sie ergiebt 
sich, wenn man einen von ihm gefundenen Ausdruck fiir die statio- 
naire Temperatur eines Punktes im Innern einer homogenen Kugel 
von beliebig vertheilter und gegebener Oberfliichentemperatur auf einen 
Punkt an der Oberfliiche anwendet. Diese Herleitung ist, wie Herr 
©. Neumann selbst bemerkt, nicht voéllig streng, indessen hat er 
die Richtigkeit seiner Formel durch eine treffend gewihlte Analogie 
fast ausser Zweifel gesetzt. 

War die im 69. Bande des Borchardt’schen Journals gegebene 
Theorie der Fourier’schen Formel die richtige, so musste sie auch 
Rechenschaft geben von diesen ferneren Formeln, der Fourier’schen 
mit dem vierfachen und der Neumann’schen mit dem dreifachen In- 
tegral, was denn auch vollstiindig der Fall ist. 

Den in dieser Kinleitung beriihrten Fragen entsprechend, zerfillt 
die Abhandlung in drei Abschnitte: 

I. Die erweiterte Theorie der Fourier’schen Doppelintegrale und 
Formeln fiir Darstellung von willkiirlichen Functionen einer Verinder- 
lichen. 

II. Die Theorie der Fourier’schen drei- und mehrfachen Inte- 
grale und die Formeln zur Darstellung von willkiirlichen Functionen 
zweier Veriinderlichen durch dreifache und vierfache Integrale. 

Il]. Anwendung der in II. entwickelten Theorie auf besondere 
Fille von hervorragendem Interesse. 


Ueber die Fourier’schen Doppelintegrale und die 
Fourier’sche Formel. 


I. 


Fourier’sche Integrale, bei denen die unbestimmt gedachten Grenzen 
successive ihre bestimmten Werthe annehmen. 


fay faze, y) 
0 


0 


Das Integral 


ie : : or 
soll unabhiingig von a sein. Wir setzen ion gy (a, y), um zu 
es was aus dem unbestimmten Integral 


(1) f dy uf a29 (2,9) = F (058) — F(@, w) — Flew) + Fem 
= TT (%, %, 4, h) = 











fiir 


fiir *< 


fiir | 


fiir 2 
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wird, wenn die Variabeln x,, y,, h successive in die bestimmten Werthe 
0, 0, co tibergehen. 

Ist die Grésse F'(a, 00) — F(a, 0) von a unabhiingig und ist es 
gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge x = 0, y, = 0, h = oo in 
F (a, h), F (%, Yo) gesetzt werden, so wird das Aggregat TT fiir 
jene Werthe stets Null. Ich nehme nun an, diese Reihenfolge sei 
nicht gleichgiiltig, sondern F'(x,, h) nehme den Werth F,' oder F,’ 
an, je nachdem erst x, = 0, dann h = oo gesetzt oder umgekehrt 
verfahren wird, ebenso werde F'(x,, y,) entweder F’,” oder F,”, je 
nachdem erst 2, dann y,, oder erst y,, dann 2 verschwindet. Da 
F(a, «) — F(a, 9) von a unabhiingig ist, so kann man sich darin 
a =O gesetzt denken, und dann wird diese Differenz F,’— F,”. 

Eine vierfache Anordnung der Einfiihrung ihrer festen Werthe 
0, 0, co fiir %, yy, 00, die verschiedene Werthe von TT liefert, ist 
mdglich. In folgender Aufzeichnung stehen von links nach rechts die 
nacheinander einzufiihrenden Werthe von x, y), 2 angegeben, sodass 
links beginnt: 


fiir a 0) wird Tl = Fy — F,’— Fy + F,’"=0 
a 
fiir “x, = 0, 4 = — wed Nan F’— Fo B's F,” 


fir h =0o,%=0,%—=0 wid N= F,— F,—F,+ P= F,— FF, 


2 2 


fiir yy = 0, m4 =0, h=oo wird T= F/— F,'—F/+ f= F, — F,’. 


Diese vier verschiedenen Fille kénnen wir in Form von einfachen 
‘ ‘ Ow (x, 4 . 
Integralen schreiben. Wir setzen oy) = g(x,y). Die vier oben 


angegebenen Werthe erhalten wir aus den Integralen 


a a 

[@@,0)—v@, O)dx, fue, m —¥@, »)) dz, 
(2) ” & ‘ a 

[@@cx—v@, w)ax, fee.) —¥(@,0) az, 

§ 5 
indem wir im ersten x verschwinden lassen, im zweiten in beliebiger 
Reihenfolge h = oo, y, =, im dritten y, 0, im vierten h = oo 
werden lassen, und zwar in den letzten drei Fallen, nachdem die In- 
tegration nach x von 0 bis a vollzogen ist. 

Auf die letzten drei Integrale, wenn man sich unter dem Integral- 
zeichen -die Klammer noch mit einer beliebigen Function f(x) multipli- 
cirt denkt, ist die Analyse dés § 4. meiner in der Kinleitung citirten 
Abhandlung iiber Fourier’sche Integrale unveriindert anzuwenden. 
Man hat nur fiir das dort stehende ®(z,h) nacheinander zu setzen 
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wv (x, h) —wv(x, %), v(x, ~) — U(x, H), v(x, h)—wv(«,0) und 


schliesslich im ersten Falle zugleich h = co, y, = 0, im zweiten 
Y) =, im dritten h = oo werden zu lassen. 
Auf diese Weise ist das Integral 


fay J a f(x) p(x, y) 


im Allgemeinen zuniichst dreideutig und kann die Werthe: 


(O {Fs — Fy F/+}, 10 {FF}, £0) {Fy — Fy} 


sf 
annehmen. 


II. 


Fourier’sche Integrale, bei denen die unbestimmten Grenzen beliebig, 
gleichzeitig oder nacheinander ihre bestimmten Werthe annehmen. 


Allein es laisst sich dem Theorem: 


fayfaste 9 (z,y) = 0) fay fax yp (x, ¥) 


ein noch allgemeinerer Ausdruck geben, der mir mittheilenswerth er- 
scheint. 
Wir kénnen niimlich in dem Aggregat 
T= F(a, h) — F(a, yy) — F(a, h) + F(X, %) 
die Gréssen x, y,, in die Werthe 0, 0, co auch gleichzeitig iiber- 
gehen lassen, und zwar nach beliebiger — Beziehung, indem 


wir z. B. annehmen x, = @Q, (¢), Y% = 0.(4, i = @,(#), wo die Func- 


tionen @,, Q., @, mit ¢ in beliebiger relativer Stiirke verschwinden. 
Dann wird das Aggregat TT je nach der Beschaffenheit dieser Func- 
tionen die oben angegebenen vicr Werthe, aber auch unendlich viele 
andere Werthe annehmen kénnen. Die Function F'(x, y) ist fiir die 
Werthesysteme «= 0, y= 0; «= 0, y = &w stetigvieldeutig. 

Wir wollen mit Lien einen sslchen ganz beliebigen Grenziibergang 


‘ ; 1 
bezeichnen, der auch den Fall umfasst, wo die Variabeln 2, y,, h 


successive verschwinden. Nach der obigen Bezeichnung ist dann: 
Lim TT = Lim nf (w(x, h) — w(a, m)) dx, 


und die Griese w (x, h) — ous Yo) —, wir kurz mit ® bezeichnen. 


Die Ausgangswerthe der Gréssen x, Y,, - von welchen aus sie sich 


in Bewegung setzen, um in ihre Grenzwerthe 0, 0, 0 iiberzugehen, 
kénnen von diesen Grenzwerthen beliebig wenig verschieden sein, und 


Vy 
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so kénnen wir insbesondere von «, annehmen, dass es einen ganz 
beliebig kleinen Werth hat, der nur eben nicht Null sein darf. Ist 
demgemiiss auch a@ eine beliebig kleine, aber fest gedachte Grosse, 
die indessen zu dem Ausgangswerthe von a, in der Beziehung 
0 < a < a@ steht, so ist nothwendiger Weise: 


Line fod — 
und folglich: z 


Lim } OPdxa=—0. 


Betrachten wir nun das Integral: sa 


freed = fre dx +fre dx 


und wenden auf seine beiden Theile rechter Hand den zweiten Mittel- 
werthsatz an, we lautet: 


B 
[rey («) da = f(A) fi W (a) da + (f(B) — f(A) J W(a)dz, A<E<B 
aa A 
| (x) zwischen den Grenzen A und B beliebig, f(x) zwischen diesen 
Grenzen entweder nirgends ab- oder nirgends zunehmend], so erhal- 
ten wir: 


[r@erae sin Fe) [ dx + (f(@ — f(m)) { dt, %<t<a 
Zo Xo § 


[fared - f(a) [ode + (f(@ — fia) foes, a<t<a 
al durch Addition: , 


J f («) Oda = f (a) ) [ae + (@)— 10) f< ode 


+ f(@) [ode + (F@ —f(@) fede. 
§ 


Nach dieser Umformung lassen wir die Gréssen x, y,, h sich in 
Bewegung setzen, um in ibre Grenzwerthe 0, 0, oo iiberzugehen. 
Sind sie dort angelangt, so ist aus dem ersten Glied rechts geworden: 

f(0). Lim TT. 


Das dritte Glied rechts wird Null und das vierte offenbar auch, 
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wenn Lim &, eine feste Grosse ist, da a < Lim §, < @ sein muss. Aber 
auch im Falle Lim &, unbestimmt wire, miisste das vierte Glied ver- 
schwinden, denn wenn der Lim (F(a, h) — F(a, Y)) = F,— F,’ 
unabhiingig von a ist fiir jeden festen Werth von a innerhalb eines 
Intervalles A <a< B, so kann der Grenzwerth F(a, h) — F(a, y,) 
kein anderer als F,’— F,” werden, auch wenn man sich, wahrend h 
und y, in ihre Grenzwerthe iibergehen, a beliebig im Intervall A... B 
hin und her bewegt denkt, z. B. wenn wir a durch A -+ sin?(h).(B— A) 
ersetzt denken. Das zweite Glied wird: 


(f (@) — f (0) Lim fe dx. 
| E 
Da es aber der Unterschied der Gréssen: 
Lies J f(2)odz, f(0) LimTl, 


mithin von « unabhiingig ist und wegen der Differenz f (a) — f (0), 
in der « eine beliébig klein zu denkende Grosse, beliebig klein gemacht 
werden kann, so ist dieses zweite Glied auch kleiner als jede noch 
so klein zu denkende Grisse, also ist es Null. 


Was die Beschrinkung der Function f (x) betrifft, dass sie im 
Intervall 0... a entweder nirgends ab- oder nirgends zunehmen diirfe, 
so ist sie wie in der citirten Abhandlung zu beseitigen. Nur in Bezug 
auf etwaiges Unendlichwerden von f (x) ist zu bemerken, dass die dor- 
tige Angabe, die sich an die analoge von Lejeune-Dirichlet, die 
Fourier’schen Reihen betreffende Bemerkung anlehnt, nicht genau 
ist: die Function f(x) darf nur so wnendlich werden, dass das Integral 


ff(2) dz absolut convergirt. Dies findet sich fiir die Fourier’schen 
0 


Reihen niher ausgefiihrt in memem Habilitations-Programm. Unter 
diesen Voraussetzungen ist somit der allgemeinere Satz erwiesen: 


Bedeutet Lim einen Grenziibergang, bei welchem die Grissen %,, 
Yo, h in irgend einer Reihenfolge nacheinander oder gemiiss irgend wel- 
chen Beziehungen gleichzeitig in die Werthe 0, 0, oo iibergehen, und 
wird f (x) im Intervall x =0...x2=a nur in einzelnen Punkten 
s 
unstetig, unbestimmt oder unendlich, und zwar nur so, dass f f(x) da 
0 


absolut convergent ist, so besteht die Gleichung: 


h a h a 
(3) Lim fd vf da f (x) p(a, y) =f (0) Lim f dy f dx p (x, y). 
Yo % Yo % 
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Til. 


Ueber den Uebergang vom Fourier’schen Integral 
zur Fourier’schen Formel. 


Soviel iiber die ,,Fofrier’schen Doppelintegrale“, wie ich vor- 
”? 5 ? 


an a 
geschlagen habe, ein Integral [dz fda gq («, 2) zu nennen, wenn es 
) 0 


von @ unabhiingig ist. Es ist noch Einiges zu bemerken in Betreff 
des Uebergangs vom Fourier’schen Integral zur Fourier’schen For- 
mel, welche die willkiirlichen Fonctionen darstellt. 

Wir wollen der Einfachheit halber diese Bemerkung an das eigent- 
liche Fourier’sche Integral 


J ds f de { (a) cos xz = =f (0) 


kniipfen. Wir haben auch: 


wo 0 
J dz J dx f(x) cos xz = Ff (0). 
0 —a 
‘Mithin bestehen folgende Gleichungen: 
2s + 
(4) J aef dz f(x) cos xz = af (0), 


J ts fect) cos 2z J tefaere COS 22 = =f), 
f aefactt £08 42 =0, 


0 a 
im Fall « und a gleichzeitig positiv oder negativ sind. 
Wiirden wir statt f(x) eine Function von der Form F'(x + &) ein- 
gefiihrt haben, so hiitten wir die erste Formel (4) auch schreiben kénnen: 


x f+a 
fasfacr (~) cos 2(a — §) = af(&), 
0 f—a 
a und a, sind ganz willkiirlich, Wir kénnen also § + a = B, 
— — a, = A setzen und von A und B annehmen, dass sie von § 


unabhingige, iibrigens ganz willkiirliche Gréssen sind. Alsdann er- 
giebt sich wegen a = B— &, a, = §& — A aus den Gleichungen (4), 
dass 


 facfers (x) cos z(a — &) 
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den Werth xf’ (&) hat fir B—&>0, E—A>O, oder A<E<B. 
Fir § — A =0 oder B— & = 0 hat dies Integral den Werth * F (é) 
und fir § > B, § < A ist es Null. 
Wir diirfen, hieriiber besteht kein Zweifel, A und B numerisch 
so gross annehmen, wie wir wollen. Aber unendlich diirfen wir A 
und B ohne -Weiteres nicht werden lassen. Denn da das Integral 
eo +2 +, : ; 
faz faz f(x) cos zz aus dem Integral Jet (x) == dadurch er- 
0 om 
halten wird, dass h von einem endlichen zum unendlichen Werth iiber- 
geht, h also einmal endlich gewesen sein muss, so muss dann auch 


das Integral he 
: sin xh 
fact @ 22 


convergent gewesen sein, da ein divergentes (unendliches oder unbe- 


bestimmtes) Integral nicht Object eines Grenziiberganges sein kann. 
+2 


der Einleitung “erwahate, an einem andercn Orte zu beweisende Satz, 


a wenn ein Integral Se) dx bedingt convergirt, meal Integral 





Ji { (x) » (x) dz nur dann stets ebenfalls convergent ist, wenn ‘afte dx 
absolut convergirt. “ +3 


Um die Grenzen A und B des Integrales J da f (x) ss unend- 


—A 





lich machen zu diirfen, wiirde also die Function f(x) von beliebig 
grossen positiven oder negativen Werthen an nicht mehr ganz will- 
kiirlich, sondern gewissen Beschrinkungen unterworfen sein, wenn 
— vielleicht ein solcher Satz existirte, ,,dass das Integral 


Je dz f (x) =e fiir jede beliebige endliche Function f (x) von hin- 


velshend grossen Werthen von h an convergent ist.“ Ohne die Ver- 
muthung aussprechen zu wollen, dass ein solcher Satz nicht existirt, 
muss ich doch bemerken, dass mir nicht einmal ein Analogon zu einem 
solchen Satz bekannt ist. 

Wenn wir also hier, und wo es auch sei, von einem Fourier’ 
schen Integral 


2) > a 


Jes da f(x) cos rz = af (0) 


0 = 
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zur Fourier’schen Formel 


@ +a 
(5) Jfasfae F (x) cos [2 (a — §)| = a F'(8) 


iibergehen, so wird dies stets unter der stillschweigenden Voraussetzung 
geschehen, dass die Function F' (x) von hinlinglich grossen positiven 
oder negativen Werthen ibres Argumentes an so beschaffen ist, dass 
das Integral convergent ist. . 


Fourier’sche drei- und mehrfache Integrale. 


IV. 
Der zweite Mittelwerthsatz bei Doppelintegralen. 


Wir stellen zunichst den zweiten Mittelwerthsatz bei zweifachen 
Integralen auf. Durch Anwendung des Mittelwerthsatzes auf das nach 
y genommene Integral “en, man: 


Jesfavte y) 9 (x,y) 


=f f(a, rp fave v) + If, X) — fe, rolftve ea} 
Y,<y< Y,, 
unter der Voraussetzung, dass im Integrationsgebiet des Doppel- 
integrales links f(z, y) in der y Richtung entweder nirgends zu- oder 
nirgends abnimmt. Der Mittelwerth y ist eine Function von z. Wendet 
man nun-auf jeden Theil des Integrales nach a rechter Hand den 
zweiten Mittelwerthents noch einmal an, so ergiebt sich: 


fazfavre y) p(x, y) = f(X, raftefiveten 


+ 1%, ¥%) — 11%, YX uf de Jf ly 9, ¥) 


+ If (Xo, Y,) 1(Xo, ralfaxfayy (x, y) 
4 y 


+ 1% ¥) — 1%, HL ae J dy 9 (e, 9) 


= 1%, %) — 1%, rayfeefivee ») 


(6) << Y;, X,<§&< X,; X,<& <X,, X, < & < X,, 


Mathematische Annalen, IV. 25 
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unter der ferneren Voraussetzung, dass f(z, y) fiir y <= Y, und y = Y,, 
wiihrend « von X, bis X, geht, entweder nicht zunimmt oder nicht 
abnimmt. 

Gemiiss seiner Herleitung ist der vorstehende Mittelwerthsatz un- 
symmetrisch. Es kommen drei Mittelwerthe von x und nur einer von 
y vor. Diese iibrigens fiir das Folgende gleichgiiltige Unsymmetrie 
liesse sich auf Unkosten der Einfachheit der Formel heben, wenn man 
die Formel bei umgekehrter Reihenfolge der Operationen ableitete und 
dann die Summe beider Formeln bildete*). 


V 


Vorbereitende Satze fiir die Anwendung des zweiten Mittelwerthsatzes 
auf die Fourier’schen dreifachen Integrale. 


Nun sei a ay 
J de faxfayo(e, y¥,z)=A 
0 0 0 ° 
h 
von a und | unabhiingig. Wir setzen Joe, y, 2)dz = D(z, y,h), 
0 


und ich nehme an, dass O(z, y, h) fir keinen Punkt des Gebietes 
O<a<a,, O< y<b, und fiir keinen Werth von h, incl. h =o, 
unendlich werde. Es wird also ein Unendlichwerden von ® (2, y, h) 
nur fiir «= 0, y =0 nicht ausgeschlossen. 


Bezeichnet alsdann Sda dy eine Integration iiber ein vom Gebiete 
O<“2£<a,, O<y<b, eingeschlossenes, iibrigens beliebig begrenztes 
Gebiet , bezeichnet ferner S, da dy eine Integration tiber ein dem Gebiete 
O<a<a,, O<y<b, angehoriges Gebiet, welches theils durch die 
Linien x =U, y =0, theils durch eine dritte, diese Linie verbindende 
beliebige Linie begrenzt ist, so ist: 

(7) lim,—. Sdzx dy 0 (a, y, h) =0, lim= 5, dzdy ® (a, y,h) =A. 

Beweis. Es sei 0 a <ca<a, 0<B <b <b, so hat man: 


e 8 
lim dx fay (a, y,h) =A, 


0 0 


a 
lim fda f ay © (x,y, h) =0, 
a 0° 
a b 


lim faz f ay © (x, y, h) =0, 
r 


0 


*) Man wiirde etwas kiirzer zum Ziele kommen, wenn man von vornherein 
Polarcoordinaten einfiihrte, weil alsdaun auch fiir mehrfache Integrale der Mittel- 
werthsatz fiir einfache Integrale geniigt. Der im Texte verfolgte Weg schien mir 
indessen manche Vorziige zu haben. 








in 
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in fas faye (xz, y,h)=0, 


wie man nach der Veriuni, dass A von a und b unabhingig 
sei, durch Zerlegung findet, indem man bedenkt, dass die Integrale : 


S : < f 
fe fos (x, y, h), Se dy O(a, y, h), 
0 0 


$ f 4 : 
faz dy (x, y, h), faz dy (x, y, h) 
0 0 


alle fiir h oo den Limes A haben miissen. Es ist also allgemein 
Null der Limes jedes Integrals [/dady ®(a, y, h) tiber ein dem Ge- 
biete 0 << a<a,,0 < y <b angehGriges rechteckiges Gebiet, in dessen 
Begrenzungen x oder y constant sind. Betrachten wir jetzt ein anderes 
als rechteckig begrenztes Gebiet G, so werden wir es mit beliebig 
grosser Anniherung aus Rechtecken zusammensetzen kénnen, oder 
mit anderen Worten, wir werden aus Rechtecken ein Gebiet R zu- 
sammensetzen kénnen, welches G mit beliebiger Vollkommenheit deckt. 
Wegen der Endlichkeit von ® (x, y, h) wird das Integral Sdady (a, y, h), 
erstreckt iiber das Gebiet, iiber welches sich dann G allein oder R allein 
‘ausdehnt, ebenfalls beliebig klein gemacht werden kénnen, so dass, da 
fiir h = oo das Integral iiber R verschwindet, auch dasjenige iiber G 
verschwinden muss. 

Es ist nicht iiberfliissig hinzuzufiigen, dass der 

lim, =. Sdady O(a, y, h) 

verschwinden muss, auch wenn man sich die Begrenzung des Inte- 
grationsgebietes , wihrend ) zu unendlichen Werthen ansteigt, in fort- 
dauernder Formveriainderung begriffen denkt, in solcher Weise, dass 
fiir h = oo sie keine feste Begrenseng ‘ onien eine unbestimmte ist, 
die nur den Punkt = 0, y = 0 nicht enthalten darf. 

Die Gleichung lim S,dxdy (a, y, h) =A folgt ohne Weiteres 
aus den Gleichungen: 


A 
lim faa f dy ox, y, h) =A, lim Sdady (a, y,h)=0. QED. 
0 v0 


VI. 
Beweis der Formel 


Jasfaafay f(x, y) p(z, y, 2) =f(0, 0) jasfaxfay p(@, Y, 2), 


0 0 


im Falle das Integral rechts von a und J enatbtunie ist. 


Nun denken wir uns das mage fasfay f(x, y) P(x, y, h) auf 
folgende Weise zerlegt: 
25* 





(9) 
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cho of ap eh ah 


und wenden auf jeden der vier Theile rechter Hand den zweiten 
Mittelwerthsatz an, unter der Voraussetzung, dass f(z, y) den durch 
jenen Satz auferlegten Bedingungen geniigt. Ohne die sich daraus 
ergebende lange Formel wirklich hinzuschreiben, kénnen wir doch 
leicht die Schliisse ziehen, die uns zum gewiinschten Kesultat fiihren. 

Die Glieder, in welche die vier vorstehenden Theilintegrale zer- 
fallen, sind dreifacher Art. 


Erstens das Glied: 
S _f 
f(, 0) {dx fay oe, y, h). 


Zweitens Gheder der Form: 
{f(@, 0) a (0, 0)} J ? {f, B) Po f(, 0) J, ? 


wo J, und J, Integrale sind mit den oberen Grenzen « und ~p und 
Mittelwerthen &, » als unteren Grenzen, die den Bedingungen 0<§<a, 
O0<y <6 geniigen. 
Drittens Glieder, welche mit Integralen multiplicirt sind, deren 
Begrenzungen nicht in das Gebiet 0 < a < a, O< y < £ hineinragen. 
Fiir ) = oo verschwinden nach dem Obigen die Glieder dritter 
Art. Das Ghied erster Art wird f(0, 0) A, und da nun die Grosse 
¢ b 
lim, — _fdxfdy f(z, y) p(@, y, h) — f(, 0) A unabhiingig von a und 
0 0 
Bund gleich den Gliedern zweiter Art ist, die durch Verkleinerung 
von a und £# kleiner als jede vorgelegte Grosse gemacht werden kénnen, 
so folgt: 


a b a b . 
(8) lim,— | de f dyftx, y) 9(2, y, h)==/(0, 0) lim, — Je “f dy p(x, y, h). 


Aus dieser Gleichung folgt dann genau wie oben (Art. V.): 


lim, = x Sdady {(«, y) p(a, y, h) =0, 


lim, =". S,dady f(x, y) p(a, y, kh) =f, 0) lim, = .Sdaxdy g(a, y, h), 


° . ‘ ° dia ° . 
wo die Integration Sdady sich iiber ein Gebiet erstreckt, das den Punkt 


z=, y=0 nicht enthilt, wihrend das Gebiet der Integration Sid ady 
die Linien « = 0, y = 0 und eine beide beliebig verbindende, den Punkt 
a =0, y=O0 nicht enthaltende Linie zu Begrenzungen hat. 








lin 
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Die Gebiete 8, daxdy, Sdad y kénnen beliebig klein sein. Ferner 
ist innerhalb eines solchen Gebietes die Function f(z, y) nur den Be- 
schrinkungen, die der Mittelwerthsatz verlangt, unterworfen und keiner 
andern, denn eine geringe Ueberlegung lehrt, dass wenn f(x, y) inner- 


halb irgend eines Gebietes Sdad y, das dem Gebiete O< a<a,O<y<b 
angehért, weder in der x Richtung noch in der y Richtung vom 
Wachsen zum Abnehmen oder umgekehrt iibergeht, man die Function 
{(x, y) leicht durch das ganze Gebiet 0< 4<a, O<y<b so fort- 
gesetzt sich denken kann, dass in diesem ganzen Gebiete ein Zeichen- 
wechsel von f(x + ¢, y) — f(x, y), f(z, y+ 48) —f(«, y) gleichfalls 
nicht stattfindet. 
Ks eriibrigt nun noch in der Gleichung: 


a b a b 
lim = fade fay {(x, y) e(a, y, h) =f (0, 0) lim, o fax fay p(x, Y, 
0 6 5 5 


die Beschrinkungen von /(%, y), aufzuheben, soweit sie nicht in der 
Natur der Sache liegen, sondern aus der Anwendung des Mittelwerth- 
satzes entsprangen. Unter der Voraussetzung, dass f(a, y) nur in 
einzelnen Punkten oder Linien Singularitiiten habe, bei denen es end- 
‘lich bleibt, und dass auf z=0, y=0 eine solche Singularitiit nicht falle, 
wird man stets, nachdem man die singuliren Punkte und Linien 
durch neue Begrenzungen ausgeschlossen hat, das Gebiet 0 < « < a, 
0 <y<b in solche Gebiete zerlegen kénnen, in denen /(x, y) in der 
x Richtung sowohl, wie in der y Richtung entweder nirgends wiichst, 
oder nirgends abnimmt. Das Integral iiber diejenigen Gebiete, die 
den Punkt « = 0, y = 0 nicht enthalten, giebt an der Grenze h = 00 
Null. Das Integral iiber das Gebiet erstreckt, welches den Punkt 
“«=0, y=O enthalt, wird an der Grenze f(0, 0) A. 

Die Integrale iiber die ausgeschlossenen Gebiete liefern zu dem 
Gesammtintegral, da man die neuen Begrenzungen den Singularitiiten 
beliebig nihern kann, einen verschwindenden Beitrag, so dass die vor- 
stehende Formel fiir jede ausser in einzelnen Punkten und Linien stetige 
Function f(z, y) Giiltigkeit besitzt. Aehnlich wie bei dem Integral 


a 
fda {(x) p(x, h) zeigt man dann noch bei jenem Integral, dass die 
0 


Function f(#, y) so unendlich werden darf, dass das Integral iiber die 
Unendlichkeitsstelle erstreckt absolut convergirt, worauf ich hier in- 
dessen nicht des Genaueren eingehe. 





= 






), 


















(10) 
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VII. 
Méglichste Verallgemeinerung der Formeln des vorigen Artikels. 


Ich fiihre noch an, was nach dem Friiheren wohl einleuchtet, dass 
man das Integral: 
r a b 
Je dx fay p(x, ¥, 2) 
0 6 


a b h 

nicht als lim,— .fdxfdy p(x, y, h), wo fp(x, y, 2)dz= (x, y,h), 
0 0 0 

aufzufassen braucht, wie ich der Einfachheit halber gethan habe, 

sondern an der ganzen Entwickelung ist nichts Wesentliches zu iindern, 

wenn wir das Integral ansehen als: 


h a b 
Lim fade faz fay p(x, ¥, 2); 
bs xy ve 


. : . ‘ 1 
wo der Grenziibergang Lim bedeutet, dass die Gréssen %, yy, 2, i 
entweder in beliebiger Reihenfolge nach einander, oder gemiiss einem 
beliebig vorgeschriebenen Gesetze gleichzeitig verschwinden. Es gilt 
dann auch die allgemeine Formel: 


h a b h a 4 
Lim f dz fax fay f(x, y) p(x, y, 2) =f, 9) Lim fds {dz {dy o(e, Y; 
x Ps Ye 2 te Yo 


Ich bemerke endlich Folgendes, Da es fiir die vorstehende Analyse 


nur daranf ankommt, dass das Doppelintegral fazxfay ® einen von a 
0 0 


und ) unabhiingigen Grenzwerth habe, so haben wir an Stelle des 
dreifachen Integrals z. B. ebenfalls fiir ein vierfaches die Formel: 


h i’ a b 
Lim faz de faz fay f(x, y) p(a, y, 2, 2) 
Bo z Zo % 


h h’ a b 
== (0, 0) Lim {de faz fax fay g(x, y, 4 2), 
20 30) Lo % 


wenn Lim einen beliebigen Grenziibergang z,=0, 2,=0, x =—0, 
Y, = 0, h=co, h'=oco bedeutet, und der Lim rechter Hand von a 
und } unabhingig wird. 


(11) 


Wir gelangen demnach durch naheliegende Verallgemeinerung zu 
folgendem Princip: 


2). 








1 Y> 2): 


V 


L 
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Es sei 


fev fe fay , fu fue - fin A ee a ee 


Yo" 


ein Integral, welches bei fiat emem durch Lim zu bezeichnenden 
Uebergang der Veriinderlichen x9’, x", ... %y™, Yoy W's «++ Wy Ws 

is Ge Rilen Wee Ty, Hy"; -- + BOS Bas Be sss Bag Be ess 
einen VON Ay, Ay, .. An unabhiingigen Werth erhilt, wnd die Function 
f(x’, 2”, ..2™) habe iibrigens keine der Mannigfaltigkeit (x, x", ... x") 
entsprechenden Unstetigkeiten, nur fiir dieser Mannigfaltigkeit angehorige 
(n — 1)fache, (n — 2)fache u. s. w. Mannig eit seien Singular’ 


a 


tiiten gestattet, iiber welche erstreckt das Integral fdx,'. St 7 as Kx’, x, ..2) 


absolut convergirt, so ist: 


n a n" a 


(12) Lim fay... fax’....fe¢, .-)p(a'.., y',..)=f (Xy ,.-.) Lim fay... da’... 


Yo Lo Yo! Xo 
womit dem Princip, das der Fourier’schen Formel zu Grunde liegt, der 
*umfassendeste Ausdruck gegeben sein miéchte. 


Vill. 


Uebergang vom Fourier’schen dreifachen Integral zu Fourier’schen 
Formeln fiir Functionen von zwei Variabeln. 


Wenn eine Function p(x, y, 2) so beschaffen ist, dass die Glei- 
chung: 


Joe fasfarte y) p(x, y, 2) = f(O, 0 fas fax fay 9c » ¥, 2) 


stattfindet, in der die rechte Seite endlich und bestimmt sei, so ge- 
niigt dies noch nicht, um eine der Fourier’schen Formel ihnliche 
Formel daraus abzuleiten, die zur Darstellung willkiirlicher Functionen 
zweier Veriinderlichen diente, sondern man muss haben: 

°) 0 b 


fae facfay p(x, ¥ 2) =A, faz fax fay p(x, y, 2) = Ay, 
% 0 0 “ 0 


e 
—a 0 


fi fezfvoe y, 2) = A,, fiz faz favo y, 2)=A,, 


—bh —h 






Ft 
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wo die Gréssen A,, A,, A,, A, endlich und bestimmt und von a, b, 
a,, 6, unabhingig sind. Setzen wir A, + A, + A, + 4, =H, so 


folgt dann: 
olgt dann Poe 


J dz facfay f(x, 9) p(x, ¥ 2) =f(0, 0) H. 
0 —a@ —> 
Ich nehme an die Function f(#, y), welche in diese Gleichung 
eingeht, habe die Form F(§ + 2, 4+ y), so kann ich durch Ver- 
tinderung der Variabelu unter dem Integral links die Formel schreiben: 
2 tate +o+n 
fe fe dy F(x, y) p(@—&, y—n, 2) = F(é, n) H 
0 —a +E —a+4 
oder wenn man a, b, a,, b, unter der Voraussetzung, dass das In- 
tegral links convergent bleibt (siehe Art. III), unendlich werden liisst, 
so ergiebt sich die der Fourier’schen analoge Formel: 
= oa 
(13) foe facfay F(u, y) p(@—&, y—4, 2) = F(E, 9) H. 
0 —@® —® 


Grenzen wir in der xy Ebene ein Gebiet S ab, innerhalb dessen 
die Function F'(&, 4) eine ganz beliebige ist, und ausserhalb dessen 
sie Null ist und bezeichnen eine Integration, iiber das Gebiet S erstreckt, 
mit Sdxdy, so ist endlich: 

- F(é Hl 
(14) fu Sdady F(x, y) p(w —&, y—n, 2) = a ee 
e > 


0 


je nachdem der Punkt §, » dem Gebiet angehért oder nicht 


IX. 
Dieselben Formeln in Polarcoordinaten. 


Man wiirde zu den obigen Formeln auch mit Hilfe von Polar- 
coordinaten gelangen, wie ich noch kurz andeuten will. 
Nimmt man niimlich an, dass das Integral: 
r 9t4e 
far feo u(r, P, h) 
0 Pp 
fiir h = oo von r unabhiingig wird, und einen von den Verinderlichen 
gm und A@ abhiingigen bestimmten Werth erhilt, so lisst sich wieder 


beweisen , dass das Integral Sard 9 u(r, @, h) fiir h = oo verschwindet, 


wenn das Integrationsgebiet Srd rdg den Punkt + = 0 nicht enthiilt. 
Die iibrige Entwickelung der Formel: 












(16) 
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r otdAgp . r pt 4g 
(15) lim =» far dy f(r, p) u(r, Y, h) = FO) tims =» far fap u(r, p, h), 
0 p — 


wo {(0) = f(0, gy) von m unabhiingig gedacht ist, ist der obigen ganz 
iihnlich. Aus dieser Formel findet man dann Formel (13) und (14) 
oder die entsprechende in Polarcoordinaten. 

Man kann die Formel: 


wo 


| Sdady F(x, y) O(@ —§&, y—n, 2) = FE, y) H 


auch direct in Polarcoordinaten schreiben, unter der Voraussetzung, 
¥ 
dass die Function ® im ganzen Gebiet der Integration Sdady endlich 


nD 
sei, und wenn festgehalten wird, dass die Integration faz nach der 
0 


Integration Sdxdy einzutreten hat. Es seien r, » die Polarcoordinaten 
des beweglichen Punktes x, y und 7,, g, seien diejenigen des bei der 
Integration festgedachten Punktes §, ». Alsdann ist: 


x—&—=—r cosy —r, cosy,, y —§ —r sing — 7, sing,, 
(© — § + (y—anP =r +r —2rr cosy — 9, 
* und wenn wir noch f(r, m) statt F(a, y) schreiben, so wird die vor- 
stehende Formel: 


(16) fu Srdrdg fir, ¢~) D(r cosy —r, cosg,, rsing —*, sin g,, 2)=/(7,, 9) H, 
v 


wo das Gebiet Srdrdg ganz mit dem Gebiet Sdzdy sich decken 

muss. Tst Letzteres das Gebiet Yay jae, so wird man Polarcoor- 

dinaten erst dann einfiihren durfen ‘ arewe man sich vorher iiberzeugt 

hat, dass die Integrale iiber die Gebiete Vay Tae und frarfag, welche 
ew it 


im Unendlichen verschiedene Begrenzungen haben, identisch sind. 


Anwendungen der Theorie der Fourier’schen dreifachen In- 
tegrale auf einige Fille von hervorragendem Interesse. 
X. 
Die Function g(x, y, 2) habe die Form p[z(« + y?)]. 


Doch wenden wir uns von diesen allgemeinen Betrachtungen zu 
specielleren. 
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Als besonders interessanten Fall der Theorie der Fourier’schen 
Doppelintegrale hatte ich in der cit. Abhandlung hervorgehoben das 
Integral : ° +e +e 
(17) fa J x {(x) »(2(a— 8) =f® 7] SO) az, 
wo fp (x) dz = (xz). Es gehen nimlich die Integrale: 


h a h 0 
fee fae g(ex) , fae fac g(x2), 
0 0 5 e4 


wenn man fo(a) dx = (zx) setzt, iiber in diese: 


ah 


0 
fr@az , (Pas 
x ‘ x 

0 —ah 


und wenn diese Integrale fiir h = oo convergiren, so erhilt man Formel 
(17) auf die mehrfach angegebene Art. Ist insbesondere g(x) = cos, 
so wird die Formel: 


- eo a 
faz faz f(x) cosz(a — §) = r(®) f —* dx =nf(é), 





x 


welches also die urspriinglich von Fourier entdeckte Formel ist. 
Suchen wir einen Ahnlich einfachen Fall bei Fourier’schen dreifachen 
Integralen. 

Setzen wir das Integral an: 


fas fazfay yp [22 (a? + y?)| 
0 .U 


0 


und schreiben fo(2) dz = (x), so geht es iiber in: 
0 


a b ah bh ® © 
. ¥ *,, Of (x? +y")] 3}; “a f.7,, e+) — (°7,, (°7,, O(a? + y’) 
lim, — fax fa —. —_— lim fads f dy 2 hy a da fay ae 
0 0 U 0 v0 0 


Dies Integral ist also von a und b unabhingig und wenn es convergirt, 
so ist es von der unseren Betrachtungen zu Grunde gelegten Art. 
Fiihren wir Polarcoordinaten ein, so wird es: 
= x 

mz { P(r?) x (‘P(r 

% (SO) dy — = (PO ar. 

2 r t r 

e 

v0 u 

Um die Legitimitit der Anwendung von Polarcoordinaten festzu- 

stellen, wollen wir die Differenz der Integrale: 


A B R 2 

> . ( 2 as2 > . ® ( 2) 
Cae ig ee und {rar fag — 
0 0 .U 
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hile, wenn R? = A? + B. Dieser Unterschied besteht aus zwei 
Theilen, die wir so en 


arctg 4 


a sate oer") feof 


arctg 2 a ae 


>. 











oder auch: 


R 
arctg a fran: : ah a . G — arctg 7” a 


008 # sin f2 


0<9,< aretg 4 , arctg % <M < + 
Beide Theile verschwinden fiir A = co, B= oo, R= oo, wenn 


. 2 . . 
| rdr a ein convergentes Integral ist, so dass also: 
e 


a 2 
fesse a =frar fag — : 
0 0 


Soll das Integral “OW dr convergent sein, so muss auch (0) =0 


e 
0 


x 
sein, so dass wir setzen kénnen ae dz = (x). Wir haben so 





den Satz: ° 


Wenn das Integral {" of ) ar convergent ist, so ist: 


0 


(18) fas faz ay fle, y) [22 (2? + y®)] =f, 0) * =f SE) ar, 





wo 9(%) = 
Weiter hat man: 


ee Dall oe = 
fax fay plz? (x? + y?)] —Jfanfay = fax fay =fazfay ‘ 
.-* —« on —— =e 


woraus folgt: 


See) . 
ax 


i *o() 
J dst fax fay fle, v) ola + 91 = FO, 0). xf" ar 
—a —b 0 


und wenn man zur Fourier’schen Formel iibergeht: 
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> se. $e ob (p 
(19) fat farfay F(a, y) p[2((« —&) + w — 0)*)| = FE, 0). «| 20 ae 
0 —-» —@ 5 
oder in Polarcoordinaten : 
ame we ey : ‘O(r) 7, 
20) fds: frar favre, p) [2 (r +r,?—2rr, cos(p—H)))J=r1» 91) f 7 dy, 
0 0 ( hy 


XI. 
Die Function p(x, y, 2) habe die Form p[z(A2? + 2Bry + Cy’)). 


Dem Integral (18) kann noch eine etwas allgemeinere Form gegeben 
werden. Wir gehen zu diesem Zweck aus von diesem Integral: 


h a b 
(21) fas fax fay p(a2w), 
0 0 0 


wo w= Az?+ 2ABrcy+ Cy? unp AC> B. 
Wir fiihren statt 2 und y durch die orthogonale Substitution : 
2=wX+ DY 
year X4+VY 
die neuen Variabeln X und Y ein, welche den Bedingungen: 
ay X?+4 ¥? 
w=A,X?+4,Y? 
geniigen, wo 4, und A, die Wurzeln der Gleichung: 
R—1(A+ 0) + AC— B=0 


® (w 
d 


sind. Das Integral faxf d R= geht dadurch iiber in: 
0 


0 

a] 2 2 €, xX 

Saxady oO ye on ae ie Sax,dyY, eee wy # 
wo das Zeichen SdXdY und Sax, dY, eingefiihrt ist, um eine In- 
tegration iiber ein Gebiet anzudeuten, welche man nur durch mehrere 
Integrale ausdriicken kénnte, wenn man auf die gewdhnliche Weise 
bei unveriinderten Integrationsvariabeln die Integrale mit Grenzen 
schreiben wollte. Durch Einfiihrung von Polarcoordinaten geht das 
lutegral aber, wie leicht ersichtlich, in folgendes iiber: 


2 * ‘O(r) 4. 
(214) view J ) ay. 
Wiirde man das Integral fa x f dy a direct auf Polarcoordinaten 


0 


trausformirt haben, so hatte man gefunden: 






















dr 


) dr. 


wie dies bekannt ist. 
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a 


2 x 
*, f* g D(r2m,) 
Jes J 7 dy a ? 
0 o 5 
wo w, = A cos*g + 2B sing cospm + C cos*g. Vorstehendes Inte- 


gral wird: 
na 


a 2 
1 J M(r) ay ; fz } 
2 r J 


0 0 





Dies Integral mit seiner obigen Form (21,) verglichen findet man zuerst: 
= 
3 
_, 
w, 2VAC — B 
0 
und dann, wenn man setzt: A+ C=1, A—C=A, 2B=B, 


p=: 


0 


 - a Te 
fi +A’ cosy + Bsiny Vy — A? — B?’ 


XH. 


Die von Fourier selbst aufgestellte Formel fiir willkirliche Functionen 
von zwei Variabeln in allgemeinerer Form. 4 


Um noch eine letzte Classe von Fourier’schen Integralen hervor- 


zuhieben; wird: 
, A = 
fee feafae fay (x2) 9, (ye) 
0 0 0 0 
ro 


bk x x 
=fax2© fay , @) = feds, o(@) = f g,(a)de, 


fiir h = 00, k =oo offenbar von a und b unabhingig, endlich und 
bestimmt sein, wenn die Integrale: 


fe ae fae i 
7 x 4 ys x 


0 0 
convergent sind. Nehmen wir noch an, dass die Integrale: 
¢ “ 
D(a ®, (x 
J "Oa J 1) ae 
H «x 
pee —o 


convergent sind, so erhalten wir die Formel: 
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wo 


+2 +” 
‘de Jae dz, [ax Ai dy {(x, y) e(@ — &)] o[e,(y — 0)] =F, 0) 


(22) 0 0 _ 


fae O(z) . faz 1 (2) | 
x x 


XIil. 


Die Funetion gy wird durch den Cosinus und die Bessel’sche Function 
J (Vx) ersetzt. 


Um nun noch fiir die Function g einige specielle Falle anzufihren, 
beginnen wir mit der zuletzt abgeleiteten Formel (22). Fir 


9 (2) = 9, (x) = cose 
geht sie in die bereits von Fourier fiir Darstellung von Functionen 
zweier Variabeln gegebene Formel: 

2 +,2 +2 


(22) fis fae faafartce, y) cosz(xa—&) cosz,(y— ny) = a? f(E, x 


iiber. 

In der Wahl der Functionen (x), welche geeignet sind, die Formeln 
(19) und (20) zu specialisiren, haben wir, was bemerkenswerth ist, ein viel 
weiteres Feld wie bei der entsprechenden Formel (17) fiir Doppelintegrale, 


“@ 2) 


* da jene Formeln nur die Convergenz des Integrals dz, Formel 


0 


ho 
(17) aber die Convergenz von nfs a dx voraussetzt. 


Schreiben wir in Formel (19) sina statt ®(x), so erhalten wir: 
(23) J ae faz ay f(e, 9) com [4@ — 8? + y—a)"}] == £&, 0) 
oder in Sidineestindes: 

(24) fie frar a f(r, p) cos[z* (7? + 7,2 — 2rr, cos gp — g,)| = = f(,; 

¥ §$ 5 


Wollen wir in dieser Formel die trigonometrischen Functionen 
z. B. durch Bessel’sche Functionen ersetzen, so bediirfen sie einer 
kleinen Modification. 

Beschranken wir uns auf die Bessel’sche Function nullter Ord- 
nung J(x), welche der Differentialgleichung: 








;)- 








» Yi): 
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ad (3 
jet ye Ge +I@) =0 


1 dJ(a) 





geniigt, und einerseits durch die Reihe: 
3 


“im 
J (x) = 1 —& + (1-2) (1-2- aye t ae 
wo § = (< s andererseits durch das Integral: 


J(z) = f cos (x cosa) da 


dargestellt wird. 7 


Die Stelle des cos in der vorstehenden Formel kann sie nicht ver- 
treten, da das Integral: 


fr dx -{= f7 (u) du 
a“ x 
0 


U 0 


x 
divergent ist, indem /J(«) dx mit unendlich werdendem x der Eins 
0 


sich nihert. Versuchen wir es aber mit der Function: 


: at x 
1 # + Gap (aa tT 


* oder was auf das Niimliche hinauskommt, mit J (/~), und untersuchen 


das Integral: 


° x 
J < JVudu. 
0 0 
Zuniichst wird daraus, wenn /u = v gesetzt wird: 


L Vi 
2 {F/I vdv. 
0 v0 


2d 1 dJ 


Multiplicirt mah nun die Gleichung es - 


+J=0 mit z und 


integrirt von 0 bis x, so folgt: 


. ; ae _, ad (x) 
ad(z)di=—2 - oie 
0 
Also wird aus vorstehendem Integral : 


aD 


—2 [ 4 yz 2) 
| x Vu dVx 
0 ° 
oder fiir ~a =r: 
‘ 4 far WO) _ _4| Jr) =4. 





0 0 











(26) 
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Durch die Function J(j//z) kénnen wir also den cos ersetzen, 
und erhalten die Formeln: 


a = 
(25) J de? | da J dy f(x, y) J[e((e — 8 + (y — a)! = 44 £1, 0) 
0 —@ = DH 
oder in Polarcoordinaten: 
wo 2 22 
fas frar fag [(r, vp) J [2 (7? + vr? — 2rr, cosp — 9)! =4a2/(r,, 9,) 
i 0 5 


und wenn hierin r = 0, r, = 0,, 2 = gesetzt wird, so ergiebt sich 
die von Herrn ©. Neumann entdeckte in der Einleitung besprochene 
Formel: 


wo a 2a 
2x f(%, 9) = [nin fodo fav fe, g) J (no? +40,2—2 00, cos —9,)). 
5 6 0 


In allen diesen Formeln kann man das Entfernungsquadrat: 


(= — §) + w — 9)’ 


durch einen homogenen Ausdruck: 


A(z — &) + 2B(z — &) (y— 9) + Cy — ui)? 
mit der Bedingung AC > B* ersetzen, wodurch sie etwas allgemeinere 
physikalische Probleme lésen als mit dem blossen Entfernungsquadrat. 


Freiburg i. Br., 26. Juni 1871. 
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Propriétés de quelques quadratures déduites de l’inté- 
gration des expressions différentielles 4 deux variables. 


Par M. AnpREIEWSsKY 4 VARSOVIE. 


Etant donnée une expression différentielle homogéne, d’ordre x, 
i deux variables indépendantes w, y c’est & dire, une expression de 
la forme: 
(1) Ada + Bda—'dy + Cda—*dy? + .---+ Kdady"—!+ Ldy" 
(ou les coefficients A, B...L sont fonctions quelconques de x et y), 
on peut demander quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que l’expression (1) soit le résultat de la différentiation d’une 
expression de la méme forme, que (1), mais d’ordre » — 1, et comment 


trouver alors les coefficients de cette derniére. 


Cette question et d’autres dans le méme genre concernant les 
expressions & plusieurs variables ont été traitées par Raabe dans 
son cours de calcul différentiel et intégral; il a prouvé, que si les 
coefficients A, B...L satisfont identiquement 4 la seule condition: 


7s Fs + — 4 A eaeE + (— 1)" OL _. 0 
oy" dy*—'du  dy"—* Oat 0a” 
alors l’expression (1) sera la différentielle de l’expression: 
A,da*—! + B,da—*dy+--++ L,dy-' 
et la recherche de A,... LZ, ne dépendra, que des quadratures. Mais 
Raabe n’a indiqué aucune application de cette théorie; il en a 
donné seulement des exemples numériques. II] est vrai, qu’en laissant 
les variables 2, y indépendantes entre elles, on ne peut pas exiger 
quelque application intéressante. 

Cependant, sans rien changer 4 cette théorie, on peut y admettre 
entre les variables x, y une relation linéaire, on peut poser, par 
exemple, y= axz-+ b (a, b étant des constantes quelconques), car la 
différentielle de y restant constante, cette supposition n’influera nulle- 
ment sur la forme de l’expression (1). 

En profitant de cette remarque, je suis parvenu a déduire de 
l'intégration des expressions (1) quelques propriétés de certaines qua- 
dratures, que je me propose d’exposer dans cette note. 
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Mais avant de passer aux applications, je présenterai la théorie 
de lintégration des expressions (1) d’une maniére différente, que 
Raabe, en me bornant, pour fixer les idées, au second et au 
troisieme ordre. 1] sera utile, que cette exposition soit précédée par 
la résolution de la question suivante: 

Connaissant les trois dérivées partielles du second ordre d'une 
fonction «, & deux variables x, y: 



















eu B, Ou C 


eu 
(2) ja 4s 6 istg ™ 


Ox 
trouver cette fonction. 
A, B, C sont des fonctions données de x, y satisfaisant naturel- 
lement aux deux conditions: 
@4_ 0B @B_ 0c 





(3) dy ox * Oy Ox 

Cette question se résout trés-facilement; en vertu des conditions 
(3), on a: 
(4) Adz+ Bdy=dU, Bd«+ Cdy=dV. 





D’un autre cdté les équations (2) donnent: 

do" — Adx + Bay, ae = Bdx + Cay; 
done, en comparant avec (4): 
(5) du = Udx + Vdy+ adx+ Bdy 


(a, 6 étant des constantes arbitraires). 


r 4 
La condition de lintégrabilité —_ 1d est satisfaite, car on a: 
dy dx P 


au av, 
dy dx (4). 
On peut done appliquer aux équations (4), (5) une formule connue 
pour l’intégration des différentielles exactes du premier ordre, et on aura: 


B= 


f y t y 
i | Adz - | B,,dy+e, V=[Bda+ /] C,,dy + B 
%o Yo %e % 


x y 
“ =| Ude +f V.,dy + ax + By + 7, 
e % 


oi #, est un nombre pris a volonté et B,, désigne en général la valeur : 
de B pour z = 2%. 
Eliminant U, V entre ces trois équations et remarquant, que 


¥ 
V..= [Cady + f’, nous aurons: 











a 


e 


% 


le 
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x y x ¥ 
6) w= f° Ader+ f [Badndy + | "Cady? + ax + By +7, 
Zo Yo % Yo 


ot le symbole {? Adz? désigne le résultat de l’intégration double de la 


Xo 


fonction A par rapport 4 la méme variable x, et entre les mémes 


zx x 
limites %, x, ce qu'on désigne ordinairement ainsi: JdxfAdz; a, B, y 
% 2 
sont des constantes arbitraires différentes des premieres. 
Ainsi, nous avons la formule (6) pour la recherche directe de la 
fonction w. 
Si les dérivées partielles du troisieme ordre de la fonction u étaient 


données : 
au ve Ou Pu 
gas —4> gardy—B> Geag—% g—P- 
ot A, B, C, D satisfout aux conditions: 
@4_ 0B @B_# 2_ aD 
Oy 0x ° Oy Ou ’ Oy Ox 


on aurait trouvé la formule: 


z v2, 
won f "Ada? + f J “By, datdy + | 
% Yo X% Yo 


’ 
lc vo 


y 2 
2 


C,,dazdy 


2 


(7) ; 
*3 ; i 
+f Doody pant Boyt retayet But r, 
Yo 
ou frAdx = faajdafAdx et w...y, sont des constantes arbitraires. 


Ces formules (6), (7).... qui servent a trouver la fonction uw, quand 
toutes ses dérivées d’un seul ordre, second, troisiéme, etc. . . sont 
connues, présentent une analogie remarquable. 


Soit donnée maintenant |’expression: 
(8) Adz + Bdady + Cdy’; 


si elle est le résultat de la différentiation d’une expression 7'dx + Udy 
du premier ordre (7, U étant certaines fonctions de x, y), on aura: 
Adz’? + Bdzdy + Cdy? = d(Tdz + Udy), ou: 


eT or , ou oU _ 
De ces équations on tire: ee... = , A o4 et en 


oy dy ox dat 0a (Oy 
2 . 
comparant entre elles les .dérivées a oe a , a , on obtient la 


seule condition: 


26* 
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eA eB 


FCO 
dy dady + dat — 
Pour trouver la fonction 7, d’aprés ses dérivées he 5 

Ox’ dy 
les réduire au méme ordre, par exemple au premier, et cela de la 





(10) 


207" 
» nous pourrons 


<5 ; ogee . T . 
maniére suivante: différentiant a par rapport a y, nous obtenons: 


@ (eT) _ aA @ (eT\__@B__ ae 
aa Gi) = 35 > oy ied et 


— oT aa . 
Ayant les dérivées de jy? nous écrivons par la formule connue: 


oT 7] 
ay =f s+ f(s 9 3a), It: 


poeaee ‘ oT 
Nous avons Sane sable les dérivées du premier ordre 


Ox? 


or a Ne ‘ . 
Dy de la foncticu inconnue 7 et, par la méme formule, en remarquant, 


; Boas , 
or cB @ . . 
que (55). “J (5 — a), 49 -+ a, nous aurons: 


(11) T = face +f a! sl 52), dy? + ay+ 6. 





De la méme maniére on trouve: 
(11) U —foarsf (5s ak! dx? + a,% + B,, 


a, B, «,, B, désignant des constantes arbitraires. 

Ainsi la condition (10) est nécessaire et suffisante pour l’existence 
des fonctions 7, U. Ces derniéres, comme le montre les équations 
(11), renferment 4 constantes arbitraires; mais il n’est pas difficile de 
se convaincre, gu il existe entre les constantes «, a, une certaine re- 
lation; en effet, si nous substituons les valeurs (11) de 7 et U dans 
la seconde équation (9), nous aurons: 


x y y z 

0A, ., {(@B_ oC “ee ‘(0B _0A\ » 
J ay d ot | (53 —22), 2 +f only + (55 by), etete=B. 
% Yo Yo %o 


Cette derniére équation doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x et 
y; en y faisant 7 —2,, y= yYy,, On a: 
(12) a+ a, = B,,y, 
(B,,y, désignant la valeur de B pour «= 4,, y = %). 

Telle est la relation entre « et a,; nous en déduisons a, = B,, y, — a, 
d’ot nous concluons, que l’expression Tdz + Udy, qui est l’intégrale 
de (8), renfermera une expression différentielle arbitraire de la forme: 



























1S 


1s 
le 
te 


Ss 


~ 
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(13) a = c(ydx — ady) + edx + e,dy, 


(ec, e, e, sont 3 constantes arbitraires). 
Considérons maintenant l’expression du 3°™° ordre: 


(14) Adz + Bdady + Cdady* + Ddy’. 


Pour qu'elle soit la différentielle de l’expression du second ordre: 


(15) Tdxz? + Udxdy + Vdy’, 
on doit avoir: ‘ 
(16) a=A, ton, at ge=G = =D, 
d’ot Yon déduit: 
oT @B a Of eD OV ov CA eB ac 
> Gy Oy  dxdy' Oa® ° By ~*~? Oa dy dady + Dat? 


aU_ 0B #4 = #U_0C_ aD. 
Om® =—(Onw)SCOOy ? COOy® SO Oy)siCk 
La comparaison de ces dérivées des fonctions J, U, V entre elles 
méne a une seule condition: 
OA OB ac 3D 
(17) ay — dytda + Syoat — on =, 
et admettant, qu’elle est satisfaite, la recherche de JT, U, V pourra 


s’effectuer par des quadratures. 











Pour trouver 7 nous avons ses dérivées = or au moyen des- 
? Ox? ays 3? 
quelles nous formons toutes ses dérivées du 3°™¢ ordre: 
} @r_ aa Or _ @A er _ oA ar _@B  @#C , #D 
Ox a® ? «=a Oy) = Owdy ’ )«=COxty*®) =y® ? Oy®) Oy® dudy Ox 


Ensuite, par la formule (7), on obtient: 


te dx +f, {(@&). dx* dy +f f( (sy) ener 


ts eB 2C 3 2 , ” 2 . 
+f (Ga — sagy t 32), dy? + ay? + a'xy+ o’a?+ By + Bx yp. 
Yo 


x2 
Les trois premiers membres de cette formule se réduisent a J Adz 


(per la formule (6) plus des termes arbitraires, qui peuvent étre com- 


pris dans oxy + aa? + px. 

En substituant la valeur trouvée de 7 dans Is premiere équation 
(16), on verra, que chacune des constantes a’, «”, B’ doit étre zéro, 
de sorte que l’expression finale de 7’ sera: 


(1s) 7 = fade +f (B- Sh 4+ | dy’ + ay + By +7. 


Yo 
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On aura de méme: 


(18) y—foav +f” (74 — deiy + Gx) at tnt + het n. 


giving SU_ 9B 0A #U 30 aD 
Les dérivées °° Ge Ba & de la fonction U 


nous donnent: 
a(@U)_ #B #4 9 (#U)_ wc _ aD 
Oxoy rae oy?’ Oy \dxdy oyou Oa® ? 


et par suite: 


@Uu . 2B 4) ac 
Ox ody = (3-3 dz +f ( (2 — #2) dy + M%. 


Zo % 





Ayant: ainsi toutes les dérivées du second ordre de la fonction U, 
nous écrivons par la formule (6) sa valeur: 


"2/oR ec e@D 
(18) u=f (32 — 24 ) ax +f | wa a) dxdy 


y 
*2 Cc D 
tA 
Yo %o 


Les fonctions 7, U, V renferment 10 constantes arbitraires (@...,), 
mais elles sont liées entre elles par de certaines relations, qu’on obtient 
en substituant les valeurs (18) de 7, U, V dans les équations (16) 
et en tenant compte de la condition (17). Ces relations sont les sui- 
vantes : 





eB ‘CB 
2a +a,= *) >» B +B, = Bay, — % oP) 
(19) He _ 
|2 +a, = (2) » By + Bs = Cx,y, — X% (2°). 
Zo Yo Zo Yo 


Par conséquent les 10 constantes arbitraires se réduiront au nombre 
de 6. Si on désigne les seconds membres de (19) respectivement par 
M, N, P, @ (ce seront des constantes déterminées), on aura: 

a= M—, a, = P— -s B, = N— B, B, = Q — B,. 
Substituons ces valeurs dans la somme de tous les termes de I’ex- 
pression (15), qui dépendront des constantes a... y,, c’est a dire dans 
la somme: 


(ay? + By + y) dx? + (a, xy + B,% + Byy + 72) dudy 
+ (a, 2? + Bix + 7) dy’ 


et si dans le résultat de cette substitution on omet les termes avec 
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des coefficients déterminés, ne laissant que les termes arbitraires, la 
somme @ de ces derniers sera: 


oO = — 3 (yda? + ady? — 2xydxdy) + B (ydx? — xdxdy) 
+ B, (wdy’ — ydudy) + ydx + y, dx dy + y, dy 


ce quon pourra présenter sous la forme: 


(20) @ = (yda — wdy) [(cy + q) dx — (cx + &) dy] 
+ edz*?*+e,dxdy+edy’, 
Cy Ciy Cy} Cy Cy, &y Stant les 6 constantes arbitraires. 

La formule (20) exprime ainsi la somme de tous les termes ar- 
bitraires, qui figureront dans |’expression (15). 

La recherche des fonctions 7, U, V dans le cas de leur existence 
ne présente, en général, aucune difficulté et peut s’effectuer de plu- 
sieurs maniéres; la méthode que nous venons d’exposer nous parait 
avoir Vavantage de présenter les relations entre les constantes arbi- 
traires (12) et (19) sous une forme assez simple, tandis que ces rela- 
tions n’ont pas été du tout remarquées par Raabe. Néanmoins, elles 
sont utiles dans les applications, dont nous allons nous occuper. 

Posons dans l’expression (8) y= ax-+ b (a et b étant des con- 
stantes déterminées), elle deviendra: Ada? + Bdady+ Cdy? = Fdz’, 
‘ ot F=A+aB+@C et chacun des coefficients A, B, C aura la 
forme 
(21) A=f(x, ax+b). 

On sait, que si les coefficients de l’expression (2) satisfont a la 
condition (10), cette expression aura une intégrale Tdx + Udy, 
qui pow y=ax-+b deviendra (7 + aU)dz, T et U ayant aussi 
la forme (21). Ainsi on a alors I’'dz? = d[(T + aU) dz], ou 
Fdx=d(T+ aU), dow lon conclut ce théoreme: 

Sot F=A+aB+a°C, A, B, C ayant la forme (21); si 
apres le remplacement de ax +b par y, ces fonctions satisfont iden- 
tiquement @ la condition (10), Vintégrale fF dx aura la forme: 


(22) [Fac=T+au, 


T et U ayant aussi la forme (21); on obtient lewrs valeurs au moyen 
des formules (11) dans lesquelles on aura & remplacer aprés les inté- 
grations y par ax + b. 

Quant aux termes arbitraires du second membre de (22) il est 
facile de voir, que leur somme se réduira & une seule constante arbi- 
traire, comme cela doit arriver. 

En effet, si dans l’expression (13) de on fait y= ax-+b, le 
facteur ydax — xdy devient = bdz et par conséquent a = Cdz, C 
étant une constante arbitraire. 
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Prenons, par exemple, la fonction 
F=22z(ax+ b)>+ a[32* (ax + b)?+ (a — 2) (ax+ b)—1] + 4a?x 
ou les coefficients A = 2zy°, B= 3a*y? + (2? — 2)y—1, C—425 


— & la condition (10). Nous avons: oe ~ ee = 62°y — 2, 
@B 3A _ 
=~ 2ay 


Donec, en prenant x —0O, y, =O, on aura, a l’aide des for- 
mules (11): 


ree eth , U=[hyx + a,x + B,] 


ax+b yr—axr+b 
et comme B,,,, est dans le cas actuel By ——1, la relation (12) 
donnera « + a, —=— 1, par conséquent, les valeurs de 7’ et U sont: 


T=2 (ax+ b)—(ax+by+aar+e,, 
U=42?(ax+ b)—x# —-—ar+e, 
(c,, ¢ étant des const. arb.). 


En les substituant dans (22) on verra, que l’intégrale f F'dx a 
la forme: 


[Fac =o ant — art oF + alge (arb) — a] fe. 


Posant y = ax -+ b dans l’expression (14), on arrive au théor®me 
suivant: 

Si F=A+aB+@C+a'D, ot A... D ont la forme (21), 
et si, aprés le remplacement de ax + b par y, ces fonctions satisfont 
identiquement a la condition (17), Vintégrale f F'dzx sera de la forme: 


(23) (fPae=T4+ 004+, 


T, U, V ayant aussi la forme (21); les valeurs de ces fonctions s’ob- 
tiennent par les formules (18) en y remplacgant aprés les intégrations y 
par ax +b. 

La somme des termes arbitraires du second membre de (23) se 
réduira 4 une constante arbitraire; cela se voit par |’expression (20) 
de @, qui pour y=az-+b devient Cdz*, C étant une constante 
arbitraire. 

Les théoremes relatifs aux intégrales (22), (23) présentent des 
conséquences intéressantes dans les cas de légalité des coefficients 
A, B... Nous considérerons préalablement le cas de cette égalité 
daus les expressions (8), (14). 

Si A= B=C, lexpression (8) devient A (dz? + dx dy + dy?) 
et la condition (10) sera: 

(24) eA eA e 


oy — dady * Gat — 9: 
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Cette condition est nécessaire - suffisante pour l’existence des 
ae e+e ke 
a ~ Oy 
On peut montrer maintenant, yA bee de fonctions 7’, U 
satisfaisant au systeme: 
¢ ef. OF , @:.. 
(25) te is * a "% 
sera aussi une solution de l’équation (24). 


fonctions 7’, U telles, .que: 


aU . 
Dy par rapport a y; 





Différentions pour cela ]’équation a ob ge = 

nous aurons: ial _ _ 
0 
(26) oy + O20y = oy? 
dun autre céoté, la différentiation de a= gu donne: #U ona 
x oy Oxdoy Ox?? 

aU #7 
oy duoy 

Eliminant entre ces deux équations et l’équation (26) les dérivées 
er er , er 
oy Ox oy ox*® 
solution de (24). 

Les fonctions 7, U entrent dans le systeme (25) d'une maniére 
symmétrique, et on verra de méme, que U est aussi solution de (24). 

Si A = B= C= D dans lexpression (14), elle devient: 


A (dx + dz? dy + dxdy? + dy’). 

Le coefficient A devra satisfaire 4 la condition: 
< OA aA OA OA es 
(27) dy! dytda t dyda® oni 
pour qu’il existe des fonctions correspondantes 7’, U, V. Ces derniéres 
seront liées entre we bags les relations: 

c= = ao oV . 
3 ate a “te on oy 
Nous allons lanes pice a chacune i fonctions 7, U, V 
satisfaisant au systeme: 


“ ar_2@ aU _ - av 4 
(28) oc 5 oc 7+ Us On oy 
sera une solution de ]’équation (27). 


de U, on a: =0, cest a dire que 7 est une 





na ps pour cela Véquation 2° ote a er 


équation & 5 + oY = or par rapport a a, ot saad la différence 
oT FV FY ev 


des ‘aan nous aurons: 53 — Far Gy — Dyda’ et différentiant 


cette derniére équation par rapport & y, on a l’équation: 


y par rapport a y, 


er av _@8V_ av 
oy Ow Oy) Oy Oy Oa 
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) aV = — 
laquelle & cause de pee ge P’ devient: 
fT FFT oT oT 


dy? Oa? dudy® dy da*? 
dot Yon voit, que 7’ est effectivement solution de (27). 





La fonction V entrant dans le systeme (28) de la méme maniére 
que 7, on vérifiera comme pour 7, que V est solution de (27). Quant 
a la fonction U, elle entre dans le systeme (28) d’une maniére diffé- 
rente que 7’ et V; néanmoins, on peut se convaincre, que cette fonc- 
tion est aussi solution de la méme équation (27). 

En effet, on déduit du systéme (28): 








OF oe Oe or aU __oT oaV 
dan ay’ dy dn Ox’ 
et la différentiation de ces équations donne: 
eU_@T  @rT au ar ar 
dx®  — x® Oy Ox*®? Oxtdy dxtdy dydx’ 
fU @¢f av aU oT av 





oy dxey dxdy’ Oydx Cxdy dardy’ 
d’ot lon conclut: 





‘ oU @U @e2U eau av OV OT a T 
(29) oy iva + dyou® Oa GOatdy dndy t Byoe oyou® oat 
. — oV oT “ Vv 58 
Dun autre coté: 2 — 2, et par conséquent: # = amd 
? p q , 
ey x cx oy ex 
“a V oT 


judy — Da*oy’ d’ou il suit, que le second membre de (29) est zéro, 
ou que U est une solution de (27). 
Revenons maintenant aux intégrales (22), (23). 


Il est clair, que pour C— B= A, la formule (22) devient: 


F T+aU 
(30) JA dx =m FEST, 


ot A est une fonction de la forme f(x, ax +b), qui apres la sub- 
stitution ax + b = y satisfait 4 Véquation (24). 

De plus, nous venons de voir, que les fonctions 7, U apres la 
méme substitution satisferont aussi 4 |’équation (24). 

On peut done appliquer 4 ces fonctions 7, U la méme formule 
(30) et écrire: 


f T U, 7 T. U, 
frax— oe 2 [Uae = 


Cela posé, multiplions l’équation (30) par dx et intégrons les deux 
membres de nouveau par rapport 4 2; nous aurons: 


. 5448 2 
(31) | f(x, ax+ b) da? = eee 
ou S=7,, 5 =—U,+T7,, 8,= U,. 
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Les fonctions S, S,, S,, ainsi que Z7,, U,, T,, U, sont de la 
forme f(x, ax + b) et aprés la substitution az + b = y elles satisferont 
i Téquation (24). 

Par conséquent, de la méme maniére, que la formule (31) a été 
déduite de (30), on déduira de (31) la formule suivante: 


7 . R R 2R, 3R, 
J f(x, ax +b) dai = Rt 7 eat aR, 





et ainsi de suite. 
Nous pouvons maintenant, par ce qui précéde, énoncer ce théo- 
»P p ) 
reme: 
Si A=f (a, y) est une solution queleonque de Véquation: 
A @#A , #A_y 
of dyoa ' Oe =” 
on aura: 


(32) fre, ax +0) dx— Stee 


ow T et U sont des fonctions de x, ayant aussi la forme {(7, ax + b); 
on les obtient par les formules (11) en y faisant C= B= A et sub- 
stituant ax + b a@ y apres les intégrations. 

De plus, Vintégrale simple de f(x, ax + b) étant une fois de la 
forme (32), toutes les intégrales multiples de la méme fonction suivent 
une loi déerminée, exprimée par cette formule pour Vintégrale de ni*me 
multiplicité : 

*n n 
f(x, aw + b) da" = tant A 
(1+ a+ a?)” 
ott Q .*. Qn sont fonctions de. x, ayant toujours la forme f (x, ax + b) 
ct satisfaisant a la méme condition (24). 

Si dans la formule (23) on pose: D = C= B= 4A, on obtient 
ce résultat: 

La condition neécessaire et suffisante pour que Vintegrale 


fre, az + b) dz 





soit de la forme: 
99 : ‘ T aU av 
(33) Ife, at + Udo Ptarrey,, 
T, U, V ayant aussi la forme [ (x, ax + b), est que f (x, y) soit solu- 
tion de Véquation: 
aA BA eA BA __ 
dy — dytda + dyaat — dae = 9- 
Nous avons montré, que 7’, U, V apres la substitution axv+b=—y 
satisferont & la méme équation; donc, comme pour lintégrale (32), 
nous pourrons dire, que: dés que l’intégrale simple de f (x, ax + b) 
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aura la forme (33), toutes les intégrales multiples de cette fonction 
sexprimeront par la formule: 


ag R+aRk,+@R,+4+-- -+a'"Ry, 
fi (x, ax + b)dx* = — (itehatpay . 
Des deux théoremes précédents on pourrait conelure, par analogie, 
ce théoreme général: 
La condition nécessaire et suffisante pour que Vintégrale 


Ire ax +b) dz 





soit de la forme: 


P+aP,+a@P,4+:--+a"—'P 
(34) fre, net idee 2 5 =, 





i+a+a?+.---a* 
P...P,—1 ayant aussi la forme f{ (x, ax + b), est que f (x, y) soit 
solution de Véquation: 








A* A n* A * A aA 
(@6) et aeme t Cro 


ay” dy — da ay*—*aa* 
et dés que Vintégrale simple de f(x, ax + b) aura la forme (34) toutes 
ses intégrales multiples s’exprimeront par la formule: 
fie ax + b) da = S+ a8, + a8, +--+ Sey , 
(1f-afa+---a*)" 
-» Saix—y ayant aussi la forme f (x, ax + b) et satisfaisant a Péqua- 
be (35). 








Notiz, betreffend den Zusammenhang der Liniengeometrie 
mit der Mechanik starrer K6rper. 


Von Feuix Krew in GOrrincen. 


Mit den Betrachtungen der Pluecker’schen Liniengeometrie 
stehen gewisse Probleme der Mechanik starrer Koérper im engsten 
Zusammenhange, so namentlich die Aufgabe der Zusammensetzung 
beliebiger, auf einen starren Kérper wirkender Krifte, und die Unter- 
suchung der von einem starren Kérper ausgefiihrten unendlich kleinen 
Bewegungen. 

Von einem solchen Zusammenhange spricht Pluecker bereits in 
der ersten grésseren Mittheilung, die er itiber seine neuen geome- 
trischen Forschungen machte*); bald darauf widmet er dessen Aus- 
einandersetzung einen besonderen Aufsatz.**) Auf denselben Gegen- 
stand beziehen sich einzelne Stellen seiner ,, Neuen Geometrie“ ***), 
besonders die Nummern 25 und 39. 

Pluecker beabsichtigte, wie aus wiederholten Andeutungen in 
der ,, Neuen Geometrie“ ersichtlich, die Anwendung seiner geometri- 
schen Principien auf Mechanik in einem grésseren zusammenhingenden 
Werke, das der ,,Neuen Geometrie“ nachfolgen sollte, auseinander- 
zusetzen. Dass Pluecker diese Absicht nicht mehr verwirklicht hat, 
ist umsomehr zu bedauern, als die vorgenannten wenigen Stellen, wo 
er sich iiber seine mechanischen Conceptionen ausspricht, nur sehr 
kurz und schwer verstiindlich, hiufig auch unbestimmt sind. Ich werde 
nun im Nachstehenden zuniichst in kurzem Referate den Zusammen- 
hang der im Eingange genannten mechanischen Probleme mit der 
Liniengeometrie darlegen, sodann einige Punkte besprechen, die mir 
in der Pluecker’schen Darstellung nicht ganz deutlich erscheinen. 
Hieran ankniipfend, werde ich dann eine besondere Art physikalischen 
Zusammenhangs erértern, welche sich zwischen Kriiftesystemen und 
unendlich kleinen Bewegungen aufstellen lisst. 


*) On a New Geometry of Space. Phil. Trans. 1865, p. 725, ef. Additional 
Note. 
**) Fundamental Views regarding Mechanics. 1866. p. 361. 
***) Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden 
Linie als Raumelement. Leipzig, B. G. Teubner. 1868/69. 


















Feux Kiem. 


§ 1. 


Einiges tiber den Zusammenhang der Mechanik starrer Koérper 
mit der Liniengeometrie. 


Dass in der That zwischen der Liniengeometrie und der Mechanik 
starrer Kérper ein intimer Zusammenhang besteht, um dies zu sehen, 
braucht man nur die geometrischen Betrachtungen iiber die Mechanik 
starrer Kérper durchzugehen, wie sie von Poinsot, Moebius, Chas- 
les u. A. angestellt worden sind.*) Man hat bei diesen Untersuchun- 
gen fortwihrend mit geometrischen Dingen zu thun, welche in der 
Liniengeometrie gleich anfangs und fundamental auftreten. Eine kurze 
Auseinandersetzung mag dies erliutern. 

Die fraglichen Betrachtungen beziehen sich wesentlich auf die 
bereits genannten zwei Aufgaben, deren eine die Zusammensetzung 
von Kriften behandelt, welche auf einen starren Kérper wirken, wih- 
rend die andere die unendlich kleinen Bewegungen untersucht, die 
ein starrer Koérper vollfiihrt. Beide Probleme sind gewissermassen 
geometrisch identisch, insofern die Betrachtung unendlich kleiner Be- 
wegungen eines starren Koérpers auf die Zusammensetzung unendlich 
kleiner Rotationen eines solchen zuriickkommt und sich unendlich kleine 
Rotationen nach ganz derselben Regel wie Krdfte, niimlich nach der 
Regel vom Parallelogramm, zusammensetzen, Dabei tritt also der Be- 
griff der Kraft dem der wnendlich Ikleinen Rotation als coordinirt **) 
gegeniiber. Alle Betrachtungen, die man hinsichtlich Kriaften anstellt, 
welche auf einen starren Kérper wirken, kénnen in ganz gleicher Form 
fiir unendlich kleine Rotationen angestellt werden, die ein solcher 
Koérper ausfiihrt, und umgekehrt. 

Irgendwie gegebene Kriifte, welche einen starren Koérper angrei- 
fen, kénnen nun immer durch zwei Kriifte ***) ersetzt werden, deren 
eine man nach einer beliebig angenommenen Geraden wirken lassen 


*) Vergl. bes. Moebius: Lehrbuch der Statik. Leipzig 1837. Theil I. In 
grosser Vollstiindigkeit finden sich die betreffenden Untersuchungen in Schell’s 
Theorie der Bewegung und der Kriifte. Leipzig 1870. 

**) Diese Coordination von Kraft und Rotation ist nur eine mathematische, 
keine physikalische. Vergl. § 4. 

*#%) Die Kriftepaare, welche in der Poinsot’schen Theorie eine so wichtige 
Rolle spielen, sind dabei anzusehen als (unendlich kleine) Kriifte, welche nach 
einer unendlich fernen Geraden wirken. In der That haben die beiden Kriifte 
eines Paares, wenn dieser Ausdruck gestattet ist, nach dem Hebelgesetze eine 
unendlich ferne (und dann unendlich kleine) Resultante. 

Analogerweise sind in den Betrachtungen des ‘Textes Translationen eines 
Kérpers anzusehen als Rotationen um unendlich ferne Axen. 

Kriiftepaare und Translationen sind also in demselben Sinne coordinirt, wie 
Kriifte und Rotationen, 
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kann; worauf denn die Gerade, nach der die andere Kraft wirkt, und 
die Intensitiit beider Krifte gegeben sind. Ebenso lisst sich jedes 
System unendlich kleiner Rotationen, oder, kiirzer gesagt, jede unend- 
lich kleine Bewegung eines starren Kérpers aus zwei unendlich kleinen 
Rotationen zusammensetzen. Eine der Rotationsaxen kann dabei be- 
liebig im Raume angenommen werden; dann ist die andere Axe und 
die Grésse der um beide stattfindenden Rotation bestimmt. Durch ein 
Kraftesystem oder eine unendlich kleine Bewegung werden sonach die 
Geraden des Raumes paarweise conjugirt; bereits Moebius hat ge- 
zeigt *), dass die gegenseitige Beziehung beider durch eine besondere 
Art dualer Verwandtschaft gegeben ist, derjenigen Art, die man nach 
v. Staudt als ,,Nullsystem“ bezeichnet und die dadurch gegeniiber 
anderen dualen Verwandtschaften ausgezeichnet ist, dass jeder Punkt 
mit der ihm entsprechenden Ebene vereinigt liegt. Im Nullsysteme 
giebt es dreifach unendlich viele ,, Nullgerade‘‘, das sind solche Linien, 
welche mit ihren conjugirten zusammenfallen. Alle Linien, welche 
durch einen beliebigen Punkt in dessen entsprechender Ebene ver- 
laufen, sind Nullgerade, und sind die Nullgeraden auch umgekehrt 
dadurch vollstiindig definirt, dass sie in der jedem ihrer Punkte ent- 
sprechenden Ebene liegen. — Will man eine der beiden Krifte, in 
welche ein gegebenes Kriftesystem zerlegt werden soll, nach einer 
Nullgeraden des betreffenden Nullsystems wirken lassen, so wirkt auch 
die zweite Kraft nach derselben Nullgeraden. Die Intensitiit beider 
Krifte wird unendlich gross und die Kriifte erscheinen entgegengesetzt 
gerichtet. Man hat es dann also mit einem Grenzfalle der allgemei- 
nen Zerlegung des Kriaftesystems in zwei Krifte zu thun, der nur, 
insoferh er Grenzfall ist, einen Sinn hat. Bei der Betrachtung un- 
endlich kleiner Rotationen wiirde man ebenso, wenn man eine der 
beiden Rotationen, in die man das System zerlegen kann, um eine 
Nullgerade des zugehérigen Nullsystems geschehen lisst, zu einem an 
und fiir sich nicht verstiindlichen Grenzfalle gelangen. Die Null- 
geraden haben in beiden Fiillen auch noch eine weitere leicht angeb- 
bare Kigenschaft. Im Falle des Kriiftesystems sind die Nullgeraden 
diejenigen Linien des Raumes, um welche das Moment des Kriifte- 
systems gleich Null ist; im Falle der unendlich kleinen Bewegung 
sind die Nullgeraden diejenigen Linien, welche senkrecht zu sich selbst 
versetzt werden, d. h. ohne eine Verschiebung parallel mit ihrer Rich- 
tung zu erfahren.**) 





*) Crelle’s Journal t. X. Ueber eine besondere Art dualer Verhiiltnisse im 
Raume. 

**) Moebius, Statik. I. § 84 ff. Chasles in den Comptes Rendus. 1843. 
Sur les mouvements infiniment petits des corps. 
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Nun ist die dreifach wnendliche Mannigfaltigkeit der Nullgeraden 
eines Nullsystems genau dasselbe, was Pluecker als einen linearen 
Liniencomplex bezeichnet*), d. h. also wie diejenige dreifach unendliche 
Mannigfaltigkeit von Geraden, deren Coordinaten eine lineare Glei- 
chung befriedigen. 


Ein beliebiges Kraftesystem, wie eine beliebige unendlich kleine 
Bewegung ist sonach jedesmal mit einem bestimmten linearen Com- 
plexe in Verbindung gesetzt. Die Linien des Complexes sind die- 
jenigen Raumgeraden, in Bezug auf welche das Kriftesystem kein 
Drehmoment hat, resp. welche bei der unendlich kleinen Bewegung 
senkrecht gegen sich selbst versetzt werden. Die durch den Complex 
paarweise zugeordneten Geraden — die conjugirten Polaren des Com- 
plexes in der Pluecker’schen Terminologie**) — sind diejenigen Linien- 
paare, nach denen zwei Kriifte wirken kénnen, welche dem gegebenen 
Kriftesystem jfiquivalent sind, bez. um welche zwei unendlich kleine 
Rotationen geschehen kénnen, die die gegebene unendlich kleine Be- 
wegung ersetzen. 


Das beliebige Kriftesystem, resp. die beliebige unendlich kleine 
Bewegung kann fiir die geometrische Vorstellung geradezu durch den 
zugehérigen linearen Complex ersetzt werden. Man muss dabei im 
Falle des Kriiftesystems nur von der absoluten Grésse der wirkenden 
Kriifte absehen und alle solchen Kriftesysteme als wesentlich identisch 
betrachten, die sich nur hinsichtlich ihrer Intensitét unterscheiden. 
Bei unendlich kleinen Bewegungen wird dem Begriffe des Unendlich- 
kleinen entsprechend von vornherein von der absoluten Grosse abstra- 
hirt, und es braucht eine solche Abstraction also nicht hier noch aus- 
driicklich eingefiihrt zu werden. 


Kin linearer Complex kann insbesondere ein specieller Complex 
werden ***), d. h. in die Gesammtheit aller Geraden iibergehen, die 
eine feste Gerade schneiden. Das mit dem linearen Complexe gleich- 
bedeutende Kriftesystem reducirt sich dem entsprechend auf eine ein- 
zelne Kraft, die nach der festen Geraden wirkt; die mit dem linearen 
Complexe gleichbedeutende unendlich kleine Bewegung auf eine Ro- 
tation, welche um die feste Gerade geschieht. 


*) cf. Pluecker. Neue Geometrie n. 29. 
**) Neue Geometrie n. 28. 


**t) Neue Geometrie n, 45. Dem entspricht, dass die Determinante des betr. 
Nullsystems verschwindet. 
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§ 2. 


Analytische Darstellung. Coordinaten von Kriiften und (unend- 
lich kleinen) Rotationen. Coordinaten von Kriiftesystemen und 
(unendlich kleinen) Bewegungen. 


Man beweist die vorgetragenen Dinge am einfachsten, wenn man, 
nach dem Vorgange von Pluecker*), einer Kraft, resp. unendlich 
kleinen Rotation, geradezu Coordinaten ertheilt, nimlich dieselben Coor- 
dinaten, welche die gerade Linie besitzt, nach welcher die Kraft wirkt, 
bez. um welche die Rotation geschieht. 

Seien, unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems, w, y, 2 und 2, y’, 2 die Coordinaten zweier Punkte der zu 
bestimmenden Geraden, so erhiilt ihre Verbindungslinie bei Pluecker 
als Coordinaten die relativen Werthe der folgenden 6 Ausdriicke: 

oX =a2—2 oY=y—y oZ=2z2—2 
oL=ys—ye opM=x2—2¢ QN=xy— xy. 
Dabei ist identisch: 
XL+YM+ZN=0, 
wodurch die relativen Werthe der 6 Gréssen X, Y, Z, L, M, N 
auf die zur Bestimmung einer Geraden nothwendigen 4 Constanten 
zuriickkommen. 

Auf dieselben 6 C-ordinaten kommt man bekanntlich, wenn man 
die Gerade nicht, wie vorstehend, als Verbindungslinie zweier Punkte, 
als einen Strahl, wie Pluecker sagt, sondern als Durchnittslinie zweier 
Ebenen, als eine Ave, nach Pluecker’s Ausdrucksweise, auffasst. — 
Wiihrend die mechanische Vorstellung der nach einer Geraden wir- 
kenden Kraft mit der geometrischen der Geraden als Strahl verkniipft 
ist, ist es die mechanische der um eine Gerade geschehenden Rotation 
mit der geometrischen der Geraden als Axe. 

Einer Kraft, die nach einer Geraden wirkt, bez. einer wunendlich 
kleinen Rotation, die um eine solche geschieht, ertheilen wir nun geradezu 
die 6 Grossen 

X, Y¥, Z, L, M, N 
als Coordinaten. 

Fiir Krifte kommt diese Coordinatenbestimmung, sobald man noch 
die absoluten Werthe der 6 Coordinaten der Intensitiéit der Kraft pro- 
portional festlegt, auf die gewdhnliche Art und Weise beraus, wie man 
Krifte in der Mechanik bezeichnet. X, Y, Z sind die Componenten 
parallel zu den 3 Coordinatenaxen, L, M, N die Drehungsmomente 
um dieselben Axen. 


*) cf. Neue Geometrie n. 25. 
Mathematische Annalen IV. 
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Eine solche Festlegung der absoluten Werthe der Coordinaten hat 
bei einer unendlich kleinen Rotation so lange keinen Sinn, als man 
nicht eine (willkiirlich gewihlte) andere unendlich kleine Rotation als 
gleichzeitig mit ihr eintretend ansieht, der man dann die Intensitit 1 
ertheilt. 

Kréfte und Rotationen, deren Coordinaten in dieser Weise absolute 
Werthe bekommen haben, setzen sich nun zusammen, indem sich thre 
Coordinaten addiren.*) 

Dieser Satz sagt zuniichst aus, dass alle Systeme von Kriiften, 
bez. alle Systeme von Rotationen, welche durch Addition der den ein- 
zelnen Kriften bez. Rotationen zugehérigen Coordinaten dieselben 6 
Werthe ergeben , aquivalent sind. 

Diese durch Addition erhaltenen 6 Werthe, welche wir als Coor- 
dinaten des Kriiftesystems bez. als Coordinaten der unendlich kleinen 
Bewegung ansprechen kénnen, mégen heissen: 

z, 4, Z, A, M, BH. 

Es kann nun insbesondere sein: 

=A+HM+ ZN=0. 
Dann kann das Kriiftesystem durch eine einzelne Kraft, die unendlich 
kleine Bewegung durch eine Rotation ersetzt werden, deren Coordinaten 
geradezu sind: 

=—=, Y=H, Z=Z, =A, M=M, N—=N. 

Ist aber die Bedingung 
=A+HM+ZN=0 


nicht erfiillt, so kann man das Kriaftesystem nur durch 2 Krifte, die 
unendlich kleine Bewegung nur durch 2 Rotationen ersetzen. Sind 
die Coordinaten der beiden Kriifte, beziiglich der beiden Rotationen: 
aos > > ee ee ee a Oe eee; 

sO muss sein: 

X’+ X"=—=, Y'+ Y"=—=H, 7+ Z’=Z 

['+ L’=A, M’+M’=M, N+ N’=N. 
Gleichzeitig ist dann: 


XL’+YM+Z7N=0, X"L'+ Y'M"'+ Z’N’=0. 


*) Battaglini hat die sich hier ankniipfenden Dinge in einer Reihe von 
Aufsiitzen in den Rendiconti und Atti der Akademie zu Neapel unter Zugrunde- 
legung tetraedrischer Coordinaten ausgefiihrt. {In den Rendiconti vom Februar, 
Mai, August 1869, Mai 1870 und in den Atti. Vol. IV, 1869,] 

Man vergl. auch Cayley: On the six Coordinates of a line. Cambridge 
Transactions. Vol. XI, 1868, bes. das Kapitel: Statical and Kinematical Appli- 
cations (p. 25). 































Zur Mechanik starrer Kérper. 409 


Diese Gleichungen sagen nun aus, dass die geraden Linien X’, Y’, 
Z’, L’, M'’, N’ und X", Y”, Z”, L’”, M”, N” conjugirte Polaren 
sein sollen in Bezug auf den linearen Complex, dessen Gleichung ist - 


AX+MY+NZ+=2L4+HM42ZN=0. 


Da sich in der ,, Neuen Geometrie“ nicht gerade eine Stelle findet, 
aus der man dieses ohne Weiteres ersehen kann, folge hier der kurze 
Beweis. 

Die Bedingung, dass eine gerade Linie die feste Gerade X’, Y’, 7’, 
L’, M’, N’ schneide, ist: 

WX+MY+N2Z4+X'L4+ Y'M4+Z7N=0. 
Ebenso fiir die Gerade X”, Y”, Z”, L’, M”, N”: 

L’X+ M"Y + N’"Z+4+ X"L+ Y"M+ Z’°N=0. 
Durch Addition beider Gleichungen folgt: 

AX+MY+NZ+=2L+HM+2Z2N=0. 
Das heisst: Alle Geraden, welche die beiden X’, Y’, Z’, L’, M’, N’ 
und X”, Y”, Z”, L’, M”, N” schneiden, gehéren dem fraglichen 
linearen Complexe an. Das aber ist die charakteristische Kigenschaft*) 
der conjugirten Polaren, w. z. b. 
Die Coefficienten 
=, H, Z, A, M,N 


in der Gleichung des linearen Complexes kann man geradezu als Coor- 
dinaten des linearen -Complexes**) bezeichnen. Es ist das darum ge- 
stattet, weil, wenn die 6 Coefficienten insbesondere die Gleichung 
befriedigen: 

=A+HM+ ZN=0O, 
sie die Coordinaten desjenigen speciellen Complexes sind, der dann 
durch die gegebene lineare Gleichung 


AX+MY+NZ+2L+HM+ ZN=0 


dargestellt wird, d. h. die Coordinaten derjenigen geraden Linie, welche 
von allen der Gleichung geniigenden Geraden geschnitten wird. Es 
muss ja in der That die vorstehende Gleichung bestehen, damit sich 
2 Gerade mit, den Coordinaten =, H, Z, A, M, N und X, Y, Z, 
LL, M, N schneiden. 

Gebrauchen wir nun diesen Ausdruck: Coordinaten eines linearen 


Complexes, gleichgiiltig, ob der Complex ein specieller (eine gerade 


*) Neue Geometrie n. 28. 
**) Vergl.: ,,Die allgemeine lineare Transformation der Liniencoordinaten “. 
Math. Ann. t. II, p. 366, 


27* 
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Linie) geworden ist oder nicht, so kénnen wir, unabhingig davon, ob 
ein gegebenes Kriiftesystem eine Resultante hat oder nicht, resp. ob 
eine gegebene unendlich kleine Bewegung sich auf eine Rotation 
reducirt oder nicht, den Satz aussprechen: 


Das geometrische Bild fiir ein Kréftesystem, bez. eine unendlich 
kleine Bewegung mit den Coordinaten: 


=,H, Z, A, M,N 


ist ein linearer Complex, der dieselben Coordinaten besitzt. 


§ 3. 
Besprechung einiger besonderer Punkte. 


Es sind nun einige Dinge, wie bereits im Eingange erwihnt, die 
in der von Pluecker gegebenen Darstellung des Zusammenhanges 
seiner Liniengeometrie mit der Mechanik starrer Kérper, wie sie etwa 
in der 25. Nummer der ,,Neuen Geometrie“ vorliegt, nicht ganz 
klar zu sein scheinen. 

Kraftesysteme und unendlich kleine Bewegungen kénnen, nach 
dem Vorstehenden, beide unter demselben geometrischen Bilde, dem 
linearen Complexe, vorgestellt werden. Ein und derselbe Complex 
ist also einmal Bild eines Kriiftesystems, das andere Mal Bild einer 
unendlich kleinen Bewegung: ganz in demselben Sinne, wie ein und 
dieselbe gerade Linie (ein specieller Complex) einmal eine nach ihr 
wirkende Kraft, das andere Mal eine um sie stattfindende Rotation 
versinnlichte. Zwischen dem Kriftesystem und der unendlich kleinen 
Bewegung, die sich auf denselben linearen Complex beziehen, be- 
steht ebensowenig ein ursichlicher physikalischer Zusammenhang, als 
zwischen der Kraft, welche nach einer Geraden wirkt, und der Rota- 
tion, die um dieselbe Gerade stattfindet. 

Aber in der Pluecker’schen Darstellung sieht es so aus, als 
wenn das Kraftesystem die Ursache der zugehérigen (auf denselben 
linearen Complex beziiglichen) unendlich kleinen Bewegung sei. Dem- 
entsprechend wird denn auch Beides, als wesentlich identisch, mit 
dem einheitlichen Namen ,, Dyname“ bezeichnet. 


Dass ein Kraftesystem und eine unendlich kleine Bewegung bei 
diesen Betrachtungen iiberhaupt nicht in einen ursiichlichen Zusammen- 
hang gesetzt werden kénnen, ist daraus ersichtlich, dass bei einem 
gegebenen Kriftesystem doch nur dann eine bestimmte Bewegung 
des starren Korpers erfolgt, wenn derselbe eine Masse, einen Schwer- 
punkt, ein Trigheitsellipsoid etc. besitzt. Durch einen bestimmten 
starren K6érper, dessen Masse etc. ein fiir allemal gegeben ist, wird 
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also allerdings jedem Kriftesystem eine bestimmte unendlich kleine 
Bewegung, die seine Wirkung ist, coordinirt.*) So lange man aber 
nur schlechthin von einem starren Kérper spricht, dessen Massen- 
vertheilung gar nicht in Betracht kommt, kann von einer ursiich- 
lichen Zuordnung iiberhaupt nicht die Rede sein. 

Es entsteht dabei die Frage, ob nicht eine andere Art physikali- 
schen Zusammenhanges zwischen Kriftesystemen und unendlich klei- 
nen Bewegungen obwaltet, auf den die mathematische Coordination 
der beiden Dinge zuriickzufiihren wire. Davon soll in dem niichsten 
Paragraphen gehandelt werden. 

Ein weiterer Punkt, der in der Pluecker’schen Darstellung nicht 
ganz deutlich scheint, ist der folgende, der iibrigens mit dem erwihnten 
nahe zusammenhingt. 

Wenn wir von einer Kraft sprechen, so kniipft das an die geo- 
metrische Vorstellung der Geraden als einer Punktreihe, als eines 
Strahles, an. Dagegen, wenn eine (unendlich kleine) Rotation um 
eine Gerade stattfindet, so fassen wir die Gerade als ein Ebenenbiischel, 
als eine Axe. An eine Axe die Vorstellung einer Kraft anzukniipfen, 
d. h. also eine Kraft sich zu denken, welche einen frei beweglichen 
starren Kérper um eine bestimmte Gerade drehen will, ist ebenso un- 
mdglich, wie mit einem Strahl die Vorstellung einer unendlich kleinen 
Bewegung zu verbinden, die dann den Kérper nach einer einzelnen, 
bestimmten Geraden verschieben ‘miisste. Eine Drehkraft, d. h. ein 
Kriftepaar, hat nicht eine Axe, sondern unendlich viele, deren Rich- 
tung allein gegeben ist; ebenso verschiebt eine Translation nicht einen 
einzelnen Strahl in sich, sondern gleichzeitig alle parallelen Strahlen. 
Man kann also auch nicht die geometrische Vorstellung einer Axe mit 
der mechanischen einer Drelrkraft, die geometrische Vorstellung eines 
Strahles mit der mechanischen einer Translation verkniipfen. Es kann 
nur die Rede sein von Kriften, die nach geraden Linien wirken, und 
von Bewegungen, die wm solche geschehen. Dies tritt bei Pluecker 
nicht deutlich hervor; Pluecker spricht meist von Kriiften und Ro- 
tationen, dann aber auch wieder von Translationen und Drehkriften, 
und hat es an einzelnen Stellen den Anschein, als wiire jede Kraft 
mit einer Translation, jede Drehkraft mit einer Rotation ursiichlich 
verkniipft. 


*) Da sowohl das Kriftesystem als die unendlich kleine Bewegung durch” 
einen linearen Compiex ersetzt werden kinnen, so begriindet jeder starre Kérper 
von gegebener Massenvertheilung eine besondere Art riumlicher Verwandtschaft, 
bei welcher jedem linearen Complexe ein zweiter zugeordnet ist. Fiir Kérper, 
deren Triigheitsellipsoid eine Kugel ist, wird die Verwandtschaft geradezu die 
Polar - Reciprocitiit hinsichtlich einer um den Schwerpunkt des Kérpers herum- 
gelegten Kugel. 
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Dass man nur von Kriften sprechen kann, welche nach geraden 
Linien wirken, nur von Bewegungen, die wm solche geschehen, kommt 
auf den undualistischen Charakter zuriick, den iiberhaupt unsere Mass- 
bestimmung besitzt. Dieselbe bezieht sich bekanntlich auf eine ebene 
Curve 2'* Grades, den unendlich weit entfernten imaginiren Kreis. 
Man kann nun aber nach dem Vorgange von Cayley*) eine allge- 
meinere Massbestimmung concipiren, bei welcher eine allgemeine 
Fliche 2'" Grades dieselbe Rolle spielt, wie sonst die genannte ebene 
Curve. Fiihrt man eine solche Massbestimmung ein und ersetzt gleich- 
zeitig die sechsfach unendlich vielen Bewegungen unseres Raumes 
durch ebenso viele lineare Transformationen, welche die fundamentale 
Fliiche 2'" Grades unveriindert lassen**): — so kann man gleich- 
miissig von Kriften sprechen, die nach Geraden und die um Gerade 
wirken, und von Bewegungen, die um Gerade und nach Geraden ge- 
schehen. Es wiirden aber beide Arten von Kriiften und beide Arten 
von Bewegungen gleichbedeutend sem. Eine Drehung um eine Gerade 
ist dann dasselbe, wie eine Verschiebung nach der ihr in Bezug auf 
die fundamentale Flache 2'" Grades conjugirten Polare. Ebenso eine 
Kraft, die nach einer Geraden wirkt, dasselbe, wie eine Kraft, die 
um deren conjugirte Polare zu drehen bestrebt ist. 

Ein dritter Punkt, der bei Pluecker wenigstens nicht ausdriick- 
lich hervorgehoben ist, ist der, dass man nur unendlich kleine Rota- 
tionen, iiberhaupt unendlich kleine Bewegungen in Betracht ziehen 
darf. Endliche Bewegungen setzen sich ja in anderer Weise zusam- 
men, als unendlich kleine, es ist z. B. die Aufeinanderfolge bei der 
Zusammensetzung nicht gleichgiiltig, wiihrend es bei unendlich kleinen 
Bewegungen, ebenso wie bei der Zusammensetzung von Kriiften, auf 
die Reihenfolge nicht ankommt. 


*) ef. Cayley. A sixth Memoir upon Quantics. Phil. ‘l'rans. 1859. Sodann: 
Salmon’s Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Cap. XXII. (der Fiedler’- 
schen Uebersetzung). 

**) Kine Fliche 2'" Grades geht durch sechsfach unendlich viele lineare Trans- 
formationen in sich tiber. Aber dieselben sondern sich in 2 sechsfach unendliche 
Gruppen. Bei den Transformationen der einen Gruppe bleiben die beiden Systeme 
geradliniger Erzeugender der Fliche wngetndert, bei den Transformationen der 
zweiten Gruppe vertauschen sich die beiden Systeme gegenseitig. Die Transforma- 
tionen der ersten Gruppe sind im Texte gemeint; sie gehen, wenn die F, all- 
miihlich in den unendlich weiten imaginiiren Kreis iibergeht, allmiihlich in die 
sechsfach unendlich vielen Bewegungen des Raumes itiber. — Bei einer niichsten 
Gelegenheit denke ich zu zeigen, wie die im Texte erwiihnte Cayley’sche Mass- 
bestimmung unter Hinzunahme dieser sechsfach unendlich vielen Transforma- 
tionen genau zu denselben geometrischen Vorstellungen hinleitet, wie sie, von 
einem ganz anderen Ausgangspunkte aus, Lobatchefsky und Bolyai entwickelt 
haben. 
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Ueber die Art des physikalischen Zusammenhanges zwischen 
Kriiftesystemen und unendlich kleinen Bewegungen. 


Ks lisst sich nun in der That ein physikalischer Zusammenhang 
zwischen Kriiftesystemen und unendlich kleinen Bewegungen angeben, 
welcher es erkliirt, wie so die beiden Dinge mathematisch coordinirt 
auftreten. Diese Beziehung ist nicht von der Art, dass sie jedem 
Kriiftesystem eine einzelne unendlich kleine Bewegung zuordnet, son- 
dern sie ist anderer Art, sie ist eine dualistische. 

Es sei ein Kriaftesystem mit den Coordinaten 

Ss, 4, 2, A, BR; B 
und eine unendlich kleine Bewegung mit den Coordinaten 

=’, H, 2, N, M,N’ 
gegeben, wobei man die Coordinaten in der im § 2. besprochenen 
Weise absolut bestimmt haben mag. Dann repriisentirt, wie hier nicht 
weiter nachgewiesen werden soll, der Ausdruck 

N=+MH+NZ+=25A+HM-+2Z'N 

das Quantum von Arbeit, welche das gegebene Kriiftesystem bei Eintritt 
der gegebenen unendlich kleinen Bewegung leistet. 

Ist insbesondere : 

NE+MH+NZ+2A+HM+2Z2N=0, 
so leistet das gegebene Kriftesystem bei Hintritt der gegebenen un- 
endlich kleinen Bewegung keine Arbeit. 

Diese Gleichung nun reprisentirt uns, indem wir cinmal =, H, Z, 
A, M, N, das andere Mal =’, H’, Z’, A’, M’, N’ als veriinderlich be- 
trachten, den Zusammenhang zwischen Kréftesystemen und unendlich 
kleinen Bewegungen. 

Betrachten wir =, H, Z, A, M, N als veriinderlich, so sagt die 
Gleichung aus: Es giebt vierfach unendlich viele Kraftsysteme *), 
welche bei einer gegebenen unendlich kleinen Bewegung keine Arbeit 
leisten. Ihre Coordinaten haben eine homogene lineare Gleichung zu 
befriedigen. Das kann man auch so aussprechen: 

Durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den Coordinaten 
eines Krédftesystems wird eine unendlich kleine Bewegung dargestellt; 
ganz in demselben Sinne, wie etwa in der analytischen Geometrie 
durch eine homogene lineare Gleichung zwischen Punktcoordinaten, 
welche aussagt, dass die Entfernung eines Punktes von einer gewissen 
Ebene gleich Null sein soll, diese gewisse Ebene dargestellt wird. 





*) Diejenigen als identisch betrachtet, die sich nur hinsichtlich des absoluten 
Werthes ihrer Coordinaten unterscheiden, 
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Betrachten wir dagegen =’, H’, Z, A’, M, N’ als verinderlich, 
so sagt unsere Gleichung aus: Es giebt vierfach unendlich viele un- 
endlich kleine Bewegungen, bei deren Eintritt ein gegebenes Kraft- 
system keine Arbeit leistet. Ihre Coordinaten geniigen einer homo- 
genen linearen Gleichung. Anders ausgedriickt: 

Durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den Coordinaten 
einer unendlich kleinen Bewegung wird ein Krdftesystem dargesteilt, 
ganz dem entsprechend, wie, wenn wir bei dem eben angezogenen 
Beispiele aus der analytischen Geometrie bleiben, durch eine lineare 
Gleichung zwischen Ebenencoordinaten ein Punkt dargestellt wird. 

Das geometrische Substrat fiir die hiermit auseinandergesetzte 
Dualitét zwischen Kriiftesystemen und unendlich kleinen Bewegungen 
bildet die doppelte Art und Weise, wie sich in der Liniengeometrie 
alle Begriffe fassen lassen, wenn man vom linearen Complexe als 
Raumelement ausgeht.*) Ein linearer Complex ist dann gleichzeitig 
Raumelement, andererseits das durch eine lineare Gleichung darge- 
stellte Gebilde. Die Gleichung: 

NE+MH+NZ+2A+HM+ZN=0, 

in der nunmehr =, H, Z, A, M,N und =’, H’, Z, A’, M’, N’ die Coor- 
dinaten zweier linearer Complexe bedeuten sollen, sagt eine zwischen 
denselben geltende Beziehung aus, die ich als involutorische Lage der- 
selben bezeichne.**) Was man unter der involutorischen Lage zweier 
linearer Complexe geometrisch zu verstehen hat, ist vielleicht am ein- 
fachsten so auseinander zu setzen. Jedem Punkte des Raumes ent- 
spricht im ersten Complexe eine Ebene, dieser Ebene im zweiten Com- 
plexe ein Punkt. Auf denselben Punkt kommt man bei involutorischer 
Lage der beiden Complexe, wenn man die Ebene betrachtet, die dem 
anfinglich gewahlten Punkte im zweiten Complexe entspricht und 
nun den Punkt sucht, der dieser Ebene im ersten Complexe zugehirt. 
Die mit den beiden Complexen verkniipften dualen Umformungen des 
Raumes sind also miteinander vertauschbar. — Ist einer der beiden 
Complexe ein specieller, d. h. eine Gerade, so tritt die involutorische 
Lage dann ein, wenn die Gerade dem anderen Complexe angehirt. 
Sind beide Complexe Gerade, so ist die involutorische Lage mit dem 
Schneiden der beiden Geraden gleichbedeutend. 


*) Ich habe diese geometrischen Betrachtungen in dem bereits citirten Auf- 
satze: ,,Die allgemeine lineare Transformation der Liniencoordinaten. Math. Ann. 
t. II.“ des Weiteren ausgefiihrt. 

**) Auf die involutorische Lage zweier linearer Complexe kommt auch Herr 
Battaglini in den genannten Aufsiitzen; er bezeichnet sie als _,,harmonische 
Lage“ zweier Complexe. Das Wort ,,Involution“ wird von ihm gebraucht, um 
Mannigfaltigkeiten zu bezeichnen, die von Parametern linear abhiingen. 
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Ein linearer Complex kann nach dem Gesagten entweder als 
Raumelement oder als die vierfach unendliche Mannigfaltigkeit der 
mit ihm in Involution liegenden Complexe aufgefasst werden. 

Geben wir dem linearen Complexe die mechanische Bedeutung 
einer unendlich kleinen Bewegung, so reprisentiren die vierfach un- 
endlich vielen mit ihm in Involution liegenden Complexe diejenigen 
Kraftsysteme, welche bei Eintritt der unendlich kleinen Bewegung 
keine Arbeit leisten. Umgekehrt: kniipfen wir an den linearen Com- 
plex die mechanische Vorstellung eines Kriftesystems, so stellen die 
vierfach unendlich vielen mit ihm in Involution liegenden Complexe 
diejenigen unendlich kleinen Bewegungen dar, bei denen das Kraft- 
system keine Arbeit leistet. , 

Unter den vierfach unendlich vielen mit einem linearen Complexe 
in Involution liegenden Complexen finden sich auch, wie bereits ge- 
sagt, die dreifach unendlich vielen ihm angehérigen geraden Linien. 
Fiir sie kénnen wir insbesondere die vorstehenden beiden Siitze aus- 
sprechen. Dieselben werden dann gleichbedeutend mit den beiden in 
§ 1. genannten Siitzen, die so lauteten: Wenn ein linearer Complex 
das Bild eines Kriftesystems oder einer unendlich kleinen Bewegung 
ist, so sind die ihm angehérigen Geraden diejenigen Linien des Rau- 
mes, in Bezug auf welche das Kriftesystem kein Drehmoment hat, 
resp. welche bei der unendlich kleinen Bewegung senkrecht gegen 
sich selbst versetzt werden. 


Gottingen, im Juni 1871. 











Die geometrische Bedeutung der complexen Elemente in 
der analytischen Geometrie. 


Von O. Srouz in Wien. 


In der analytischen Geometrie werden die riumlichen Gebilde 
zundchst aufgefasst als Gebiete einer gewissen Anzahl von einander 
unabhingiger Gréssen, die alle reellen Werthe durchlaufen. Fiir diese 
Gréssen lassen sich die Rechnungsoperationen aufstellen, was eben 
zur algebraischen Behandlung der Geometrie fiihrt. Daraus ergiebt 
sich aber unmittelbar der Gebrauch der complexen Grissen. Indem 
nun das Gréssengebiet bereits vollstiindig definirt ist; — eine Erwei- 
terung desselben auf die doppelte Anzahl von Dimensionen aber nicht 
eigentlich im Sinne der analytischen Geometrie liegen kann*); — so 
ist klar, dass die complexen Gréssen (Zahlen) als solche eine Deutung 
nicht mehr zulassen. Dagegen steht nichts im Wege, zu den FEle- 
menten, die dem vorliegenden geometrischen Gebilde zu Grunde gelegt 
sind, ideale Elemente hinzuzufiigen. Wierzu ist eben nur erforderlich, 
dass dieselben auf rein geometrische Weise definirbar seien oder dass 
sie vom Coordinatensysteme unabhingig gedacht werden kénnen. 

Schon seit langer Zeit sind die complexen Elemente als unabweis- 
bare Forderung von der analytischen Geometrie anerkannt, die ohne 
dieselben in unzusammenbiingendes Stiickwerk zerfiele. Die Frage 
nach der geometrischen Bedeutung derselben fand aber nur unvoll- 


*) Diese Art, die complexen Gréssen zu interpretiren, wurde u. A. bekannt- 
lich auch von Mibius angewandt (Crelle J. B. 52). In neuerer Zeit wurde diese 
Methode von Laguerre formal verallgemeinert. (Nouv. Ann, d. Math. T. XXIX 
p. 241 ff.) Sowie Mibius den complexen Punkt einer Geraden « = a -+- bi durch 
den Punkt «=a, y = b in der Ebene dargestellt hatte, wofiir man auch die 
Strecke zwischen den Punkten (a, + b) und (a, — b) setzen kann, so stellt La- 
guerre den complexen Punkt der Ebene x =a-+ bi, y=c-+di dar durch die 
Strecke, welche die Punkte (a +d, c — b) und (a —d, e+ b) verbindet. Diese 
Strecke steht im Punkte (a, c) auf der reellen Geraden, welche den complexen 
Punkt enthiilt, senkrecht; ihre Linge betrigt 2Ve + d?, — Man vergl. auch 
v. Staudt B. p. 265. 
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stiindige Beantwortung. Erst v. Staudt legte sich diese Frage klar 
vor und fiihrte sie zum Abschlusse, indem es ihm gelang, die com- 
plex-conjugirten Elemente durchaus von einander zu trennen. Die 
Untersuchungen dieses scharfsinnigen Geometers*), welche nach rein 
geometrischer Methode ausgefiihrt sind, haben, soviel mir bekannt ist, 
bisher in der analytischen Geometrie keine Beriicksichtigung gefunden. 
Es soll die Aufgabe des folgenden Aufsatzes sein, die Ergebnisse der- 
selben dahin zu iibertragen. Dies wird einerseits zu tieferer Einsicht 
in dieselben fiihren; andererseits gewinnen dieselben dadurch im hohen 
Grade an Uebersichtlichkeit, indem das leitende Princip von vornherein 
gegeben ist. — Dabei wird der Punkt als Element der geometrischen 
Gebilde zu Grunde gelegt und die Ausdehnung auf die analytische 
Geometrie anderer Grundelemente als selbstverstiindlich angesehen. 
Ueber Liniengeometrie folgt am Schlusse des Aufsatzes eine kurze Be- 
merkung. 

v. Staudt’s Forschungen, welche der neueren synthetischen Geo- 
metrie die lange vermisste Grundlage geschaffen, sind trotzdem von 
derselben noch nicht gebiihrend gewiirdigt worden. Mége der vor- 
liegende Aufsatz, der dieselben von einer anderen Seite beleuchtet, 
dazu dienen, ihre fundamentale Wichtigkeit neuerdings zu betonen 
und namentlich ihre Uebereinstimmung mit den Ergebnissen der ana- 
lytischen Methode hervorzuheben. 


1. Es sei eine Gerade gegeben und auf derselben ein fester Punkt 
O; fiir einen beliebigen Punkt M derselben sei OM ==. Die invo- 
lutorische Beziehung zweier projectivischen Punktreihen x, 2’, die auf 
dieser Geraden vereinigt liegen, liisst sich im Falle, dass die Doppel- 
punkte derselben nicht reell sind, allgemein durch die Gleichung dar- 
stellen: 


(1) (ce — a) (v#—a)+0?=0. 
Daraus erhiilt man fiir die Doppelpunkte: 
e=at bi. 


Da im Gebiete der Grésse «, welches nur die reellen Werthe umfasst, 
die complexe Zahl a+ bi geometrisch nicht mehr gedeutet werden 
kann, so werden die complexen Punkte « = a-- bi als ideale Punkte 
zu den reellen Punkten hinzugefiigt. Als geometrische Bedeutung der- 
selben ergicbt sich eben die durch die Gleichung (1) dargestellte In- 


*) Diese Untersnchungen sind niedergelegt in den ,,Beitriigen zur Geometrie 
der Lage“ 1856—1860. Den Artikeln dieses Werkes, auf das ich mich immer 
beziehe, ist ein B. vorgesetzt. 
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volution. In der That wird umgekehrt durch ein Paar complex-con- 
jugirter Punkte stets eine und nur eine Involution auf der gegebenen 
Geraden bestimmt. 
Nun sind aber die complex-conjugirten Punkte « =a -+ bi und 
x =a — bi zu trennen, was sich auf folgende Weise erreichen lisst. 
» Da in der Euklidischen Geometrie die Gerade als im Unendlichen 
geschlossen vetrachtet wird, so kann man auf zwei Wegen von einem 
Punkte M, derselben zu einem andern M, iibergehen. Um dieselben 
za unterscheiden, muss noch ein dritter Punkt M, gegeben sein. Die 
unmittelbare Aufeinanderfolge von 3 Punkten M,, M,, M, bestimmt 
also eine und nur eine Richtung oder einen Sinn auf der Geraden*). 
So wird der Sinn 0, + 1, co als positive Richtung der Geraden be- 
zeichnet. Der Sinn M, M, M, stimmt mit dem Sinne M, MU, M,, 
M, M, M, iiberein; ist aber dem Sinne MV, M, M,, M, M, M,, M,M, YN, 
entgegengesetzt. Bei denselben Permutationen der Indices, welche den 
Sinn der Gruppe M,, M,, M, ungeindert lassen, bleibt auch der 
Ausdruck : 
(2) M; M, . M,M, . M, M, = («, — 3) (@; — %) (@ — 2) 
ungeindert. Hierbei sind die Strecken M, M, etc., wie dies stets 
vorausgesetzt wird, mit ihrem Zeichen zu nehmen. — Man sieht ferner 
leicht, dass"wenn das vorstehende Produkt positiv ist, der Sinn M, M,M, 
mit der positiven Richtung der gegebenen Geraden iibereinstimme. In 
diesem Falle sind nimlich nur folgende Combinationen der Zeichen 
der Segmente méglich: 
M,M, M,M, M,N, 

+ — = 

nea + aw 

- — + 

+ + +. 


Denselben entsprechend kénnen die Punkte M,, M,, M, auf der ge- | 
gebenen Geraden, deren positive Richtung wir hier von links nach 
| 





rechts legen, folgende Lagen einnehmen: 











l _-> 
uM, U4, yy, 
—iciiiainnn aia | inital _ > 
M, Mu, M, 5 
a > 
M, U4, My, 


*) Drei von einander verschiedene Elemente eines Elementargebildes bestimmen 
mit Riicksicht auf ihre Anordnung einen Sinn, der bei projectivischer Umformung 
ungeiindert bleibt, wie das Doppelverhiiltniss von vier Elementen. 
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Die letzte Combination ist unméglich. — Hieraus folgt der Satz: Die 
Sinne M, M, M, und M,’ M,' M,, sind iibereinstimmend oder entgegen- 
gesetzt, je nachdem die denselben entsprechenden Produkte: 


(2*) (a, — a) (#; — 2) (4, — 2) (,'— ay’) (#5'— 2’) (#,'— 22’) 
gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. 

Es ist bekannt, dass, wenn von 2 involutorischen Punktreihen 
M, M, M,...M, wd M, MM, ... M, die erstere in einem und 
demselben Sinne beschrieben wird, die Punkte der letzteren ebenfalls 
in einem und demselben Sinne aufeinanderfolgen, der mit dem Sinne 
der ersteren tibereinstimmt oder nicht, je nachdem die Doppelpunkte der 
beiden Punktreihen complex oder reell sind. In der That folgt aus der 
Gleichung der Invoiution: 


axa + Bw +a’) +y—=0 





a — op ee SY — BP) (Hs — 2) 
1 #2 (aa, + B) (aa, + 8)’ 
woraus erhellt, dass die Ausdriicke (2*) gleich — oder entgegenge- 
setzt — bezeichnet sind, je nachdem: 
ay — Bp 2 0. 


Im Falle complexer Doppelpunkte (@#y — 6? > 0), wo mithin die in- 
volutorischen Punktreihen x, x sich in einem und demselben Sinne 
beschreiben lassen, kann man von einem Sinne der Involution sprechen, 
wenn unter Involution wie gewéhnlich der Inbegriff beider Punktreihen 
verstanden wird. Dieser Sinn kann ein zweifacher sein; er wird de- 
finirt , wie eben gezeigt worden ist, durch die unmittelbare Aufeinander- 
folge von 3 Punkten der Geraden. 

Hier finden wir wieder jene elementare Polaritét, durch welche 
positive und negative Gréssen allgemein interpretirt werden. Und es 
ist genau dasselbe Verfahren, das Gauss bei seiner Darstellung der 
complexen Zahlen in der Ebene zu Grunde legte, wenn wir mit 
v. Staudt die complex-conjugirten Punkte x = a + bi und r=a— bi 
durch den Sinn der dieselben darstellenden Involution (1) unterscheiden. 
Um also den complexen Punkt x = a-+ bi geometrisch darzustellen, 
verbinde man mit der Involution (1) den in der Aufeinanderfolge der 
Punkte — b, 0, + 6 enthaltenen Sinn. Dann erhilt man fiir den con- 
jugirten Punkt « = a — bi den entgegengesetzten Sinn + b, 0, — b. 
Fiir b > 0 stimmt der Sinn des complexen Punktes « = a + bi mit 
der positiven Richtung der gegebenen Geraden iiberein. — Ist b = 0, 
so wird jeder dieser Sinne unbestimmt; die complexen Punkte gehen 
in den ,,neutralen“ oder reellen Punkt x = a iiber. 

Die vorstehende Interpretation des complexen Punktes entspricht 
vollig dem allgemeinen Verfahren der formalen Gréssenlehre; sie ist 
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daher unter den iiber das Gebiet der Grésse x gemachten Voraus- 
setzungen die einzig mégliche. Namentlich trigt dieselbe nicht mehr 
hypothetischen Charakter an sich, als die ganze Algebra*). 

In der Involution (1) ist der Punkt « =a das Centrum C d. h. 
dem unendlich fernen Punkte U der Geraden zugeordnet. Fiir jedes 
Paar zugeordneter Punkte M, M’ hat man: 


CM .CM’= — Bb’. 


Ausgezeichnet unter diesen Paaren ist das Paar: 

CD=+5b CD’'=— b, 
welches zu U und C harmonisch liegt und ausserdem bekanntlich die 
Eigenschaft besitzt, dass der Abstand DD’ unter den Abstiinden MM’ 
ein Minimum ist. — Da die Involution (1) durch die beiden Punkte 
C, D vollig bestimmt ist und der mit dem Sinne — b, 0, + b iden- 
tische Sinn D’'CD — man iiberzeugt sich hiervon durch Bildung der 
Ausdriicke (2*) — den endlichen Uebergang von C zu D bezeichnet, 
so ergiebt sich als einfachste Darstellung des complexen Punktes 2=a-+- bi 
das Punktepaar C, D, wobei aber die Aufeinanderfolge der beiden Punkte 
wesentlich ist. Der conjugirte Punkt «=a — bi wird dann durch 
das Paar C, D’ dargestellt (B. 141). 

2. Gehen wir durch die Substitution: 


(3) oe 1M + a2, 


By x + Be 2%, 

zu homogenen Coordinaten 2,, x, in der gegebenen Geraden iiber, so 
nimmt die Gleichung (1) die Form an: 
(4) (8 — 225,) (eS. — 9'E,) + (@y M2 — 2%) (@) My — Ty’ y)) = 0. 
Durch diese Involution, in der die Punkte: 

f+ em, &+ em und ef — 7, of — 
einander conjugirt sind, wird demnach der complexe Punkt: 
(5) ox, = & + m2 ’ @L, = &) + Hot 
dargestellt, wenn ausserdem ein bestimmter Sinn hinzugenommen wird. 
Um mit der vorgehenden Nr. in Uebereinstimmung zu bleiben, haben 
wir fiir diesen Sinn zu nehmen den in der Aufeinanderfolge der Punkte 
E,, 83 & + om, & + ON”; 1, N_ enthaltenen — unter Voraussetzung, 
dass @ ein positiver von O verschiedener Parameter sei. In der That 
sind die urspriinglichen Coordinaten x dieser 3 Punkte beziehentlich 
a, @-+ Q@’b, co; so dass durch Bildung des Ausdrucks (2) die Iden- 
titiit des vorstehenden Sinnes mit dem Sinne — b, 0, + b unmittelbar 
erkannt wird. Man findet iiberhaupt (entweder direct oder dureh 
Zuriickfiihrung auf (2)), dass der Sinn: 


*) Smith. Annali da Brioschi. Ser, Il. T. ILL, p. 116. 
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4,4, + a%,=—0, b4,+04,—0, € 4, + 6,2, =—0 
mit dem Sinne: ’ 
z,=0, 24+e27,=0, 2,=0 
iibereinstimme, wenn: 
(6) (b, €, — be) (C442 — €g 4) (a,b, — ayb,) < 0. 
Setzt man: 
€1E) — %b, =P, BN. — %N = 43 
so werden die zugeordneten Punkte der Involution (4) dargestellt durch 
die Gleichungen: 


(7) xp—aq=0 Ap + xq=0, *) 
wo x, A alle reellen Werthe durchfaufen. Man erkennt daraus, dass 
sich die eben abgeleitete geometrische Bedeutung des complexen Punktes 


(5) oder p+ qi=O auch unmittelbar aus dieser Gleichung ergiebt, 
wenn man bedenkt, dass dieselbe mit: 


(x + 2i) (p + gi) = (ap — Aq) + i(ap + xq) =0 
identisch sein muss. Der complexe Punkt p + qi = 0 wird also durch 
die Gesammtheit der Punktepaare (7) dargestellt, die eine Involution 
bilden**), welcher zur Trennung der conjugirten Punkte p + gi = 0 
und p — qi =O der Sinn: 

(8) p=0 ptoeq=9 q=0 
beigelegt wird. . 

Dieses Princip ist sowohl auf jede Gleichung mit complexen Coef- 
ficienten als auf Systeme von solchen Gleichungen unmittelbar an- 
wendbay. Es wird sich zeigen, dass die auf diese Weise erschlossene 
geometrische Bedeutung complexer Gebilde iibereinstimmt mit der- 
jenigen, die wir unter Zugrundelegung des (reellen und idealen) 
Punktes als Kaumelement ableiten werden. 

An die Gleichungen (7) schliesst sich der folgende Satz (B. 118): 
Die Involution (7) enthdlt ein und nur ein Punktepaar B, B’ von der 
Art, dass es zu einem gegebenen Paare A, A’ ein bestimmtes (negatives) 
Doppelwerhiiltniss — x? besitze und ausserdem der Sinn ABA’ mit dem 
Sinne (8) tibereinstimme. 

Sind die Gleichungen der Punkte A, A’; B, B’ beziehentlich: 


p+eq=0, ep—q=9 ; pt+oq=0 op—q=0, 


*) Im Folgenden werden ausschliesslich reelle Gréssen stets mit «, B, ¥; 
d...%, 4...; Gréssen, die auch complexe Werthe annehmen kiénnen, mit a, 6, 
c.... bezeichnet, 

**) Die erste Andeutung dieser Auffassung findet sich wohl bei Pliicker. 
System der anal. Geometrie p. 19 ff. 
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so folgt fiir « die Gleichung: 


(9) . OS os + x. = 


1—oce 

Damit aber der Sinn ABA’ mit (8) iibereinstimme, muss nach (6) 
(1 + @6) (@ — 6) < 0 sein. Denkt man sich x als positive Zahl, so 
hat man also in vorstehender Gleichung das wntere Zeichen zu nehmen. 
Kine geometrische Construction dieses Paares giebt v. Staudt B. 83. 
Fiir x = -+ 1 beziehen sich die aus (9) folgenden Werthe von o auf 
zugeordnete Punkte der Involution (7): bekanntlich giebt es nur ein 
einziges Punktepaar derselben, welches zu A, A’ harmonisch liegt. 

3. Wenn in zwei vereinigt liegenden projectivischen Punktreihen 
jedem reellen Punkte wieder ein reeller zugeordnet ist, so entspricht 
auch jedem complexen Punkte ein complexer Punkt. In den Dar- 
stellungen dieser complexen Punkte sind dann immer zwei einander ent- 
sprechende Punkte conjugirt. In der That sind diese Punktreihen durch 
die Gleichungen : 

a, + 6b, = 0 ‘. cy + od, =0 

dargestellt, wo a, etc. Ausdriicke a,x, + a,x, etc. bezeichnen, und 


man setzt: ) 
w= & + mt ’ dy = by + Not; 
so folgt fiir den entsprechenden Punkt: 
y= +r ’ Yo = & + Tt: 
| az + ayt , be + byt | 
fo Cee oe 
ag de — bece — Ay dz + b,c, = 0 
a dz —_ dyer oe Gy dg _ bs a= 0. 
Nimmt man nun an, dass die Punkte &, € einander entsprechen, so 


gilt nach der ersteren dieser Gleichungen dasselbe von den Punkten 
yn, t- Dann zeigt aber die letztere Gleichung, dass iiberhaupt: 


ag¢+ ed, , by + Qb, 

eter , k&+od 
worin der vorstehende Satz ausgesprochen ist, Der Sinn des Punktes 
£, + 1,7% ete, der in der Aufeinanderfolge der Punkte £, + o'r, t 
(e > 0) enthalten ist, entspricht demnach ebenfalls dem Sinne des 
Punktes §, + ,% ete. 

4. Wie fiir die Geraden ein ideales Element aufzustellen ist, so 
auch fiir die Ebene. Es ist leicht zu sehen, dass der ideale Punkt der 
Ebene von dem idealen Punkte der Geraden geometrisch nicht verschieden 
ist. Sind die Coordinaten des complexen Punktes: 


(a) on =& + mi (k—1, 2, 3), 





= 0, 
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so liegt derselbe auf der reellen Geraden: 





Hy», & » % 
(b) Ty » b » M% | = (9) =0 
Ze, & » Ms | 


und nur auf dieser reellen Geraden. Im Vereine mit dieser Gleichung 





wird der complexe Punkt (a) durch die Gleichung E, am E eo 
dargestellt. D. h. betrachten wir z,, x, als Coordinaten auf dieser 
Geraden — es kann dies geschehen, indem ein homogenes Coordinaten- 
system auf einer Geraden, d. i. die gebrochene lineare Substitution (3) 
dadurch vollkommen bestimmt ist, dass die Fundamentalpunkte desselben, 
hier die Durchschnittspunkte der Geraden x, = 0, x, = 0 mit (b), und 
die Gleichung des unendlich fernen Punktes, hier aus (b) und der Glei- 
chung ‘der unendlich fernen Geraden der Ebene k, 7, + kh, x, + k,x, = 0 

_ durch Elimination von 2, zu erhalten, gegeben sind — so ist der 
Punkt (a) mit dem Punkte auf (b): 


[4 8 — 2&1] + ¢[2, m. — %,4,] = 0 
identisch. Daraus folgen nach Nr. 2. fiir die zugeordneten Punkte der 
den complexen Punkt (a) darstellenden Involution beziehentlich die Coor- 


dinaten: 
xE,—An, , “&—An, , #8 —Ans; 


AE, + um , 48+ 4m, , 48,4 x9. 

Insbesondere sind die Punkte &, y einander zugeordnet. Der Sinn des 
complexen Punktes (a) ist enthalten in der Aufeinanderfolge der Punkte 
bi, bo, 35 Bk + Om, b+ OM, & +033 M1, No» Nai Wenn Q eine 
positive, von Null verschiedene Zahl bezeichnet. 

Im Falle von Parallelcoordinaten x, y hat man: 
(c) “%=e=—athi , yA=—y=ect+di , «a=—1. 
Multiplicirt man hier durchaus mit 1 +7, so ergeben sich als zu- 
geordnet in der Darstellung des complexen Punktes die Punkte: 





z=a+ob , y=c+epd ; a =a—~ ; y=e—. 
Der Punkt a, ¢ ist das Centrum C dieser Involution, welche sich auf 


der durch C parallel zur Geraden 0, (b, d) gelegten Geraden: 


| d (a — a) = b(y — ec) 
befindet. Der Sinn des complexen Punktes (c) entspricht dem end- 
| lichen Uebergange vom Punkte C zu einem Punkte a+ ob, e+ od 
(o > 0), der auf derselben Seite von OC liegt, wie (b, d@). 

Sind 2, y rechtwinklige Coordinaten, so hat man noch fiir jedes 
Paar conjugirter Punkte M, M’: 

CM .CM’ =—(?+#), 

woraus eine einfache Construction des Punktes M’ folgt. 
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5. Die complexe Gerade: 
(1) p+ai=0, 
wo p, q homogene lineare Functionen der Coordinaten 2,, 2,, 2 be- 
zeichnen, wird geometrisch dargestellt durch die zweifach unendliche 
Schaar von Punkten &, + ky,i ete., deren Coordinaten ihre Gleichung 
erfiillen. Bedeutet p; den in den Coordinaten &,, &, &, geschriebenen 
Ausdruck p etec., so folgt aus (1) durch Einsetzung der Coordinaten 
E, + ky,é ete.: 
(2) pe—kpy =O = kpy + 4 = 0; 
der Punkt 7 liegt also auf der Geraden: 

Pps + 44 = 90. 

Aus (2) ergiebt sich ferner, dass nicht allein die Punkte —, 1, sondern 
iiberhaupt jedes Paar conjugirter Punkte &, + okn, ete., 9&, —kd, etc., 
der Darstellung des complexen Punktes &, + ky,i etc. auf zugeord- 
neten Strahlen der involutorischen Biischel: 
(3) up—Aq=0 Ap +xuq=0 
liegt. Endlich zeigt sich, dass alle complexen Punkte der Geraden 
(1) in Beziehung auf den Punkt p = 0, q¢ =O auch im gleichen Sinne 
beschrieben sind, d. h. von demselben durch gleichlaufende Strahlen- 
biischel projicirt werden. Der Sinn dieses Strahlenbiischels ist fiir den 
Punkt &, + ’y,7 ete. in der Aufeinanderfolge der nach den Punkten 
Eb 853 bs t+ okm, & + ehkm, b+ ekn33 m1, Me» Ns (9 > 0) ge- 
zogenen Strahlen enthalten. Ihre Gleichungen sind beziehentlich: 


Pd — IPe=9 , PGs + ODE) — a(ps — O'Gs) =9 , pps + qa;=9. 
Durch Bildung des Ausdrucks (6) in Nr. 2. findet man sofort, dass 
der durch diese 3 Strahlen definirte Sinn mit dem Sinne: 

(4) p=0 pteq=0 gq=0 

iibereinstimmt. 

Die complexe Gerade (1) ist demnach geometrisch dargestellt durch 
den involutorischen Strahlbiischel (3), vegbunden mit dem in der Auf- 
einanderfolge der Strahlen (4) enthaltenen Sinne. Auf jeder nicht durch 
den reellen Punkt derselben gehenden Geraden liegt ein ihr angehériger 
complexer Punkt, dessen geometrische Darstellung zum involutorischen 
Strahlbiischel (3) perspectivisch gelegen ist. . 

Die in einer reellen Ebene enthaltene complexe Gerade wird tiach 
v. Staudt als complexe Gerade I. Art bezeichnet. 

6. Der Durchschnittspunkt zweier complexen Geraden: 


(5) pt+q=d0 r+si=0O0 
wird, falls er nicht reell ist, auf folgende Weise gefunden. Man hat 
in diesem Falle immer die Identitiit: 
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ap+ Bat+yr+os=0; 
multiplicirt man also die erste der Gleichungen (5) mit B + ai, die 
zweite mit 6 + yi und addirt, so ergiebt sich als reeller Trager des 
Punktes (5) die Gerade: 
(6) Bp —aq+odr—ys=0. 

Zum Behufe der geometrischen Untersuchung kénnen die Glei- 
chungen (5) durch: 

ptri=0 gqtri=0 

ersetzt werden, wo jetzt r =O die Verbindungslinie der reellen Punkte 
der Geraden (5), p= 0 q =O beziehentlich die derselben conjugirten 
Strahlen bezeichnen. Der reelle Traiger des Punktes (5) erhilt dann 
die einfachere Gleichung: 


425 


t=p—q=0; 

er geht also durch den Durchschnitt von irgend 2 Strahlen: 

(7) ap+iar=0 uq+ar=0. 

Hieraus erkennt man unmittelbar, dass die complexen Punkte: 
ptri=O0 == () ‘ q+ri=0 t= (0 


in der That zusammenfallen. Dieselben sind auch in dem némlichen 
Sinne beschrieben, da die Strahlen: 
p=0, ptoer=0 r=0 
und (9° > 0) 
q=0, q+ter=0 r=0 
die Gerade ¢ = 0 beziehentlich in denselben Punkten schneiden. 

Aus den Gleichungen (7) liisst sich folgender Satz (B. 126) ent- 
nehmen: Sucht man in den involutorischen Strahlenbiischeln, welche dic 
Geraden (5) darstellen, beziehentlich diejenigen conjugirten Strahlenpaare 
auf, welche zur Verbindungslinie der reellen Punkte dieser Geraden und 
dem derselben zugeordneten Strahle das némliche Doppelverhdltniss — . 
besitzen (cf. Nr. 2.), so geht der reelle Triiger des Punktes (5) durch 
die Schnittpunkte der entsprechenden Strahlen. 

Fiir die geometrische Construction der Geraden (7) empfehlen sich 
besonders diejenigen conjugirten Strahlenpaare, die bez. zu r= 0 p=0O 
und r = 0 g =0 harmonisch liegen. 

Die allgemeinere Darstellung der eben behandelten Aufgabe, die 
unmittelbar an die Gleichungen (5) ankniipft, fihrt auf die Frage: 
unter welcher Bedingung die complexen Geraden p+ gi=0 r+ si=O 
eine beliebige Gerade ¢ = 0, die nicht durch den reellen Punkt einer 
derselben gezogen ist, in complexen Punkten von gleichem Sinne 
schneiden. Die Beantwortung derselben erfordert die Aufstellung der 
Gleichu ng der Geraden, welche die Punkte p=0 q= 0 und r+ si=0 
i =O verbindet. Diese Gleichung ist von der Form: 

28* 
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(8) ap+bq=ct+(r+si)—0. 


Denkt man sich: 


pH=Zaxmn , G=2zaGm », TH—=ZRM , S=AVM , t= Aan 
k k k k k 
(k= 1, 2, 3) 


(aa’c) a = (ba’e) — (a’b’'c)i 
(aa‘c) b = (abe) + (abeji. 
Nach (6) in Nr..2. findet man nun, dass den complexen Geraden: 
(+41) p+(u+rvi)q=—=O pt+qi=0 
derselbe Sinn beizulegen ist, wenn xv — Au > 0, d. i. wenn der 
e+e 
x-+ de 
die Gerade (9) an, so ergiebt sich, dass die Geraden (5) in Beziehung 
auf die Gerade t = 0 im gleichen Sinne beschrieben sind, wenn (vergl. , 
Baltzer Det. p. 36): 
(abe) (a’b’c) + (abe) (ba’c) = (aa’e) (bb’c) > 0 
d. i. wenn die Determinanten 
a, a, & | b,, by, & 


by, by, C | 


gesetzt, so folgt: 


imaginare Theil von positiv ist. Wendet man diesen Satz auf 


M,, Gy, Cy 
M3, G3, Cg | | bs, bs, ¢ 
gleiches Zeichen besitzen. 

Geht z. B. die Gerade ¢ = 0 in die besondere Form (6) iiber, so er- 
halten diese Determinanten — unter Zugrundelegung des Dreiecks p= 0, 
q = 0, r = 0 — bez. die Werthe y? + 0°, a? + £?, sind also, wie es 
sein muss, gleichbezeichnet. 

7. Durch die complexen Punkte a, + 8,7 etc. und y, + 0,7 ete. 
geht die Gerade: 


(@) | %, a +hi,y +8,i |=0 (r—=1, 2, 3), 

welche complex ist, so lange nicht die Geraden «8 und yd zusammen- 
fallen. Die Construction des reellen Punktes dieser Geranden, dessen 
Coordinaten die Werthe: 


9x, = «,-(ayd) + B-(By9) + y-(aBy) + 0-(@88) (yr =1, 2, 3) 
erhalten, ergiebt sich als das dualistische Gegenstiick der in der vorigen 
Nr. behandelten Aufgabe. 

Ein jeder Punkt der vorstehenden Geraden liisst sich unter der 
Form darstellen: 


Qt, = E(a, + Bri) +17 +94) (r=—1, 2, 3), 
wo f, [ alle reellen und complexen Werthe durchlaufen. Beschriinkt 
man dieselben auf reelle Werthe k, 1 so erhalt man eine einfach un- 
endliche Schaar von complexen Punkten, welche v. Staudt als Kette 
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bezeichnet (B. 206). Diese Schaar besitzt bemerkenswerthe Eigen- 
schaften, die wir kurz erwiihnen wollen. Wir setzen dabei voraus, 
dass weder die Punkte «, y noch B, 6 zusammenfallen, ferner, dass 
die projectivischen Punktreihen «, + @£, etc. y, + 990, ete. sich nicht 
in perspectivischer Lage befinden. Dann und nur dann enthilt die 
Schaar keinen reellen Punkt. 

1) Die reellen Traiger simmtlicher complexen Punkte der Schaar: 


(b) 9a, = h(a + Bri) + Ure +4) (r= 1, 2, 8) 
umhiillen eine Curve 2'" Ordnung C,, die dem Vierseit aBdy einge- 
schrieben ist. Dieselben bilden einen involutorischen Strahlbiischel 
2'r Ordnung S, in der Art, dass die in den Darstellungen der Punkte 
(b) einander zugeordneten Punkte auf den conjugirten Strahlen desselben 
liegen. Insbesondere ist jeder Punkt von C, dem Schnittpunkte seiner 
Tangente mit der ihr conjugirten zugeordnet. 

2) Die Verbindungslinien der Beriihrungspunkte der Gegenseiten 
des Vierseits aBdy gehen durch den Punkt 4, in welchem sich die 
Geraden «@d und By begegnen und bilden mit diesen Geraden einen 
harmonischen Biischel. 

3) Der reelle Punkt R der complexen Geraden (a) liegt auf der. 
Polare des Schnittpunktes € der Seiten ay und B90; er ist ein Innen- 
punkt von C, Auf der Polare von R in Beziehung auf C,, welche 
durch € hindurchgeht, schneiden sich je 2 zugeordnete Strahlen des 
Biischels Sy. 

4) Bezeichnen « den Schnittpunkt der Seiten wf, yd; ferner 
K, L, M, N bez. die Beriihrungspunkte der Seiten af, Bd, dy, ya; 
endlich ¢’, &” bez. die dem Punkte ¢ in den Darstellungen der com- 
plexen Punkte a, + B,7 ete. und y, + 0,7 ete, zugeordneten Punkte, 
so hat man: 

(aB Ke’) = (yd Me") = (NLR). 
8. Complexe Punkte der Curve 2‘ Ordnung: 


(1) LA,y,sLp Ls = F(x) = 0 (r, s==1, 2, 3). 


Die Coefficienten a, zwischen denen die Relation a,,—a,, besteht, 
werden als reell vorausgesetzt. Durch Hinsetzung der Coordinaten 
—, + ky,i ete. in (1) erhilt man die Gleichungen: 
F(&) =k F(y) 
mF, (6) + 2F (8) + 03 F3(8) = 0, 
oF (&) 
0 


wobei tl F,(&) gesetzt ist. Diese Gleichungen besagen, dass die 


Punkte €, 9 einander in Beziehung auf die Curve (1) conjugirt und 
beide Aussenpunkte derselben sind. 
Die in der Darstellung des Punktes &, + ky,7 ete. einander zu- 
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geordneten Punkte &, + ohn, etc. und o& — ky, etc. sind auch in 

Beziehung auf die Curve (1) conjugirt. In der That hat man: 

2) (98, — ky) Fi(& + ekm,.-) +--+: = 2e[F@) —# Fm) 

+ ko? — 1) [m FE) + mF. (8) + 2; F3(8)] = 0. 

Dass die complex-conjugirten Punkte §, + ky,i ete. und &, — ky, 

etc. der Curve (1) angehdren, besagt also, dass die auf der (1) nicht 

schneidenden Geraden §y liegenden Punktepaare, welche in Bezichung 

auf diese Curve conjugirt sind, durch die Coordinaten &, + okyn, ete. 

und 9&, — kn, etc. bestimmt seien, wo @ alle reellen Werthe durchliuft. 
Die Curve (1) ist der Inbegriff aller Punkte, welche in dem ebenen 

Polarsysteme: 

(3) @ Uy = py Ly + Argh, + Gr3%, (ry = 1, 2, 3) 

auf den ihnen zugeordneten Geraden w,, “., wu, liegen (wodurch sie 

auch fiir den Fall erklirt ist, dass die Form F(x) eine definite ist). 

In diesem Polarsysteme entspricht dem Punkte &, + »,7 etc. die com- 

plexe Gerade: 


(4) [a Fy (€)+-2, FY (€) + x; F3(6)] +7 [2 F\(y)+ 2, F,()+ 23 F(y)|=0. 
Der reelle Punkt derselben ist der Pol der Geraden &y. Die Gleichungen 
‘der in der Darstellung dieser Geraden einander zugeordneten Strahlen 


sind bez.: 
@, P(E, +om,--) +--+: =0 


«,F (95, —m,--)+---=9; 

es enthilt somit die Polare des Punktes &, + 9,% etc. als zugeordnete 
Strahlen die Polaren von je 2 Punkten, die in der Darstellung dieses 
complexen Punktes einander conjugirt sind. Der Sinn der Geraden (4) 
stimmt iiberein oder nicht mit dem Sinne der Projection des complexen 
Punktes §, + 7,% ete. vom Pole seines reellen Triigers aus, je nachdem 
die Gerade &y die Curve (1) in 2 complexen oder reellen Punkten schneidet. 
Geht diese Gerade durch ihren Pol, so lassen sich diese beiden Sinne 
nicht mehr aufeinander beziehen. — Bezeichnet man die linke Seite der 
Gleichung (4) mit X + Yi, ferner den bilinearen Ausdruck: 


&, Fy (y) + & F(u) + &3 s(n) 
mit ®; so erhilt man fiir obige den Punkt &, + y,¢ etc. projicirende 
Gerade die Gleichung: 
{® + 2iF(y)} X — {2F(@) + io} Y=0. 

Nach Nr, 5. stimmt der Sinn derselben mit dem Sinne von (4) iiberein, 
wenn 4F'() F(y) — %? > 0, worin unmittelbar der vorstehende Satz 
ausgesprochen ist. 

Aus der eben gegebenen allgemeinen Definition der Polare folgt 


wieder, was oben iiber die der Curve (1) angehdérigen complexen 
Punkte bemerkt ist. 
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Vermittelst der Gleichungen (3) erhilt man auch den einer com- 
plexen Geraden zugeordneten Pol, dessen geometrische Definition der 
der Polare dualistisch gegeniiber steht. 

9. Beziehung zwischen einer Curve 2' Ordnung und einer com- 
plexen Geraden. 

Vine complexe Gerade ist nach dem Vorstehenden Tangente von (1), 
wenn die in der Darstllung derselben zugeordneten Strahlen in Be- 
zichung auf diese Curve conjugirt sind. Analytisch wird dies ausge- 
driickt durch die bekannte Gleichung: 


| M145 A> 43,5 a, + b,¢ | 
M425 M9) 493 a, + byt |—0 
— ? 


4135 423) 33) ds + bgt | 
| 
| 


A+ b,t, a2+b,%, as + dt, 0 
wobei: 


PP = 4%, + Ah, + A3%, , G=—b, 4, + b, 4, + bya, 

zu denken sind. 

Tiegt der reelle Punkt der Geraden: 
5) p+qi=0 
auf einer Curve 2'* Ordnung, so haben dieselben noch einen complexen 
Punkt gemein. Um einfach zu der von v. Staudt (B. 164) ange- 
gebenen Construction desselben zu gelangen, lege man fiir diese Curve 
die Gleichung: 
(6) agr + Brp + ypq =0 
zu Grunde, die hier voéllig ausreichend ist, da nur reelle Curven 2‘ 


Ordnung in Betracht kommen. «, 8, y sind simmtlich von Null ver- 
schieden. Der in Rede stehende Punkt liegt dann auch auf der Geraden: 


ar — (Br+yqi=0, 

so dass sein reeller Traiger die Gerade: 
7(ap + Bq) + (+ B)r =0 

ist. Diese Gerade ist die Polare in Beziehung auf (6) des Punktes 
B, a, 0, d. i. des Centrums derjenigen Involution, welche auf (6) durch 
den die Gerade (5) darstellenden involutorischen Strahlenbiischel be- 
stimmt sind. Dieser Punkt ist der Durchschnittspunkt der Geraden: 
r =m 0) Bp —aq=0, 
von denen die letztere der Tangente von (6) im Punkte p=0O ¢ = 0: 


ap + Bg=0 
zugeordnet ist. 
Wenn die complexe Gerade p + qi =O keinen reellen Punkt mit 
der gegebenen Curve 2'*" Ordnung gemein hat, so beziehe man die letztere 
auf das Dreieck der Geraden pO, q¢=O und der Polaren r = 0 
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des Punktes p=0, g=0. Damit erhilt man fiir diese Curve die 
Gleichung: 


(7) 2=Ap+ B+ CO? + 2C' pq =0, 


worin die Gréssen C und AB — C’? von Null verschieden sind. Setzt 


man nun: 
2=o(p? +’) + st, 

—s, t homogene lineare Functionen von p, qg, r — so ergiebt sich 
fiir w die Gleichung: 

(A — wa) (B— o)— C?=0, 
welche stets reelle und unter unseren Voraussetzungen ungleiche Wurzeln 
besitzt. Die zweiwerthigen Ausdriicke: 

 A—o=—a, a—B=f8 

geniigen beide der Gleichung: 

w? — w(A — B) —C’? =0, 
deren Wurzeln entgegengesetzt bezeichnet sind. Werden dieselben mit 


w, und w, bezeichnet, so ergeben sich — entsprechend den beiden 
Werthen von @:@,, a, — als zusammengehorige Systeme: 

oe — —b,—— ©, 

a, = 0, —p,=—™, 


von deren erstem angenommen werden kann, dass es Gréssen ent- 
halte, die im Zeichen mit C nicht iibereinstimmen. Es besteht dem- 
nach die Identitit: 


C{s— @, (p? + q)} a= O*s* — (py— w,C — qV'w,C)’; 
worin die Wurzelgréssen reell sind. Ihre Zeichen sind so zu bestimmen, 
dass ihr Produkt = CC’ wird. Die reellen Triiger der Durchschnitts- 
punkte der Geraden p+ qi==90 und der Curve (7) sind folglich dic 
Geraden: 

Cr + {py— w,C — gf w, C) =0. 
Man sieht, dieselben werden durch den Punkt p=—0O g=—O und die 
Gerade r = 0 harmonisch getrennt (B. 165). 
Fiir das zweite complexe Sehnenpaar, welches durch die gemein- 
samen Punkte der Curve (7) und der complex-conjugirten Geraden 
p + qi=O geht, erhalt man die Gleichung: . 


CLE — o,(p? + @?)} = Cr? + { py/w,0 + qV—w,C} =0, 
in welcher die Wurzelgréssen wie oben zu bestimmen sind. 

10. Setzt man allgemein in die Gleichwng einer Curve n' Ord- 
nung F(z) = 0 die complexen Coordinaten §, + ky,i etc. ein, so er- 
halt man 2 Gleichungen, aus denen die Grosse k zu eliminiren ist. 
Auf diese Weise ergiebt sich als Ort der Punkte y eine Curve von 
der Ordnung 4(n — 1), welche fiir einen Augenblick als die dem 
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Punkte § conjugirte Polare bezeichnet werden mag*). Wenn der Punkt 
E selbst der Curve F(x”) = 0 angehért, so erniedrigt sich diese Ord- 
nung um 1. Da die Punkte &, » ein beliebiges Paar in der Dar- 
stellung des Punktes &, + ky,¢ etc. zugeordneten Punkte bezeichnen, 
so folgt, dass der zu irgend einem Punkte &, + oky, etc. conjugirte 
Punkt o& — ky, ete. auf der conjugirten Polare des ersteren liege 
(vgl. Nr. 8.). Die Gleichung der conjugirten Polaren ist offenbar in 
Beziehung auf § und yn symmetrisch, so dass, wenn mehrere Punkte 
auf einer solchen Polaren liegen, die denselben conjugirten Polaren 
durch einen Punkt, den Pol der ersteren Polaren, hindurchgehen. 

Im Falle n = 3 ist die conjugirte Polare ebenfalls von 3' Ord- 
nung; als ihre Gleichung ergiebt sich: 


(8) 16:2, (m) +P, (nu) + &5 Fs (0) (ms F1 (8) + te Fo (8) + 03 F3(8)] 
— F(&) F(y) =9, 

woraus ersichtlich ist, dass sie durch die Beriihrungspunkte der 6 vom 
Punkte § an F(x) = 0 gelegten Tangenten und durch die Durch- 
schnittspunkte von F(x) = 0 und der zweiten Polaren des Punktes § 
hindurchgeht. Die Curve (8) ist vom gleichen Geschlechte wie die 
Originaleurve F(x) = 0, denn jede Gerade &y schneidet die letztere 
noch in eimem reellen Punkte, dessen Coordinaten leicht als homogene 
lineare Functionen der » dargestellt werden kénnen. 

Ist der Punkt & selbst ein Punkt von F(x) = 0, so fillt die Curve 
y mit der ersten Polaren desselben: 


5, F (0) + & Fo(u) + 8343 (n) = 0 
zusammen. Ist diese reell, so gehen durch den Punkt & mit Ausnahme 
von Tangenten nur Gerade, die #’\(x) = 0 nicht mehr in reellen Punkten 
schneiden. 
11. Complexe Gebilde im Raume. Es wird auf iihnliche Weise, 
wie in Nr. 4. gezeigt, dass der ideale Punkt des Raumes mit dem der 
Geraden identisch sei. Demnach wird der complexe Punkt: 


Etomite, ++ bs + mt, 
dessen reeller Triiger die Coordinaten besitzt: 
OPrs=§y,— Ey, , (ry, 8=1, 2, 3, 4) 
durch die involutorische Punktreihe &, + oy, etc., o& — , ete. dar- 
gestellt, wenn ausserdem derselben der in der Aufeinanderfolge der 
Punkte &, &, + on, etc., 4 (g’ > 0) enthaltene Sinn beigelegt wird. 


Die complexe Ebene p+ qi=O wird dargestellt durch den in- 
volutorischen Ebenenbiischel : 


pt+teq=90 op—q=)O, 


*) Diese Curven finden sich auch bei Giissfeldt, Math. Annalen II. B. p. 80, 
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beschrieben im Sinne: 
p=0 » ptop=o0 ‘ q=0. 

Bei der Untersuchung der complexen Geraden: 
(a) ptq=0 r+si=0 
sind zwei Fille zu unterscheiden. Enthilt dieselbe einen rcellen Punkt, 
so liegt sie auch immer in einer reellen Ebene. In diesem Falle gehen 
die 4 Ebenen p = 0 gq = 0 r = 0 s=O durch denselben reellen Punkt, 
sodass die Identitit 


(b) ep+ Bq+yr+ds=0 
besteht. Die Gerade (a) liegt dann in der Ebene 
(c) t= Bp —aq+dr—ys=0; 


sie ist also eime complexe Gerade 1' Art (Nr. 4.), welche einfacher 
durch die Gleichungen 

ptq=+o0 t=O 
dargestellt wird. Der Sinn derselben wird durch die in den Ebenen 

p=0 pteq=90 gq=0 (e>9) 
enthaltenen Strahlen angegeben. Dass der gleichberechtigte Sinn 
r=0 r+tos=0 s=0 (6 >0) 
mit dem vorstehenden Sinne iibereinstimme, ist leicht zu sehen. Be- 
trachtet man iiberhaupt eine Ebene 
(a) wuSxapt+taqt+urt+vs= 0, 
so stellt die Gleichung 
0, 1, 4 

ap+Bq, y, 8 =0, 

up+Aq, mw, v 
die durch Elimination von r, s aus den Gleichungen r + si = 0, (b), 
(d) erhalten wird, die complexe Ebene dar, welche durch die Geraden 
p=0, q=0 und r+si=0, u=0 hindurehgeht. Nach Nr. 6. 
ist diese Ebene im gleichen Sinne beschrieben, wie p + qi = 0, wenn 
(e) (aA — Bu) (yv— du) >0. 
Dann sind aber auch die Ebenen (a) in Beziehung auf die Gerade (d) 
in gleichem Sinne beschrieben. 

Die Ungleichheit (e) ist fiir die Gerade (c) offenbar erfiillt. 
12. Eine complexe Gerade 

(1) ptq=0, r+si=0 
die weder durch einen reellen Punkt geht, noch in einer reellen Ebene liegt, 
wird von v. Staudt als complexe Gerade 2' Art bezeichnet (B. 117). 
Betrachten wir das von den Ebenen p=0, ¢g = 0, 1 = 0, s =O ge- 
bildete Tetraeder als Fundamentaltetraeder und setzen demgemiiss in (1): 
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(2) p=p + opt =U toni r=r1+ ori s=s, + os,i, 
so folgt: 
(3) es ee ee 


We — Pe 82 ——% 
Diese Gleichungen definiren ein involutorisches rdéumliches System, in 
welchem es weder sich selbst entsprechende reelle Punkte, noch Ebenen 
giebt. Jeder sich selbst zugeordnete Strahl dieses Systems enthilt 
einen der Geraden (1) angehérigen complexen Punkt, dessen geome- 
trische Darstellung wieder durch zugeordnete Punkte des Systems (3) 
n vermittelt wirdt. Diese Strahlen, welche nach v. Staudt (B. 101) 
als Leitstrahlen des Systems bezeichnet werden, bilden cin Strahlen- 
system 1" Ordnung und 1 Classe, das in Punkt- (und Ebenen-) 
Coordinaten durch die Gleichungen 


R= «eptiaqturt+vs—0 
S =—Apt+u«q—vr+us=—0; 
in Liniencoordinaten durch die Gleichungen 


Pi3 + Py = 9 Pig + P23 = 9 
dargestellt. wird. — Man erkennt hieraus, dass die reelle Axe einer 
jeden complexen Ebene, welche die Gerade (1) enthiilt: 
(x — di) (p+ qi) + (u— vi) (r+ si) =0 
ein Strahl des Systems (4) ist, wihrend die in ihrer Darstellung con- 
jugirten Ebenen zugeordnete Ebenen des involutorischen Systems 
(3) sind, 

Das involutorische System (3) ist als geometrische Darstellung der 
complexen Geraden 2" Art (1) anzusehen. — Nach dem Princip, wel- 
ches in Nr. 2. iiber die geometrische Deutung von Gleichungen mit 
complexen Coefficienten aufgestellt worden ist, wiirde sich als geome- 
trische Darstellung der complexen Geraden (1) zuniichst das involu- 
torische Strahlensystem 
f xp —aq=0 


lur—vs =0 


(4) 


{4p + *«q=0 

\ vr +us=0 

ergeben haben. Ks liisst sich aber zeigen, dass es nur zwei involu- 
torische riiumliche Systeme giebt, in denen simmtliche Gerade (5) und 
(6) einander zugeordnet sind. — Sind nimlich tiberhaupt 2 raumliche 
Systeme so aufeinander bezogen, dass die Strahlen (5) und (6) ein- 
ander entsprechen, so bestehen zwischen den zugeordneten Punkten 
derselben die Relationen 


 & Le 
Go — Pp,’ 82 "g 
Die gemeinsamen Werthe /, g des ersten und zweiten Paares dieser 


Quotienten kénnen an sich noch ein beliebiges, auch von den Coor- 


(5) (6) 
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ninaten p,, p, ete. abhingiges Verhiiltniss besitzen. Setzt man 
{:g9=-+1, so wird die Beziehung dieser riumlichen Systeme invo- 
lutorisch. Diese Annahme ist aber nicht blos hinreichend, sondern, 
unter Voraussetzung, dass f/:g tiberhaupt rational in den p, etc. und 
p, ete. sei, auch nothwendig. — Die beziiglich f:g noch vorhandene 
Zweideutigkeit verschwindet erst, wenn der Sinn des involutorischen 
Systems 


ys UN " 8} 
{2 — Pe ESq — ET ( = ), 


der sogleich definirt werden soll, sowohl mit dem Sinne, welcher nach 
Nr. 11. der complexen Ebene p+ qi=0, als auch mit dem, wel- 
cher der complexen Ebene r + si =O beizulegen ist, in Ueberein- 
stimmung gebracht ist. Dann folgt ¢ = -+ 1. 

In der That ist die complexe Gerade (1) nicht schlechtweg durch 
das involutorische System (3) dargestellt, sondern es sind die auf den 
Leitstrahlen desselben befindlichen involutorischen Punktreihen, sowie 
die durch sie gelegten involutorischen Ebenenbiischel als in bestimm- 
tem Sinne beschrieben anzusehen. Es entsteht nun die Frage, ob 
diese Bestimmungen, welche hier fiir jeden Leitstrahl des Systems (3) 
besonders aufgestellt werden, auf dieses System selbst tibertragen werden 
kénnen. 

13. Zwei complexe Punkte & + 9,7, .... & + 9,¢3 &/'+ y,/% 
.... & + 9,7 heissen in gleichem Sinne beschrieben in Beziehung 
auf eine Gerade: 


(7) t=2¢24,=0, «=2d,7%,=—0, (r=—1, 2,3, 4), 


die ihre reellen Trager nicht schneidet, wenn die durch jeden der- 
selben und diese Gerade gelegten complexen Ebenen denselben Sinn 
darbieten (B. 52.). Die Gleichungen dieser Ebenen sind beziehentlich: 
t, u | t, u 
.|=0 , a ‘ ,,| =O 
t+ ti, uw + ui : (t+ tt, w+ u/s) 4 
wo t,, t, t,, t3 u,... bez. die in den Coordinaten &, y, &’, ' ge- 
schriebenen Ausdriicke ¢, « bezeichnen. Nach Nr. 5. wird diesen 
Ebenen derselbe Sinn beigelegt, wenn die Ausdriicke 





ty, — Ut, ty’ Uy — wt, 
gleiches Vorzeichen besitzen. Diese Gréssen sind identisch mit 
(8) ZPreQrs, ZPrsQrs> (r,s =1,2,3, 4), 
WO prs, Prsy Yrs nacheinander die Coordinaten der reellen Triiger der 


in Rede stehenden complexen Punkte und der Geraden (7) bezeich- 
nen — und zwar in den Formen: 


Pprs = é, Ns —— Yr é., Dre = & Ns aes Nr es drs = Cy d, Tr d,C;. 
Daraus ergiebt sich, dass stimmtliche complexe Punkte p, + op,i ete. 
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der Geraden (1) in Beziehung auf stéimmtliche Leitstrahlen des Systems 
(3), d. i. die Geraden (4), im gleichen Sinne beschrieben sind. Denn 
man hat mit Riicksicht auf (3): 

= PrsQrs = — RK? — 8, 
wenn f,, S, die Ausdriicke R, S, geschrieben in den Coordinaten 
Pr> Uy V1» 8, bezeichnen. 

Demnach ist der Sinn aller der Geraden (1) angehérigen com- 
plexen Punkte véllig bestimmt durch den eines einzigen; etwa des 
Punktes: 

p+qi=0, r=0, s=—0. 
Es kann also fiir das involutorische System (3) in der That ein be- 
stimmter Sinn aufgestellt werden, welcher durch den Sinn einer der 
complexen Ebenen (1) angegeben wird. 

Dem vorstehenden Satze steht dualistisch der folgende gegeniiber: 
Alle complexen Ebenen, welche die Gerade (1) enthalten, sind in Be- 
ziehung auf die Leitstrahlen des involutorischen Systems (3) in gleichem 
Sinne beschrieben. Dies folgt aus dem Satze, dass die complexen 
Ebenen 


Z (a, + ahi) x, —=0, £(b,+0;i)",=—0, (r=—1,2, 3,4) 


* auf der reellen Geraden 
ZC, %, = 0, 2 d, %, =, 


welche die reellen Axen derselben nicht schneidet, complexe Punkte 
von gleichem Sinne bestimmen, wenn die Determinanten 
(9) -| ry Gry Cry Up|, | by, b, Gr, d-|, (r= 1, 2,3, 4) 
gleich bezeichnet sind. — Der Beweis dieses Satzes wird auf dieselbe 
Weise gefiihrt, wie der des analogen Satzes in der ebenen Geometrie 
(vergl. Nr. 6.). 

Fiir die complexe Ebene 


(10) (« + Bt) (p + gt) + (vy + 9%) ( + st) = 0 
und die Gerade (4) hat man demgemiiss die Determinante 
| «, B, x, a 
—B, a, 4, —x 
y, 9,4, 
—90, 7, %, —w 


zu entwickeln. Man findet sie gleich der negativen Summe zweier 
Quadrate, also stets gleich bezeichnet. 

Ks erhellt jetzt unmittelbar, dass die Gleichungen (1) durch zwei 
beliebige lineare Verbindungen derselben, wie (10), ersetzt werden 
kénnen, ohne dass ihre geometrische Bedeutung eine Aenderung erfihrt. 
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Das darstellende involutorische System bleibt das System (3). Sein 
Sinn stimmt jetzt mit dem der Ebene (10) iiberein, welcher in Be- 
ziehung auf alle Geraden (4) dem Sinne der Ebene p + qi = 0 gleich- 
kommt; denn fiir die Jetztere Combination erhiilt die beziigliche De- 
terminante (9) den Werth: — wu? — v”*. 

14. Der Sinn, welcher im Vorstehenden dem involutorischen 
Systeme (3) beigelegt worden ist, kann noch in einer anderen Weise 
definirt werden (B. 117.). 

Eine involutorische Regelschaar ohne reelle Doppelstrahlen wird 
von jedem ihrer Leitstrahlen aus durch einen involutorischen Ebenen- 
biischel ohne reelle Doppelebenen projicirt. Es gilt also von dieser 
Regelschaar dasselbe, was von dem zu ihr perspectivischen Ebenen- 
biischel gilt: wenn die Geraden derselben in einem bestimmten Sinne 
aneinander gereiht werden, so folgen die conjugirten Geraden im 
gleichen Sinne aufeinander. Ls ergiebt sich also auch fiir eine invo- 
lutorische Regelschaar ohne reelle Doppelstrahlen ein bestimmter Sinn, 
der durch die Aufeinanderfolge von 3 Geraden der Schaar definirt wird. 
Umgekehrt, wird fiir diese Regelschaar ein bestimmter Sinn fest- 
gesetzt, so ist auch jeder der dazu perspectivischen Ebenenbiischel in 
einem Sinne beschrieben. 

Untersuchen wir nun, ob es reelle Gerade giebt, welche von allen 
diesen Ebenenbiischeln in gleichlaufenden Punktreihen geschnitten 
werden. Es seien die Gleichungen der in Rede stehenden Regelschaar: 


(11) P+kP’=0, Q+kQ’=0 


° . 1 oe 
und dem Strahle ,/“ immer der Strahl ,— zugeordnet. Ferner 


k 
moége der Sinn durch die Aufeinanderfolge der Strahlen 1, k’, oo 
(k’> 0) definirt sein. Die Leitstrahlen der Regelschaar (11) sind 
durch die Gleichungen 
(11*) P+i1Q=0, P’+1Q’=0 
dargestellt, wo / alle reellen Werthe durchliiuft; die zur Schaar (11) 
perspectivischen Ebenenbiischel sind somit: 

(P+1Q) +h (P’+1Q) =0. 


. . ~ . . “ . 
Da in diesen Biischeln wieder die Ebenen ,k“ und einander 


1 
 - 
conjugirt sind, so liuft die aufgeworfene Frage darauf hinaus, die- 
jenigen Geraden 7’ — 0, U =O zu bestimmen, welche von allen com- 


plexen Ebenen 

(P+ 1Q) + (P’+ 1Q)i=0 
in Punkten von gleichem Sinne geschnitten werden. Sind P, P’, 
Q, Q’, ZT, U in den Coordinaten x bez. mit den Coefficienten a, a’, 
b, b’, ec, d geschrieben, so muss fiir die Geraden 7 = 0, U = 0 nach 
(9) die in 7 quadratische Form 
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(12) a, + 1b,, a-+1b;, ¢, d-| (r=1, 2, 3, 4) 
eine definite sein. Hierzu ist nothwendig und hinreichend, dass 
(13) 4 (aa cd) (bb’ed) — [(ab’cd) — (a bed)? >0. 


Das Zeichen der Form wird durch die gleichbezeichneten Determinan- 
ten (aa’cd) und (bb'cd) angegeben. 

Es werden aber diejenigen Strahlen der Regelschaar (11), welche 
von der Geraden 7 —0, U =O geschnitten werden, durch die Glei- 
chung bestimmt: 

(14) a,-+ka;,, b+ kb,, ¢, d-|=0, (r=—1,2,3, 4). 
Diese Strahlen sind also reell, wenn 
4 (abed) (a' b’ed) — [(ab’cd) + (a’bed)|t <0. 
Dieser Ausdruck ist zufolge der bekannten Determinantenrelation 
(Baltzer, Det. p. 36): 
(15) (abed) (a Ved) = (aad cd) (bb cd) + (ab'cd) (a’bed) 
mit (13) identisch. — Man erhiilt also den Satz (B. 62.): 

Eine involutorische Regelschaar ohne reelle Doppelstrahlen besitat 
einen bestimmten Sinn in Beziehung auf alle Gerade, welche entweder 
Leitstrahlen der Schaar sind oder die Regelfliche beriihren oder endlich 
mit derselben keinen reellen Punkt gemein haben. 

Dieser Satz fillt mit dem ihm dualistisch gegeniiberstehenden 
Satze zusammen. Man kann niimlich auch diejenigen Geraden 7’ = 0, 
U =O aufsuchen, in Beziehung auf welche siimmtliche zur Regel- 
schaar (11) perspectivische involutorische Punktreihen, deren Triiger 
die Leitstrahlen (11*) der Schaar sind, denselben Sinn darbieten 
(Nr. 12.). Diese Punktreihen sind nach dem Vorstehenden nichts 
anderes, als die geometrischen Darstellungen der complexen Punkte: . 

Q+Qi1=0, P+/IQ@=0, P'+/1Q'=0. 
Bezeichnet man die Coordinaten eines solchen Punktes mit §&, + 1,7 ete., 
ferner die (Axen-) Coordinaten der Geraden Q=0O, Q’=O und der 
Geraden (11*) beziehentlich mit 9,;, Qs, so hat man: 

51M — MoS: __ 51% — 183 __ 514 — M84 


rae Qs Q12 Qos 
(16) = Ess — Ns &4 a EsNe — 1482 = &213 — Neo&s ras 1 
V2 Wis Gis @ 


Setzt man diese Werthe in den Ausdruck (8) ein, so geht derselbe in 
(17) ~ | dp + lbp, ap + 10;, Gry Ge | (0 = 1, 2,3, 4) 
iiber. Fiir die Punkte &, y ist aber: 

b:—b,=0, b,+0:=—0, 


wo bs den Ausdruck @ geschrieben in den Coordinaten & bedeutet etc.; 
also folgt: 
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be 0; 
io, 2 42 
b, bi, |= + b%*). 


Nun findet man aus (16) unmittelbar: 


gp me te Dae += Foes is __ (G0 DY) | 
b* + bi? b,* bi? 
Der Nenner };? + 0;* kann als absolut positiv weggelassen werden. 

Der Ausdruck (17) ist im Wesentlichen mit (12) identisch, wie 
sich von vornherein iibersehen liess. Es ist aber von Vortheil, diesen 
Ausdruck genau zu kennen. Es folgt daraus z. B. unmittelbar der 
Satz (B. 64.): ,,Sind 2 Regelschaaren, von welchen jede die Leitschaar 
der anderen ist, in Hinsicht auf eine Gerade 7 = 0, U = 0 als Strahl 
(d. i. als Traiger einer Punktreihe) in einem und demselben Sinne be- 
schrieben, so sind sie in Hinsicht auf die nimliche Gerade als Aze 
(d. i. als Trager eines Ebenenbiischels) in entgegengesetztem Sinne be- 
schrieben. “ 

15. Wir kehren nun zum involutorischen Systeme (3) zuriick. 
Durch irgend 2 einander entsprechende Gerade a, a’ dieses Systems 
sind zweifach unendlich viele involutorische Regelschaaren bestimmt, 
deren Strahlen einander paarweise in demselben zugeordnet sind. Sind 
die Gleichungen der Strahlen a, a bez. R=O, KR—O0; S=—O, 
S’=0 — wobei die R, S dieselbe Bedeutung haben, wie in (4) — 
so ergeben sich fiir eine solehe Regelschaar die Gleichungen: 

(18) R+kR=0, BS—aS+k(yS— BS) =0 

(a, B, y unbestimmte reelle Constante). Zugeordnet sind die Strahlen: 
a+Pp(kK+k)+ pkk=0. 

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar der Satz (B. 108.): Es ent- 

hilt entweder die involutorische Regelschaar (18) oder die ebenfalls in- 

volutorische Schaar ihrer Leitstrahlen 2 reelle Doppelstrahlen. 

Ausser den Regelschaaren (18) ist durch die Strahlen a, a’ noch 
eine Regelschaar bestimmt, die nur aus Leitstrahlen des Systems (3) 
besteht. Da in diesem Falle die durch jede Gerade der Regelschaar 
und beziehentlich die Geraden a, a’ gelegten Ebenen einander im 
Systeme (3) entsprechen, so sind die Gleichungen der Regelschaar 





(19) R+kR=0, S+kS'=0. 
Die dazu gehdérige Leitschaar 
(20) R+1S=0, R+1S=0 


ist wieder involutorisch im Systeme (3) und zwar entspricht dem Strahle 


»l* der Strahl ,— +“. 


Aus dem Satze in der vorhergehenden Nr. folgt nun unmittelbar, 
da siimmtliche Gerade (4) untereinander windschief sind, dass jede 
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involutorische Regelschaar (20) in Beziehung auf alle diese Gerade in 
einem bestimmten Sinne beschrieben sei. Aber noch mehr; Wenn 
fiir alle Regelschaaren (20) der Sinn bestimmt wird durch die Auf- 
einanderfolge von 3 Strahlen, welche den niimlichen Werthen des Pa- 
rameters | (z. B. 0, l’ > 0, co) entsprechen, so sind dieselben in Be- 
ziehung auf alle Geraden (4) in gleichem Sinne beschrieben (B. 115.). — 
Denn es ist leicht zu sehen, dass fiir alle Geraden (4) die definite 
Form (12) dasselbe Vorzeichen besitzt. 

In dieser Art ist also der Sinn siimmtlicher Regelschaaren (20) 
in Beziehung auf siimmtliche Leitstrahlen des Systems (3) bestimmt 
durch den Sinn, welcher einer einzigen von ihnen, z. B. 


(21) pt+lq=090, r+ls=0 

beigelegt wird. Da dieser Sinn in der Aufeinanderfolge der Strahlen 
10, Ul’, oo enthalten sein soll, so wird er durch die complexe Ebene 
p + qi=O0 angegeben, welche geometrisch durch einen zur involu- 
torischen Regelschaar (21) perspectivischen Kbenenbiischel darge- 
stellt wird. 

Wenn nun in Nr. 13. der Sinn des involutorischen Systems (3) 
durch den Sinn der complexen Ebene p + gi = 0 definirt worden 
ist, so kann dies jetzt auch geschehen vermittelst des Sinnes irgend 
einer der Regelschaaren (20), der in der Aufeinanderfolge der Strahlen 
1 = 0, I’, o© enthalten ist. 

Ks mag noch bemerkt werden, dass durch eine involutorische 
Regelschaar ohne reelle Doppelstrahlen, deren Leitstrahlen sich selbst 
zugeordnet sind, das involutorische System (3) villig bestimmt ist. (B. 104.). 
In der That ergeben sich sofort die Gleichungen (3) fiir diejenige col- 
lineare Beziehung zweier riiumlicher Systeme, durch welche die Strah- 
len ,/* und ,— 5 “der Regelschaar (21) einander und ausserdem die 


Leitstrahlen dieser Regelschaar : 
pt+kr=0, q+ks=0 
sich selbst zugeordnet werden. 

16. An die Gleichungen (20) schliesst sich der folgende Satz, der 
dem Schlusssatze von Nr. 2. entspricht (B. 118.). 

Durch jedes Paar a, a’ einander entsprechender Geraden des in- 
volutorischen Systems (3), welche nicht zusammenfallen, ist eine und 
nur eine involutorische Regelschaar bestimmt, die dieses Paar als con- 
jugirte Gerade enthiilt und deren Leitstrahlen siimmtlich Leitstrahlen 
des Systems (3) sind. In dieser Regelschaar giebt es mu cin cinziges 
Paar conjugirter Strahlen b, 0’, sodass das Doppelverhiltniss (aa'bb’) 
gleich einem gegebenen Werthe (— o*) sei und ausserdem der Sinn aba 
mit dem Sinne des Systems (3) dibereinstimme. — Der Beweis dieses 
Satzes fillt mit dem des ebenerwihnten zusammen. 


Mathematische Annalen IV. 


29 
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17. Die Ergebnisse der vorhergehenden Entwickelung (Nr. 14.—16.) 
lassen sich unmittelbar auf die Liniengeometrie tibertragen. Die (Axen -) 
Coordinaten einer complexen Geraden 
(22) Qys=a,,.+ 6,54 (r,s=—1, 2,3, 4) 
geniigen, wie die einer reellen Geraden, der Identitit 2'" Grades: 

DQy2 O34 + Dig Qye + Qy DQ, = 9, 


woraus sich ergiebt: 


(23) A=B C=0; 
wenn A, B beziehentlich die Invarianten der linearen Complexe 
(24) QQ =Zendu—0, LG) =ZBroder = 0 


und C ihre Simultan-Invariante bezeichnen. 

Diese complexe Gerade wird zu eimer solchen von 1" Art, wenn 
A=, B=0; denn unter dieser Voraussetzung schneidet dieselbe 
die complexe conjugirte Gerade a,, — 6,;7, was immer in einem reellen 
Punkte geschieht. 

Die Gleichungen (23) besagen, dass die Gerade (22) dargestellt 
werde durch die Congruenz der Complexe (24), welche gleich gewunden 
sind und in Involution stehen. Diese Complexe bestimmen zusammen, 
d. h. dadurch, dass jedem Punkte des ersten eine Ebene des ersten, 
also auch ein Punkt des zweiten zugeordnet ist, ein involutorisches 
riiumliches System genau von derselben Beschaffenheit, wie (3), d. i. 
ohne reelle, sich selbst entsprechende Punkte und Ebenen. Will man 
dies, was geometrisch an sich klar ist, auch in Formeln ausgedriickt 
sehen, so bezeichne man mit P,,,(Q,, 5); P?,,; Pr,, Strahlen (Axen-) 
Coordinaten von Geraden, von denen die erste und zweite in Beziehung 
auf den Complex Q(q) = 0, die zweite und dritte in Beziehung auf 
den Complex Q (q) = 0 conjugirte Polaren sind. Man hat dann be- 
kanntlich: 

oP? , = a,,,2(Q) —AP,,; 
und durch nochmalige Anwendung dieser Formel wegen C = 0: 


oP. := Ba,, »2(Q) + AB,, » 2 (Q) ee ABP, 3) 


welche Formel die einander involutorisch zugeordneten Geraden P,, ,, 
P;., darstellt. 

Der Sinn der complexen Geraden (22) wird in derselben Art fest- 
gestellt, wie in Nr. 15., d. i. durch eime aus den Geraden der linearen 
Congruenz (24) gebildete Regelschaar, deren Leitschaar involutorisch ist. 
Will man mit den Annahmen von Nr. 13. und 14. in Uebereinstim- 
mung bleiben, so hat man den Sinn der involutorischen Regelschaar, 
welche die Leitstrahlen der Regelschaar 


LQQg=—O0 L@=0 q= 
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umfasst, durch die Aufeinanderfolge der Geraden (in Axencoordinaten): 


A . 
—— ay? Gig, B14, M34, Ayn, My, 
‘ , A e?B ‘ ’ 
(Po >0) a@.+ eB» — ea ae G13 + O Bis, ---+-0ee &, + @ Bos 


Bi» +t > Bis, Bis, Bs, , By, Bos 

zu definiren. 

Als geometrische Darstellung einer complexen Geraden 2D,,, von 
l' Art ergiebt sich hier, dadurch dass man an Stelle dieser Coor- 
dinaten bez. (@ + 6%) Q,,, setzt, unmittelbar der Inbegriff aller 
Strahlenpaare 

Gr, s = OG,,s — GB,, s Gr, s = COs + OB;s, 

welche offenbar in ver Ebene der Geraden «,,,, B,,, liegen und durch 
den Durchschnittspunkt derselben gehen. Der Sinn ist definirt durch 
die Aufeinanderfolge der Geraden a,,,, a,,. + @B,,s3 Br, s- (9° > 0). 


Gottingen, 29. Juni 1871. 











Ueber die Modificationen, welche die ebene Abbildung 
einer Fliche 3 Ordnung durch Auftreten von 
Singularititen erhilt. 


Von J. DiekMaANN in GOTTINGEN. 


Im Folgenden soll untersucht werden, in welcher Weise sich die 
bekannte Abbildung der Fliiche 3‘ Ordnung auf der Ebene modifi- 
cirt, wenn dieselbe emen Knotenpunkt erhilt; mag derselbe ein ge- 
wohnlicher conischer, ein biplanarer oder ein uniplanarer sein. Und 
zwar werden simmtliche Arten von Knotenpunkten, deren Existenz 
Hr. Schlifli in seiner Abhandlung: On the Distribution of Surfaces 
of the third order into Species, in reference to the absence or pre- 
sence of Singular Points. Philos. transact. of the Royal society. 
London 1863 pag. 207 ff. nachgewiesen hat, betrachtet werden. Ks 
ergiebt sich dabei, dass bei dem Auftreten solcher Singularitiiten von 
den 6 Fundamentalpunkten des ebenen Bildes mehrere eine specielle 
Lage gegeneinander erhalten, welche auch umgekehrt hinreicht, die 
Natur der betrachteten Fliiche zu definiren. 

Als Hiilfsmittel der Untersuchung bediene ich mich einer geome- 
trischen Interpretation der an die Grassmann’sche Erzeugungsweise 
angekniipften Abbildung. Sie beruht darauf, dass die Fliiche zuniichst 
eindeutig auf das Sekantensystem einer ihrer Raumcurven 3'" Ordnung 
abgebildet wird, und von diesem sodann auf die Ebene. Diese Ab- 
bildungsweise bleibt auch bei den Flichen mit Singularitiiten statthaft, 
und die Frage nach den verschiedenartigen Abbildungen, welche solche 
Flichen gestatten, ist dadurch zuriickgefiihrt auf die Untersuchung der 
verschiedenen Raumeurven 3'* Ordnung, welche sie enthalten. 

Ich werde zuniichst die hiermit angedeutete geometrische Methode 
der Abbildung auseinandersetzen und mich dann der Untersuchung 
der oben aufgeziihlten Fille zuwenden. 


§ 1. 
Abbildung der allgemeinen Fliche 3’ Ordnung auf die Ebene mit- 
telst des Sekantensystems einer ihrer Raumeurven 3 Ordnung. 
Nach der Grassmann’schen Erzeugungsweise entsteht die Fliche 
3 Ordnung als Ort der Durehschnittspunkte dreier projectivischer 
Ebenenbiindel 








Ueber Flichen 3° Ordnung 


S—=xA+iB+uC =0 
S’=«A'+ 1B’ + n0'=0 
S"= xA”+ AB’+ wC"=0. 


Jedem Punkte der Fliche entspricht dabei eindeutig eine Ebene jedes 
der Biindel. Die Fliiche ist also ohne Weiteres eindeutig durch jedes 
solches Biindel abgebildet. Macht man dann noch eine reciproke Um- 
formung, welche von dem Biindel eindeutig zu den Punkten einer 
Ebene fiihrt, so erhiilt man die gewdhnliche Abbildung der Fiche 
auf die Ebene; dieselbe, auf welche man gefiihrt wird, indem man 
x, 4, w als Dreieckscoordinaten in der Ebene interpretirt. 

Zu derselben Abbildung gelangt man auch auf folgende Weise. 
Zwei der Biindel, etwa S =O und S’= 0, bestimmen bekanntlich die 
Sekanten einer Raumcurve 3'*' Ordnung, welche auf der Fliiche liegt. 
Jeder Sekante entspricht eindeutig einmal ein auf ihr liegender Punkt 


ihr bestimmt wird, andermal die durch sie gehende Ebene, welche 
einem der beiden Biindel, etwa S = 0, angehoért. Statt nun die Fliiche 
sofort auf dem Biindel S = 0 abzubilden, kann man ihre Punkte zu- 
niichst eindeutig auf jenes Sekantensystem beziehen und dann letzteres 

- auf die Ebenen des Biindels. Es ist dann noch, um die Abbildung 
auf einer Ebene zu erhalten, wie oben eine reciproke Uebertragung 
erforderlich. 

Diese Abbildung kann man nun folgendermassen geometrisch aus- 
sprechen. Man verzeichne auf der Fliche eine Kaumcurve 3! Ord- 
nung und ordne jedem Punkte der Fliiche die durch ihn gehende 
Sekante der Curve als Bild zu. Dass dieses ein eindeutiges Verfahren 
ist, ergiebt sich aus bekannten Eigenschaften der Raumcurven 3'" Ord- 
nung. Das Sekantensystem bilde man sodann auf ein Ebenenbiindel 
ab, dessen Scheitel auf der Curve liegt, indem man jeder Sekante die 
durch sie gehende Ebene des Biindels zuordnet. Auch dies ist eine 
eindeutige Operation, wie schon aus der Erzeugung des Sekanten- 
systems als Ort der Durchschnittslinien zweier Biindel ersichtlich ist. 
Endlich iibertrage man die Ebenen des Biindels reciprok auf die Punkte 
einer Ebene. 

Dies ist die Abbildung, welche im Folgenden angewandt werden 
wird. Es kommt bei ihr nur darauf an, eine Raumeurve 3‘ Ordnung 
auf der Fliiche zu kennen, und werde ich im folgenden §. die bekann- 
ten Lagenverhiiltnisse der auf einer Fliche 3' Ordnung existirenden 
Raumeurven 3' Ordnung mit Bezug auf die oben entwickelte Vor- 
stellungsweise kurz zusammenstellen. 

Beiliiufig sei schon hier bemerkt, was gelegentlich benutzt werden 
wird, dass man auf dieselbe Abbildung der Fliche auch folgender- 





der Fliiche, welcher von der zugehérigen Ebene des 3' Biindels auf 
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massen kommt. Man bilde die Fliche wie vorhin auf das Sekanten- 
system einer Raumceurve 3" Ordnung ab, schneide dieses mit einer 
Ebene und wende auf die Punkte dieser Ebene eine quadratische 
Transformation an, welche als Fundamentalpunkte die Schnittpunkte 
der Ebene mit der Raumcurve 3'* Ordnung besitzt. Wollte man diese 
quadratische Transformation nicht anwenden, so wiirde man zwar auch 
eine eindeutige Abbildung erhalten, aber sie wiire nicht von der nie- 
drigsten Ordnung; denn sie enthielte noch die 3 erwahnten Punkte 
als weitere Fundamentalpunkte. Die zu Grunde gelegte Raumcurve 


Qter 


3'* Ordnung soll die Projectionscurve genannt werden. 


§ 2. 
Die verschiedenen Classen von Raumcurven 3" Ordnung auf 
der Fliche und die gegenseitigen Beziehungen zwischen den 
an sie gekniipften Abbildungen. 


In der ebenen Abbildung der Flache 3'* Ordnung erscheinen die 
Bilder ebener Schnitte als Curven 3'** Ordnung mit 6 einfachen Fun- 
damentalpunkten. Die Fundamentalpunkte entstehen bei unserer Auf- 
fassung der Abbildung dadurch, dass 6 Sekanten der Projectionscurve 
ganz auf der Flache liegen und also unendlich vielen Punkten der 
Fliche entsprechen.*) Bei der Abbildung des Sekantensystems aut 
das Ebenenbiindel und weiterhin auf die Ebene treten keine weiteren 
Fundamentalelemente auf, sodass man schliesslich in letzterer 6 Fun- 
damentalpunkte hat, Da diese einfache Fundamentalpunkte sein miis- 
sen, weil jede Ebene jede der Fundamentalsekanten nur einmal schnei- 
det, so kann man hieraus bereits darauf schliessen, dass die Abbildung 
eines ebenen Schnittes durch eine Curve 3‘ Ordnung geschehen wird. 

Die Geraden der Fiche 3 Ordnung bilden sich bekanntlich fol- 
gendermassen ab. 


1) 6 Gerade durch die 6 Fundamentalpunkte (1, 2, 3, 4, 5, 6). 

2) 6 Gerade durch die Kegelschnitte, welche je 5 jener Funda- 
mentalpunkte enthalten (I, I], Il, IV, V, VI). 

3) 15 Gerade durch die Verbindungslinien der Fundamentalpunkte 
unter sich (12, 13,.... 56). 

Die 6 Geraden 1) und die 6 Geraden 2) bilden dabei eine der- 
jenigen Combinationen von 12 Geraden, welche Hr. Schliafli als 
Doppelsechs bezeichnet hat. Solcher Doppelsechsen giebt es 36, und 
sie werden in der Abbildung durch folgende Typen reprisentirt: 


*) Vergl. Schréter, Borchardt’s Journal, Bd. 62. 
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1, 2, 3, 4, 5, 6)... Lacs 
1) 1 umivv vi (eine Doppelsechs) 
1, 2, 3, 56, 64, 45 
23, 13, 12, IV, V VI 
1, 1, B, 24, B, 2 
2, Il, 13, 14, 15, 16 

Zu jeder solcher Doppelsechs gehéren 2 conjugirte Schaaren von 
Raumcurven 3' Ordnung, deren jede die Linien einer Sechs zu Se- 
kanten hat; 2 Curven aus conjugirten Schaaren bilden immer den voll- 
stiindigen Durchschnitt der Fliche mit einer Fliche 2" Grades. 


te 


) (20 Doppelsechsen) 


3) (15 Doppelsechsen) . 


Den 36 Doppelsechsen entsprechend giebt es also 2.36 Schaaren 
von Raumeurveu 3' Ordnung und diese treten in der gewihlten Ab- 
hildung folgendermassen auf: 

1) Die zum ersten Typus gehérenden conjugirten Schaaren bilden 
sich ab als Curven 5’ Ordnung mit 6 Doppelpunkten (den Funda- 
mentalpunkten) und als die Geraden der Ebene, die durch keinen Fun- 
damentalpunkt gehen. Unter ersteren befindet sich insbesondere das 
Bild der Projectionscurve, welche die 6 Fundamentalsekanten je 2 mal 
_ schneidet, *) 

2) Die zum 2'" Typus gehérigen conjugirten Schaaren bilden sich 
ab als Curven 4'* Ordnung, die 3 Fundamentalpunkte zu einfachen, 
die iibrigen zu Doppelpunkten haben, und als Kegelschnitte durch die 
3 ersten Fundamentalpunkte. 


*) Wir wollen hierbei daranf hinweisen, dass wir hier ein geometrisches Bild 
davon haben, wie sich Curven vom Geschlechte p=0 durch ecindeutige 'Trans- 
formation auf eine Gerade abbilden lassen, Da sich Gerade und Curye 5'** Ord 
nung schneiden, so schliessen wir, dass auch ihre Bilder, die Raumcurven, sich 
schneiden. Legen wir nun durch irgend eine der gemeinschaftlichen Sekanten 
einen ebenen Schnitt, so trifft dieser die eine wie die andere Raumcurve nur noch 
in einem Punkte; wir kénnen also die beiden Raumcurven durch ein Ebenen- 
biischel, welches durch eine ihrer gemeinschaftlichen Sekanten gelegt ist, aufein- 
ander beziehen. Dem ebenen Biischel entsprechen aber in der Ebene Curven 
3'et Ordnung, welche ausser den 6 Fundamentalpunkten noch durch die beiden 
Punkte gehen, welche Bilder derjenigen sind, durch die der Ebenenbiischel ge- 
legt wurde. Die Curven 3'°* Ordnung schneiden also die Curven 5" Ordnung und 
die Gerade nur noch in einem beweglichen Punkte, sodass sich Pankte der Gerade 
und Punkte der Curve 5'** Ordnung eindeutig entsprechen. Wir haben hier eine 
Bestitigung ‘des Satzes der Ebene: Curven vom Geschlechte p= 0 lassen sich 
—1.n— 

—— 
punkte und » — 3 einfache gehen, eindeutig auf eine Gerade transformiren. Wir 
werden dieses auch bei allen folgenden Fiillen bestiitigt finden. Vergl. Clebsch, 
Borchardt’s Journal Bd. 64, pag. 43. 


‘ m n 2 
durch ein Curvenbiischel » — 2'** Ordnung, welches durch Doppel- 
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3) Die zum 3" Typus gehérigen Schaaren bilden sich ab als 2 
Schaaren Curven 3' Ordnung, welche 4 Fundamentalpunkte einmal 
enthalten und beziiglich den 5'" oder 6'°° zum Doppelpunkte haben. 

Die 2.36 Schaaren von Curven auf der Fliche sind vollig gleich- 
berechtigt; die Projectionscurve kann beliebig aus einer derselben ge- 
nommen werden.*) Dem entsprechend erhilt man also 2.56 Classen 
von Abbildungen der Fliche. Dieselben hingen in der Weise zusam- 
men, dass eine Vertauschung der Raumcurvenschaar, welcher die Pro- 
jectionscurve angehdrt, mit einew anderen von einer Classe der Abbil- 
dung zu einer zweiten fiihrt. Denkt man sich also die Fliichen auf 
2 Ebenen in 2 verschiedenen Arten abgebildet, so ist durch die Fiche 
eine eindeutige Beziehung zwischen diesen Ebenen, also eine Cre- 
mona’sche Transformation, gegeben; statt nun 2 Raumcurven auf der 
Fliche zu vertauschen, kann man nach der eindeutigen Beziehung 
dieser Ebenen zueinander fragen. 

Diese Beziehung ist eine sehr einfache. Wie jede Cremona’sche 
Transformation sich aus quadratischen Transformationen zusammen- 
setzen lisst, so ist auch obige Beziehung durch eine quadratische 
Transformation gegeben. Wir wiihlen in unserem Falle als Funda- 
mentaldreiecke der quadratischen Transformation, Dreiecke, welche aus 
dreien der 6 Fundamentalpunkte gebildet werden. In der That sieht 
man, dass jede solche quadratische Transformation der Bildebene cine 
neue Abbildung derselben Art liefert, bei der nur eine andere Raum- 
curvenschaar zu Grunde gelegt wurde; sowie auch weiter, dass man 
durch Wiéiederholung solcher Transformation aus einer Abbildungsart 
alle iibrigen erhiélt. Indem man z. B. eine Abbildung, welche zur 
ersten Sechs des Typus 1) gehdrt (also diejenige, an welche unsere 
Betrachtungen sich kniipfen), einer quadratischen Transformation unter- 
wirft, dessen Fundamentalpunkte 4, 5, 6 sind, erhailt man die der 
ersten des Typus 2) (1, 2, 3, 56, 64, 45) entsprechende Raumeurven- 
schaar; wendet man denselben Prozess mit Bezug auf die Punkte 1, 
2, 4 nochmal an, so erhiilt man die der ersten Sechs des Typus 3) 
entsprechende Raumcurvenschaar. Auf dieselbe Weise gelangt man 
auch zu den resp. anderen Halften der 3 Doppeltypen. 

Diese Betrachtungen finden bei den speciellen Flichen, welche 
den Gegenstand der folgenden Untersuchung bilden, ebenso wie bei 
der allgemeinen Fliiche ihre Anwendung. Aber die 72 Schaaren von 
Raumeurven 3'* Ordnung haben dann nicht mehr die nimliche Be- 
ziehung zur Flaiche; man erhiilt also nicht 72 gleichartige Abbildungen, 


*) In jeder Schaar sind Raumcurven, welche in 3 Gerade zerfallen. Indem 
man eine solche zu Grunde legt, erhalt man die specicllere Art der Abbildung, 
welche Herr Clebsch in Borchardt’s Journal Bd. 65, pag. 365 gegeben hat. 
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sondern dieselben bilden Gruppen von verschiedenartigem Charakter. 
Alle diese Abbildungsarten erhilt man aus einer derselben durch An- 
wendung der Methode der quadratischen Transformation. Nun ist aber 
bei jenen Flichen eine Abbildung immer direct gegeben, niimlich die 
aus der Projection vom Knotenpunkt entstandene, und zwar ist diese, 
wie sich zeigen liisst, einer jener 72 Arten angehérig. Aus ihr werden 
wir also alle ijbrigen durch quadratische Transformation entwickeln 
kéunen. Wie viele verschiedenartige Abbildungen man zu untersuchen 
hat, ergiebt sich aus der ersten Abbildung, indem man diejenigen 
Raumeurvenschaaren aufsucht, welche der Fliche gegeniiber verschie- 
denartiges Verhalten zeigen. Dieses ist der Weg, der im Folgenden 
eingeschlagen werden soll, 


§ 3. 


Modification der allgemeinen Abbildung durch Auftreten eines 
Knotenpunktes. 


Es soll in diesem §. im Allgemeinen die Modification erértert 
werden, welche die Abbildung der allgemeinen Fliiche durch Auftreten 
eines Knotenpunktes erhiilt, wobei noch unentschieden bleiben mag, 
ab derselbe ein gewohnlicher oder ein irgendwie particularisirter ist. 

Wie bereits bemerkt, hat man in einem solchen Falle immer eine 
Abbildung der Fliiche, indem man die Centralprojection vom Knoten- 
punkte anwendet. Wir zeigen zuniichst, dass diese Abbildung den- 
selben Typus. besitzt, welcher oben entwickelt wurde. Zuniichst bilden 
sich ebene Schnitte, wie leicht ersichtlich, als Curven 3" Ordnung ab; 
sie haben~6 Fundamentalpunkte gemein, entsprechend den 6 vier- 
punktig beriihrenden Tangenten, welche man im Knotenpunkte an die 
Fliche ziehen kann und welche hier, bei einer Fliche 3' Ordnung, 
ganz in derselben liegen miissen. Aber man kann auch zeigen, wie 
diese Abbildung aus der allgemeinen durch Degeneration eines Se- 
kantensystems entsteht. Es finden sich unter den Raumcurven 3" 
Ordnung in unserem Falle die durch den Knotenpunkt gehenden ebenen 
Schnitte, deren Fundamentalsekanten die durch den Knotenpunkt gehen- 
den 6 Geraden sind. Das Sekantensystem einer in eine ebene Curve 
ausgearteten Raumcurve 3'" Ordnung artet aber aus in die Geraden, 
welche durch den Knotenpunkt gehen und in das dreifach zihlende 
System der in der Ebene der Curve enthaltenen Geraden, welche letz- 
tere hier nicht weiter in Betracht kommen. Die Abbildung der Fliche 
auf die Projectionsstrahlen des Sekantensystems geht hier also iiber 
in die auf die Strahlen, welche durch den Knotenpunkt gehen. - 


Nach dem Friiheren miisste man nun dieses Strahlenbiindel durch 
eine Ebene schneiden und deren Punktsystem quadratisch transformiren 
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in Bezug auf das Dreieck, in welchem die Projectionscurve 3'" Ord- 
nung von der Ebene geschnitten wird. Hier aber liegen die Ecken 
des Dreiecks auf einer Geraden, und man kann zeigen, dass die qua- 
dratische Transformation unter solchen Umstiinden in die lineare iiber- 
geht. Sind nimlich in 


Pa + Q2,'+ Ra =0 
P’x, + Q’ x. + R’x,,=0 
PQR und P’Q’R’ lineare Functionen von z,%,2,, so ist unsere 
quadratische Transformation dadurch gegeben, dass sich die 2; ver- 
halten, wie die Unterdeterminanten*) von (PQ R), welches Kegel- 
schnitte sind, die 3 gemeinschaftliche Schnittpunkte haben. Liegen 
diese auf einer Geraden A, so zerfallen die Kegelschnitte in diese 
Gerade und eine andere, so dass man erhilt: 
ox, = (QR) =r,A 
oz, = (PR)=r,A 
ox; = (PQ) =7,4, 
d. h.: 
By’ By 3 By ET, 2 yi Ty. 

Also ist hier die quadratische Transformation iiberfliissig, und die 
directe Projection ersetzt vollstindig die gedachte Abbildung. 

In dieser durch Centralprojection erhaltenen Abbildung werden 
wir nun in jedem besonderen Falle die Raumeurven 3‘ Ordnung zu 
studiren haben, die auf der Fliche liegen. Dieselben kénnen sich 
immer noch als Gerade (wenn sie 2mal durch den Knotenpunkt gehen, 
also ebene Curven sind), als Kegelschnitte (wenn sie einmal durch ihn 
gehen), als Curven 3’ Ordnung (wenn sie nicht durch den Knoten- 
punkt gehen) abbilden und sollen, dem entsprechend, als Curven I, 
Curven II, Curven III bezeichnet werden. 

Die Anzahl der verschiedenen Schaaren ist hier nicht mehr 72, 
man gelangt vielmehr erst zu dieser Zahl wieder, wenn man denselben 
eine gewisse Multiplicitat beilegt. 

Man hat nun in Bezug auf jede dieser 3 Classen von Raumcurven 
3' Ordnung die Abbildung der Flache zu suchen. Fir die erste ist 
sie durch die Centralprojection gegeben; 2 andere Classen von Abbil- 
dungsarten werden wir also durch Anwendung einer quadratischen 
Transformation aufzusuchen haben. In _ besonderen Fiillen kénnen 
die in einer Classe enthaltenen Abbildungsarten Verschiedenheiten 


*) Vergl. Cayley: A memoir on the rational Transformation between two 
Spaces. Extracted from the Proceedings of the London mathem. Society. London 
1870, pag. 155. 
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zeigen und miissen dann einzeln aufgefiihrt werden (§ 6.). In anderen 
Fallen kommen ganze Abbildungsclassen in Wegfall.*) 


g 4. 


Die Fliche 3‘ Ordnung mit einem conischen Knotenpunkte. 
(Schlafli 2.) 


Die Abbildung durch Centralprojection ergiebt in diesem Falle 
6 auf einem Kegelschnitt gelegene Fundamentalpunkte, wobei der 
Kegelschnitt das Bild des Knotenpunktes ist. Analytisch stellt sich 
die Abbildung folgendermassen. Die Gleichung der Fliache, deren 
Knotenpunkt in 2, = x, = 2, = 0 liegt, hat die Gestalt **): 


Wy fy (Xy, Lqy L3) — Pz (Ly, Ly, 3) =O, 
wo f und @ Functionen vom 2" und 3'" Grade sind. Setzen wir 
ox, = 68, ox, = 68, ox, = 68, o=/(E,, &,, §,), so bekommen 
wir die mit der Gleichung der Fliche ‘quivalenten Abbildungsglei- 


chungen: 
ox, = §f (81, &, 3) 
ox, = §f(8,, &, §5) 
ox; = §,f(E,, &, §5) 
ox, = @ (&,, &, §5)- 

Fiir den Kegelschnitt f= 0 verschwinden nur 2,, 2, 7, mit Aus- 
nahme der 6 Punkte f= 0, » = 0, wofiir die Verhiltnisse der simmt- 
lichen a; unbestimmt werden, und also Gerade darstellen. Wir be- 
kommen mithin umgekehrt den Satz: 


Wenn die 6 Fundamentalpunkte auf einem Kegelschnitte liegen, so 
ist der Kegelschnitt das Bild eines Punktes der Oberfliche und zwar 
eines conischen Knotenpunktes. 

Die Geraden, welche sich als Kegelschnitte durch 5 Fundamental- 
punkte abbildeten, fallen mit dem Fundamentalkegelschnitt zusammen, 
oder, wie wir uns ausdriicken wollen, die Geraden des Knotenpunktes 
zithlen zweifach. Die iibrigen 15 Geraden bilden sich als Verbindungs- 
linien der 6 Fundamentalpunkte ab. 

In dieser Abbildung treten die Raumcurven 3' Ordnung, welche 
auf der Flache liegen, folgendermassen auf: 


*) In der beigegebenen Tafel sind die Lagen der in den verschiedenen Ab- 
bildungen der zu betrachtenden Fille auftretenden Fundamentalpunkte dargestellt ; 
die Zahlen der ersten Columne sind die Zahlen, durch welche bei Schlifli die 
abgebildeten Flaichen bezeichnet sind. 


**) Vergl. Clebsch, Borchardt’s Journal Bd. 65, p. 378. 
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Curven I. Die geraden Linien der Ebene. Dieselben 
zahlen zweifach, insofern die Curven 5'*" 
Ordnung mit 6 Doppelpunkten, welche 
in der Abbildung der allgemeinen F’, friiher 
auftraten, indem sich von ihnen 2mal der 
Fundamentalkegelschnitt abgesondert hat, 
ebenfalls in Gerade iibergegangen sind . 2.1 Schaaren 
Curven II. Die Kegelschnitte, welche durch 3 Fun- 
damentalpunkte gehen. Auch diese ziih- 
len zweifach, da mit ihnen die Curven 
4'er Ordnung mit 3 Doppelpunkten, welche 
friiher auftraten, indem sich der Funda- 
mentalkegelschnitt einmal oo zu- 
sammenfallen . . . . . . 2.20Schaaren 


Curven ITI, Curven 3" Ordnung dureh 5 5F scl: 
punkte, wovon einer ein Doppelpunkt ist 30 Schaaren 
2 = 72 Schaaren. 

Es giebt also dreierlei Raumecurven 3'* Ordnung auf der Fliiche, 
daher auch 3 Abbildungsarten. Eine der I. als Projectionscurve zu 
Grunde gelegt, ergeben, wie im vorigen §. gezeigt, eben die Central- 
projection. 

Wendet man auf diese Abbildung eine quadratische Transforma- 
tion an, wobei die Ecken des Fundamentaldreiecks in 3 Fundamental- 
punkte fallen, so gehen die Curven I. in Curven II. iiber und umge- 
kehrt, und wir erhalten also dann die auf die Curven II. beziigliche 
Abbildung. Aus dem die 6 Fundamentalpunkte enthaltenden Kegel- 
schnitte wird dabei eine gerade Linie, welche 3 Fundamentalpunkte 
enthilt. 

Unter Zugrundelegung der Curven II. bildet sich die F’, ab mit 6 
Fundamentalpunkten, von denen 3 auf einer Geraden liegen. Die Ge- 
rade ist das Bild des Knotenpunktes. 

Durch gehérige Wahl des Coordinatendreiecks liisst sich den betr. 
Abbildungsfunctionen die Gestalt geben: 


ox, = A.§, 6, 
Ot, = A.§, &, 
—s"" A. E, E. 


ox, = 7 (8, &, §3), 
wo A die Gerade mit den 3 Fundamentalpunkten bedeutet, sodass die 
ebenen Schnitte in der Gestalt 


F=A(a&,&, + 05, + 8 &) + Ap =0 


enthalten sind. Fiir jeden Punkt A verschwindet x, 2,2, mit Aus- 
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nahme der drei A = (0, gm = 0, welche Gerade darstellen. Die ebenen 
Schnitte, welche durch den Knotenpunkt gehen, sind dargestellt durch 
Kegelschnitte, welche durch die Ecken des Coordinatendreiecks gehen. 
Sie schneiden die A zweimal, mithin ist der durch A dargestellte Punkt 
in der That ein Knotenpunkt. Wir bekommen den Satz: 


Wenn 3 Fundamentalpunkte auf einer Geraden liegen, so ist die 
Gerade das Bild eines Knotenpunktes. 
Die Raumeurven 3'* Ordnung treten dabei folgendermassen auf: 
Curven I. Kegelschnitte, welche durch die 3 nicht 
in einer Geraden liegende Fundamental- 
co eae aero 
Curven IT, 
a) Gerade Linien . ; 
b) Curven 3‘ Ordnung deneh 5 Pendent 
punkte, von denen einer ein Doppelpunkt ist 
ce) Curven 4’ Ordnung mit 3 Doppelpunkten 
d) Kegelschnitte durch 3 Fundamentalpunkte 
Curven ITI. 
a) Kegelschnitte durch 3 Fundamentalpunkte 9 Schaaren 
b) Curven 3' Ordnung mit 5 Fundamental- 
punkten, wovon einer ein Doppelpunkt . 12 Schaaren 
c) Curven 4 Ordnung mit 3 Doppelpunkten 9 Schaaren 


= = 72 Schaaren. 
Was die Geraden der Oberfliiche anbetrifft, so sind: 


tbe 


. 1 Schaaren 


bo 


. 9 Schaaren 
. 1 Schaaren 
. 9 Schaaren 


bo dO 


A. Gerade, welche durch den Knotenpunkt gehen: 
a) Die 3 Fundamentalpunkte auf der Geraden 1, 2,3 2.3 


i Pee ee 
B. Gerade, welche nicht durch den Knotenpunkt gehen: 
a) Die 3 iibrigen Fundamentalpunkte os ie 5, ®) ome 3 


b) Kegelschnitte ee bay 3 
> Gants, Bh, Be, & Re we 
2 = 27. 


Um zu der 3 Abbildung zu gelangen, wiihlen wir als Ecken 
des Fundamentaldreiecks 3 Punkte, von denen 2 auf der Geraden A 
liegen. Dann vertauschen sich bei der quadratischen Transformation 
die Curven Ila) mit Illa) und wir erhalten dann die gewiinschte Ab- 
bildung mit Bezug auf letztere. Man findet: 

Unter Zugrundelegung einer der Curven III. erhdlt die Abbildung 
der Fliche 6 Fundamentalpunkte, von denen 2 unendlich nahe liegen. 

Legen wir eine Ecke des Coordinatendreiecks in die beiden un- 
endlich nahen Punkte §&, =0, & —0, so lautet die Gleichung einer 
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ebenen Curve, welche durch die 4 Fundamentalpunkte geht und &, im 
Punkte &, = 0, &, —0 zur Tangente hat: 


E, 2 (E,, &, &) + & (a8? + bE) = 0. 


Unsere Abbildungsfunctionen werden: 


ox, = £9, + 6,5 
OX, = Ep. + bE,” 
OX, = 5,95 
OL, = EQ, 
Setzen wir &, =0-+ ¢&,’; & —0-+ ¢&,'; & = const., so wird, 
wenn wir nach é entwickeln und zur Grenze tibergehen: 
ox, = &,'y, (0, 0, &5) 
ox, = §,' p, (0, 0, &5) 
Ox; = &,'H; (0, 0, §3) 
ox, = §, , (0, 0, &). 

Von welcher Seite wir uns also auch dem Punkte &, = 0, & =—0 
niihern, stets verhalten sich die 2; wie ganz bestimmte Gréssen, so 
lange &,’ nicht verschwindet. Mit &,’ verschwinden alle x; und wir 
sehen also, dass die Tangente £, — 0, als Verbindungslinie der beiden 
unendlich nahen Punkte eine Gerade der Oberfliche darstellt, wir 
kénnen sagen: 

Der Ort der beiden unendlich nahen Punkte stellt insofern den 
Knotenpunkt dar, als jede Richtung, welche nicht mit der Verbindungs- 
linie der beiden consecutiven Punkte zusammenfallt, einen Durchgang 
durch den Knotenpunkt darstellt.*) 

Die Raumeurven 3'* Ordnung der Oberfliiche treten folgender- 
massen auf, wenn (11) die beiden unendlich nahen Punkte sind. 


Curven I. 
a) Curven 3'* Ordnung mit 6 Fundamental- 
punkten, von denen (11) ein Doppelpunkt 
ist, dessen einer Zweig die Tangentenrich- 


wee kk we wee fe BB ee 


*) Dass der dargestellte Punkt ein Knotenpunkt ist, erhiilt man dadurch, 
dass man untersucht, wie viel Schnittpunkte von 2 ebenen Schnitten, die durch 
jenen Punkt der Oberfliiche gehen, den &, = 0, & = 0 darstellt, in das Bild dieses 
Punktes, die beiden unendlich nahen, hineinfallen. Man findet 2. Es sei fiir der- 
artige Punkte noch weiter bemerkt: wenn 2 Curven in ihnen eine dreipunktige 
Beriihrung haben, so heisst das, die entsprechenden Curven schneiden sich auf 
der Fliche auf der durch den Punkt dargestellten Geraden; haben sie 4 Punkte 
miteinander gemein, so beriihren sich die entsprechenden Curven auf der Ge- 
raden ete. 
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Curven IT. 
a) Kegelschnitte durch 3 Fundamentalpunkte . 2.6 Schaaren 
b) Curven 3’ Ordnung durch 5 Fundamental- 
punkte ete. . . . 2.8 Schaaren 
ce) Curven 4' Ordnung =a 6 Fandemental- 
punkten, von denen 3 Doppelpunkte sind . 2.6 Schaaren 


Curven ITI. 


a) alle Gerade der Ebene . . , 1 Schaar 
b) Kegelschnitte, welche durch 3 Fondemental- 
punkte gehen . . ; 8 Schaaren 


c) Curven 3' Ordnung, wehbe die ‘Richione 
(11) enthalten und durch 3 andere Funda- 
mentalpunkte gehen, von denen sie einen 


zum Doppelpunkte haben . . . 12 Schaaren 
d) Curven 4'* Ordnung mit 6 Fundamental- 
punkten, von denen 3 Doppelpunkte sind . 8 Schaaren. 


Unter letzteren sind 4, welche in den beiden unendlich nahen Funda- 
mentalpunkten 2 sich beriihrende Zweige haben. Diese Singularitiit 
zihit fiir 2 Doppelpunkte, da sie aus 2 consecutiven Doppelpunkten 
entstanden ist. 
e) Curven 5' Ordnung mit 4 Doppelpunkten 
in den Fundamentalpunkten, mit 2 in den 
beiden unendlich nahen Punkten sich beriih- 
ee ee ee 1 Schaar 
2 = 72. 
Was die Geraden der Oberfliche anbetrifft, so sind: 
(rerade A, 
a) Der Punkt (11). 
b) 12, 13, 14, 15. 
c) Der Kegelschnitt, welcher durch 4 Fundamentalpunkte geht 
und durch den Ort der beiden unendlich nahen. 
Gerade B. 
a) 24, 25, 23, 34, 35, ©, il, 
b) Kegelschnitte II, III, IV, V, 
c) Punkte 2, 3, 4, 5. 
Fassen wir zusammen, so haben wir 3 Abbildungsarten unserer 
Fliiche gefunden, welche durch folgende Lage der Fundamentalpunkte 
charakterisirt sind: 





1) Die 6 Punkte liegen auf einem Kegelschnitt; 
2) 3 auf einer Geraden; 
3) 2 unendlich nahe. 
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§ 5. 


Fliche 3‘ Ordnung und 9" Classe mit einem biplanaren 
Knotenpunkte. (Schliafli 3.) 


Kin specieller Fall des vorigen ist der, wo der gewohnliche conische 
Knotenpunkt in einen sogenannten biplanaren Knotenpunkt ausartet. 
Der Kegel des Knotenpunktes /, (x, , 2, 2) aus der Gleichung der Fliiche 


Ly fy (%, Loy Xz) — Pz (%,, Zo, Xz) =O 
zerfallt dann in 2 Ebenen. 


Die Abbildung dieser Oberfliiche kénnen wir leicht aus vorigem 
Falle herleiten. Nehmen wir wieder eine ebene Curve mit wirklichem 
Doppelpunkt zur Projectionseurve, so wird der Knotenpunkt wieder 
wie vorhin abgebildet durch alle Sekanten des Doppelpunktes, welche 
dort die Oberfliiche beriihren. Der Unterschied ist nur der, dass diese 
Tangenten des Knotenpunktes nicht, wie beim gewdhnlichen, einen 
Kegel 2'" Grades bilden, sondern 2 Ebenen, die Tangentialebenen des 
biplanaren Knotenpunktes. Im Uebrigen wird auch hier unsere Ab- 
bildung zur Centralprojection. 


Sie ergiebt 6 Fundamentalpunkte, welche zu je drei auf 2 Geraden 
liegen. Jede Gerade ist das Bild des Knotenpunktes, je nachdem man 
sich demselben auf der einen oder anderen Schale der Fiche niihert. 
Der Schnittpunkt beider Geraden kennzeichnet die Richtung, welche 
im biplanaren Punkte von der Durchschnittslinie der beiden Tangen- 
tialebenen eingenommen ist. Nennen wir die beiden Geraden A und 


B, so erhalten wir als Abbildungsfunctionen : 


ez, = A.B.E, 
er, =A. B.E, r 
oz, = A.B.&, 


Ox, = 9; (&, &, §5)- 

Sowohl fiir A = 0 als auch fiir B= 0 verschwindet x, x, x, so- 
dass jene beiden Linien einen Punkt der Oberfliiche darstellen. Die 
dureh jenen Punkt gelegten ebenen Schnitte bilden sich als Gerade ab; 
sie werden von dem Bilde jenes Punktes 2mal geschnitten, woraus 
folgt, dass sie auf der Oberfliche dort einen Doppelpunkt haben, mithin 
jener Punkt ein Knotenpunkt ist. 

Die Geraden der Flaiche gruppiren sich folgendermassen : 
Geraden A. Die 6 Fundamentalpunkte (1, 2, 3, 4, 5, 6) dreifach zihlend. 
Geraden B. Die 9 Verbindungslinien (14, 15, ...... 36). 


Curven 3" Ordnung giebt es wie im vorigen Falle 3 Arten. 























































Ueber Flichen 3'et Ordnung. 455 


Curven I. Die Geraden der Ebene, sechsfach zihlend 6.1 Schaaren 
Curven II. Kegelschnitte durch 3 Fundamentalpunkte, 

dreifach zihlend . . . . . . . . . 3.18 Schaaren 
Curven III. Curven 3'* Ordnung durch 5 Fundamental- 

punkte, wovon einer ein Doppelpunkt . 1.12 Schaaren 


2 = 72. 

Was die Multiplicitiit der Curven anbetrifit, so lisst sie sich leicht 
aus voriger Abbildung herleiten. Beispielsweise ziihlten die Geraden 
der Ebene in voriger Abbildung zweifach. Jetzt zerfallen auch noch 
2 Schaaren von Kegelschnitten, die dort zweifach zihlten, in Gerade, 
sodass hier die Geraden der Ebene in der That sechsfach zihlen. 

Um die Abbildung zu erhalten mit Bezug auf eine Curve II., 
legen wir einer quadratischen Transformation ein Dreieck zu Grunde, 
dessen Ecken 3 nicht auf einer Geraden gelegene Fundamentalpunkte 
sind. Die eine Gerade, auf welcher nur eine Ecke liegt, bleibt eine 
solche, die andere wird zum Punkte, in dessen Nihe, nur eine Rich- 
tung bestimmend, der dritte auf dieser Geraden befindliche Funda- 
mentalpunkt riickt. Da letztere Gerade (B)-von der ersteren (A) ge- 
schnitten wird, so muss jetzt die neue Gerade A durch die Richtung 
der beiden, B entsprechenden, unendlich nahen Iundamentalpunkte 
gehen*). Wir bekommen folgende Abbildung: 

Eine Gerade A, auf der 2 getrennte (2,3) und 2 zusammenfallende 
Fundamenialpunkte (1) liegen; letetere so, dass ihr Ort von der Ge- 
raden geschnitten wird. Die Gerade A, sowie jede Richtung durch 
den Ort der beiden consecutiven Punkte stellen den Knotenpunkt dar 
(vergl. die Tafel 3, II). 

Ebene Schnitte, die durch den Knotenpunkt gehen, bilden sich ab 
als Kegelschnitte, welche den Ort der beiden unendlich nahen Punkte 
schneiden und durch die beiden Fundamentalpunkte gehen, welche nicht 
auf A liegen. Sie schneiden das Bild des Knotenpunktes 2mal, stellen 
also Curven mit Doppelpunkten dar. 

Ebene Schnitte, die sich dort beriihren, stellen Curven mit Riickkehr- 
punkten dar. 

Was die Geraden der Oberfliiche anbetrifft, so sind: 


Geraden A. (1), 2, 3, 14, 15, 45. 
Geraden B. 4, 5; 24, 25, 34, 35, (11) 
und die Kegelschnitte If. und III. 





*) Dies Alles ergiebt sich auch auf analytischem Wege, wenn man von der 
Gleichung der Oberfliiche ausgehend, die Abbildungsfunctionen aufstellt und dann 
die bewusste quadratische ‘'ransformation anwendet. Der Einfachheit wegen 
glaubten wir uns auf dieses geometrische Raisonnement beschriinken zu diirfen. 
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Bezeichnen wir dann mit (11), dass eine Curve die beiden co nahen 
Punkte enthalt, und bezeichnen wir dadurch, dass wir einen Punkt 
zweimal schreiben, dass eine Curve im entsprechenden Punkte einen 
Doppelpunkt hat, so sind die Raumcurven 3'' Ordnung durch folgende 
Tabelle gegeben, wobei der angehiingte Index den Grad der Curve 
bezeichnen soll: 

















Bild ~ Fundamentalpunkte. ] Schaaren. 
Curven I. C, | mre ess, yeu: wit vagigs 
vs | bid 
Cc, | (11,4 3.2 
c, | (0, 2; 4 | 3.4 
Cc i C, | 2, 4, 5 : 3.8 
ee |) ee! oF 3.4 
C, | (11) (1), 2, 4, 5 3.2 
c; | (), 2, 3, 44, 5 3.2 
C, | (11) (1), 44, 55, 2, 3 3.1 
a | ay. 2 
Cc, | 2,3,4. 2 
C, | (12), 22, 4, 5 2 

Cc ren , ’ 

urven Ill c, | (12), 44, 2,3 2 
Cc, | (11) (10), 44,.2, 3, 5 2 
C, | (A), 22, 44, 55, 3 2 

Zz = 72. 


Wenn wir endlich eine Curve III als Projectionscurve zu Grunde 
legen wollen, so nehmen wir zu Ecken des Transformationsdreieckes 
die Punkte 2, 3, 4. Die Gerade A geht dann in einen Punkt iiber, 
in dessen Niithe auch die beiden co nahen Punkte (11) riicken, welche 
vor der Transformation noch auf A lagen. Wir bekommen demnach 
3 co nahe Punkte als das Bild des biplanaren Knotenpunktes. Diese 
3 oo nahen Punkte sind aber consecutiv, d. h. liegen noch auf einem 
Curvenstiick. Die ebenen Curven 3'* Ordnung, welche in voriger 
Abbildung durch alle Fundamentalpunkte gingen und in (11) eine 
feste Tangente hatten, werden auch hier wieder Curven 3‘ Ordnung, 
jedoch so, dass sie 3 consecutive Punkte (111) gemein haben (vergl. die 
Tafel 3, 111). Man iiberzeugt sich hiervon leicht durch folgende Be- 
trachtung. Die Gleichung einer Curve 3'* Ordnung, welche durch 
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die Ecken des Coordinatendreieckes geht 7, = 0, x, = 0, a, = 0 und 
in einem Punkte von 2, = 0 eine feste Tangente hat, lautet: 


(1) dy%yA +- x, is (4, + AA) + 2,4, (a, + wA) =O. 


Machen wir die Transformation: 


OX; = Ye 

nachdem wir fiir A seinen Werth «,2, + a,” + a2, gesetzt haben, 
so wird: 

O = {6 YoYs + %YYs + %Y Yo} (Yr + Y2 + Ys) + Yo¥s (AYs + HY2)- 
Ordnen wir nach y,y,, so wird: 

O = (4,43 + 342) Yr? + YoYs(@1 My + GY + %3%) 
FH 92? F Ys F Y2s(AYs FH Y2)- 

Wir sehen also, dass die Curven dieser Schaar bis auf Glieder 3" 
Dimension von 4 und w unabhiingig sind. Wir folgern, dass die Curven, 
welche durch quadratische Transformation aus (I) entstehen, sich in 


y, = 0, y, =O dreipunktig beriihren. Durch Aufstellung der Abbil- 
dungsfunctionen gelangen wir leicht zu dem Satze: 


Der biplanare Knotenpunkt ist dargestellt durch drei unendlich nahe 
Punkte, welche consecutiv sind; so zwar, dass jede Richtung, welche den 
Ort der 3 consecutiven Punkte nicht ganz enthilt, ein Durchgehen durch 
den Knotenpunkt auf’ der Oberfliiche abbildet. 

Ebene Schnitte, welche durch den Knotenpunkt gehen, bilden 
sich ab als Curven 3' Ordnung, welche durch alle Fundamentalpunkte 
gehen, und in dem Orte der 3 consecutiven Punkte einen Doppelpunkt 
haben, dessen einer Zweig eine constante Tangente hat. Enthiilt 
letzterer auch noch den 3'" consecutiven Punkt, so besitzt die Curve 
auf der Oberfliche einen Riickkehrpunkt im biplanaren Knotenpunkte, 
wie es uns auch bei voriger Abbildung schon entgegentrat. 

Was die Geraden der Oberfliiche anbetrifft, so sind: 

Geraden A. a) der Punkt (111), 
b) die Geraden 12, 13, 14, und die Tangente des Ortes 
(11), 
e) der Kegelschnitt (11) 2 3 4. 
Geraden B. a) die Punkte 2, 3, 4, 
b) die Geraden 34, 42, 23, 
c) die Kegelschnitte durch (111) 3 4; (111) 4 2; (111) 2 3. 


Die Curven 3' Ordnung werden: 
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Bild. | Fundamentalpunkte, |- Schaaren. 

Curven I. oy | (11) 1, 2, 3, 4 | 6.1 
G, | 1,2,8 | 3.3 

C, (11), 2 | 3.3 

C, (11), 22, 3, 4 | 3.3 
settee |} | (111) 1, 2, 3 ay | 5.8 
C, antes. . .. | 8.8 

Cc, | (113) Qn, 2, 3,4 .. | 3.3 
a CR a Ra rere ck. 1 

renee keke te oy 1 

C, | 2, 3,4 1 

Curven III. 4C, | (111), 22, 3 6 
C, (111), 22, 33, 44. 1 

C, | (111) (111), 2, 3,4. | 1 

C, | (111) (111), 22, 33, 44. . | 1 

== 72 


Sonach haben wir hiermit die Abbildung des biplanaren Knoten- 
punktes erschépft. Es giebt 3 Abbildungen, bei denen beziiglich die 
Fundamentalpunkte folgendermassen liegen : 

1) zu je 3 auf 2 Geraden. 

2) 2 consecutiv, deren Ort von einer Geraden geschnitten wird, 
auf der noch 2 Fundamentalpunkte liegen; die iibrigen irgend 
wie discret. : 


3) 3 Fundamentalyunkte consecutiv und 3 discret. 


§ 6. 


Die Fliche 3’ Ordnung und 8 Classe mit einem biplanaren 
Knotenpunkte. (Schiafli 5.) 


Diese Oberfliiche unterscheidet sich von der vorigen dadurch, dass die 
beiden T'angentialebenen des biplanaren Knotenpunkts die Oberfliiche 
nicht mehr in je 3 Linien schneiden, sondern dass hier 2 derselben in 
die Durehschnittslinie der beiden Tangentialebenen «0, y=O fallen. 


*) Vergl. pag. 453 





Curven III, d. 
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Diese Linie wollen wir mit Herrn Schlifli Axe der Oberfliiche nennen. 
Sie gehért ganz derselben an und die Gleichung der Oberfliche muss 
fiir «= 0 derart verschwinden, dass das iibrigbleibende durch y theil- 
bar wird, also die Gleichung zweier Geraden iibrig bleibt, worin « = 0 
die Oberfliiche ausser der Axe noch schneidet. Wir erhalten also die 
Abbildung durch Centralprojection ganz aus der vorigen, wenn wir 
die beiden Geraden A und B sich so schneiden lassen, dass ein Fun- 
damentalpunkt von jeder Geraden oo nahe in ihren Schnittpunkt riickt; 
dass sich, mit andern Worten, die beiden Geraden in 2 zusammen- 
fallenden Punkten (11) schneiden, wihrend auf der einen noch die 
Fundamentalpunkte 2 und 3, auf der andern 4 und 5 liegen. 


Machen wir die Geraden zu Seiten des Coordinatendreieckes, so 
erhalten wir als Abbildungsgleichungen: 


OX, = 1 Yo 

Oy = YW, Yo" 

OL = WiY2Ys 

ox, = (Y; + Y,) (Ys? — ay,’ — by,*). 


Diese Gleichungen sind mit der Gleichung der Oberfliiche aequivalent, 
und fiir y, = 0 sowohl, als auch fiir y, = 0, verschwinden 2,, 2, Ts, 
was die Coordinaten des Knotenpunktes giebt. Wir kénnen also sagen: 
Jede der Linien y, = 0 und y, = 0 stellt mit Ausnahme der Fundamen- 
talpunkte den biplanaren Knotenpunkt dar. 


Die ebenen Schnitte, welche nicht durch den Knotenpunkt gehen, 
bilden sieh ab als Curven 3' Ordnung, welche durch alle Funda- 
mentalpunkte gehen und in y, =O y,—0 eine feste Tangente y,+-y,=0 
haben. 

Der Punkt y, = 0, y, = 0 als solcher stellt die Axe dar. Setzen 
wir aber y,=Ay,, so verschwinden fiir AO nur 2,, x, %, d. h. néihern 
wir uns dem Punkte y, = 0, y. =0 in irgend einer Richtung, welche 
von der der Tangente verschieden ist, so bedeutet das auf der Oberfliche 
einen Durchgang durch den biplanaren Knotenpunkt. 


Setzen wir aber 4 = — 1, d. h. nahern wir uns dem Punkte auf 
der Tangente, so wird x, = 0, x, + x, 0; d. h. die Tangente stellt 
eine Gerade der Oberfliche dar, welche nicht durch den Knotenpunkt 
geht, aber die Axe schneidet. 

Geraden A sind die Axe (11) sechsfach zihlend und die Punkte 2, 3, 
4, 5, vierfach zahlend. 


Geraden B 24, 25, 34, 35. 


Die Raumcurven 3 Ordnung treten folgendermassen auf: 
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Bild. tt ‘Fandamentalpunkte. | Schaaren. 
Curven I. C, pe a I at mee cerning ree 10 | 24.1 
C, 2, 3, 4 3.4 
Curven IT. C, (11), 2 4.4 
C, (1) 2, 4 4.4 
Ourven TIT. OC, | (11) 22,4,5 ..... | 1.4 
 S=—72. 


Was die Multiplicitiit der Curven anbetrifft, so ergiebt sie sich aus voriger 
Abbildung in bekannter Weise. Eine besondere Bemérkung indessen 
verdienen die Curven II. 

Diese theilen sich niimlich in 3 gegen die Oberfliiche sich ver- 
schieden verhaltende Schaaren, indem sich auch Curven III. pag. 455 
in Curven II. und gerade Linien gespalten haben. Je nachdem wir 
also eine aus diesen Curven II. zu Grunde legen, werden wir 3 Modi- 
ficationen der 2'" Abbildung bekommen. Da jedoch die Behandlung 
der 3 auf dieselbe Methode herauskommt, so werden wir uns auf eine 
beschriinken, und die iibrigen historisch anfiihren. 

Wir wihlen demnach zu Ecken eines Transformationsdreiecks die 
Punkte 2, 3, 4. Die Seite 23 geht dann durch quadratische Trans- 
formation in einen Punkt iiber, in dessen Nahe auch noch der auf 
ihr liegende Punkt (11) riickt. Die Gerade’ 45 geht wieder in eine 
Gerade iiber, worauf ein Fundamentalpunkt liegt. Die Gerade 45 
wurde aber von 23 in den beiden zusammenfallenden Punkten (11) 
geschnitten, wird also in dieser Abbildung zur Tangente an den Ort 
der 3 zusammenfallenden Punkte. Wir bekommen demnach folgendes 
Arrangement der Fundamentalpunkte. 3 Fundamentalpunkte werden 
consecutiv und 2 von ihnen bestimmen eine Tangente, worauf’ noch 
1 Fundamentalpunkt liegt; die iibrigen liegen irgendwie discret (vergl. 
die Tafel). Unsere Behauptung lautet: 

Die feste Tangente sowohl als auch der Ort der 3 consecutiven 
Punkte ist das Bild des biplanaren Knotenpunktes. 

Denn formen wir die Abbildungsfunctionen 8. 459 auf das jetzt 
gewihlte Coordinatendreieck um, so wird: 


OX, = 117 (Yo + Ys) 

OX, = Y; (Yo + Ys)” 

QL, = Y; (Yo + Y3) (Yi + Ys) 

OL, = (Yi + Y2 + Ys) AMYs + HM Y2Is)- 
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Machen wir jetzt die quadratische Umformung: 


OYi = F&, 


oa, = (& + &) &§; 

9x, = (&; + &,) (683 + 6,82) 

ox; = (5 + &) (68 + £182) 

Oar, = (wE, + 28.) (683 + 8; + £62). 
Wir sehen sofort, dass die ebenen Schnitte eine feste Tangente &,-+ &,—=0 
haben, die ausserdem noch den Punkt § + & = 0, & + of = 0 
enthalt; ebenso ist ersichtlich, dass diese Curven in §& = 0, & = 0 
eine dreipunktige Beriihrung haben. 

Die feste Tangente &, +- §, = 0 ist das Bild des biplanaren Knoten- 
puuktes. Setzen wir §& — 4&,, so verschwinden fiir &, = 0 oder &, = 0 
nur 2, La, %,. Ein Schneiden des Ortes der 3 consecutiven Punkte 
bildet also cin Durchgehen durch den Knotenpunkt ab. Wenn eine Curve 
den Ort ganz enthiilt, wie z. B. die ebenen Schnitte, so bedeutet das 
nur ein Schneiden der Linie, welche der Punkt &, = 0 & =O als 
solcher darstellt. Und zwar ist dieser Punkt das Bild der Axe. Es 
sind dargestellt: 

‘Geraden A, Durch (111) als Bild der Axe; durch 13, 14, 34 und Punkt 2. 
Geraden B. Punkte 3 und 4; 
Linien 23, 24 und den Kegelschnitt, welcher durch (111) 
und durch die Punkte 3 und 4 bestimmt ist. 

Der Kiirze halber wollen wir die Raumcurven iibergehen, da sie 
sich leicht durch Transformation aus den vorigen ergebén. 

Wir haben noch anzufiihren, welche Abbildung herauskommt, wenn 
wir die beiden andern Schaaren aus den Curven II. als Projections- 
curven zu Grunde legen. Der einen entspricht als Transformations- 
dreieck das Dreieck (1), 2, 4, der andern das zusammenfallende Dreieck 
(11), 2. 

Im ersten Falle erhalten wir als Abbildung der Fliiche: 

Zweimal riicken zwei Punkte einander oo nahe; auf der Verbin- 
bungslinie ihrer Oerter liegt noch ein weiterer Fundamentalpunkt, wihrend 
ein leteter irgendwo discret davon liegt. Die Gerade, wie auch der Ort 
der consecutiven Punkte stellen in bekannter Weise den Knotenpunkt 
dar (vergl. die Tafel 5, II,.). 

Im andern Falle bekommen wir als Abbildung: 


so wird: 





3 consecutive Punkte, deren Orte von einer Geraden geschnitten werden, 
auf der noch 2 Fundamentalpunkte liegen, wiihrend 1 weiterer irgendwo 
getrennt davon liegt. Die Gerade, wie auch der Ort der consecutiven 
Punkte ist das Bild des Knotenpunktes (vergl. die Tafel 5, I..). 
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Es eriibrigt uns jetzt noch eine der Curven III. als Projections- 
curve zu Grunde zu legen, die also nicht durch den biplanaren Knoten- 
punkt geht. Der einzige Kegelschnitt, welcher durch 3 Fundamental- 
punkte méglich ist, ohne durch den Knotenpunkt zu gehen, ist der, 
welcher den Ort der 3 consecutiven Punkte enthilt (S. 459). Wir wihlen 
also diese, welche ein zusammenfallendes Dreieck bilden , als Transforma- 
tionsdreieck. In kanonischer Form heissen die quadratischen Trans- 
formationsformeln in Bezug auf solche 3 consecutive Punkte: 


ox, = y,” 
OL, = YY2 
OX; = Y.” — YY"), 


wobei also Geraden Kegelschnitte entsprechen, die sich dreipunktig 
beriihren. Durch diese Transformation gehen aber die 3 consecutiven 
Punkte wieder in 3 consecutive Punkte iiber**); da aber auf der Ge- 
raden x, noch ein Fundamentalpunkt lag, so riickt dieser nach der Trans- 
formation noch zu den ersten 3 consecutiven Punkten, so dass wir 
hier 4 consecutive Punkte bekommen. Analytisch ergiebt sich dieses, 
wenn wir die Abbildungsfunctionen (8. 459) auf das vorliegende Coor- 
dinatendreieck umformen. Wir kommen leicht zu dem Satze: Jede 
Curve, welche von dem Orte der 4 consecutiven Punkte weniger als 4 
Punkte enthilt, stellt auf der Oberfliche eine Curve dar, welche durch 
den Knotenpunkt geht. 

Bezeichnen wir den Ort der 4 consecutiven Punkte mit (1111), die 
beiden iibrigen Fundamentalpunkte mit 2, 3, so sind: 


Geraden A. Der Punkt (1111) und die Verbindungslinien 12, 13; ferner 
die Tangente an den Ort (11); und der Kegelschnitt, der 
durch 3 der consecutiven Punkte und durch die Punkte 
2 und 3 gehi. 

Geraden B. Die Fundamentalpunkte 2 und 3; 
ihre Verbindungslinie 23 und die beiden Kegelschnitte, 
welche durch alle 4 consecutiven Punkte und einen der 
beiden Fundamentalpunkte 2 und 3 gehen. 

Fassen wir die Abbildungen dieser Oberfliche noch einmal zu- 
sammen, so bekommen wir: 

I. 2 Gerade, auf denen je 2 Fundamentalpunkte liegen, schneiden 
sich in dem Orte zweier co nahen Fundamentalpunkte. 


*) Vergl. Cayley, Rational Transformation between two Spaces (Extracted 
from the Proceedings of the London Mathem, Society). London 1870. 
**) ibid. 
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II. a) 3 Fundamentalpunkte sind consecutiv und auf ihrer Tan- 
gente liegen noch 2 Fundamentalpunkte; 2 andere liegen 
irgendwo getrennt. ; 

b) Zweimal 2 consecutive Fundamentalpunkte liegen auf einer 
Geraden, die noch einen dritten Fundamentalpunkt isolirt 
enthdlt; ein anderer liegt irgendwo getrennt. 

c) 3 Fundamentalpunkte sind consecutiv und werden von einer 
Geraden geschnitten, auf der noch 2 einzelne Fundamental- 
punkte liegen; eine andere liegt isolirt davon. 

III. 4 consecutive Fundamentalpunkte und 2 irgendwo getrennt 

liegend. 
§ 7. 


Die Fliche 3‘ Ordnung und 7‘ Classe mit einem biplanaren 
Knotenpunkte. (Schlafli 7.) — 


Ist der biplanare Knotenpunkt so beschaffen, dass die z-Ebene die 
Oberfliiche lings der Axe ,beriihrt, so schneidet diese Tangentialebene 
des Knotenpunktes die Oberfliche nur noch in einer Geraden. Es riickt 
von den beiden Geraden des einen Mantels des biplanaren Knotens 
eine in die Axe, wihrend die beiden Geraden des andern Mantels, 
welche von “der y-Ebene ausgeschnitten werden, bleiben. Die Ober- 
fliche hat ausserdem nur noch 2 cinfache Linien, die nicht durch den 
Knotenpunkt gehen. Wir erhalten die Abbildung dieses Knotenpunktes 
aus voriger, wenu wir noch einen Fundamentalpunkt auf einer der 
beiden Geraden, welche den biplanaren Knoten darstellen, oo nahe an 
ihren Durchschnitt riicken lassen. Die Centralprojection ergiebt eben 
im Durchschnitt der beiden Geraden 3 consecutive Punkte; und zwar 
liegen 2 von ihnen auf der einen Geraden, die ausserdem noch einen 
einzelnen Fundamentalpunkt enthdlt; auf der andern Geraden liegen 
noch 2 getrennte Fundamentalpunkte. (In der Tafel 7, 1.) 

Als Abbildungsgleichungen bekommen wir, wenn die beiden Ge- 
raden x, = 0, 2 =O sind: 

OY, =H? x, 
OY. = &, 2," 
OYs = XXX 
OY, = 1,2," + 2,24, — x,°, 
woraus durch Elimination von @ und w die Gleichung der Fiche: 
, WYoYs + WYs + Y27 Ys — > = 
resultirt. 

Es verschwindet y,y,y, sowohl fir 2, = 0, als fiir z,—0, so 
dass wir in den beiden Geraden das Bild des biplanaren Knotenpunktes* 
bekommen. Setzen wir ferner x, = A2,, so verschwindet fiir 7, = 0 
oder x, =O nur y,¥,¥,, woraus folgt, dass eine Richtung durch den 
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Ort der 3 zusammenfallenden Punkte einen Durchgang durch den bi- 
planaren Knoten abbildet. 

Die Gleichung des Bildes eines ebenen Schnittes, der nicht durch 
den Knotenpunkt geht, ist gegeben in der Form: 
(1) O=an2a, + Bx,x,? + 7x, %2, 4+ 8 {2,252 + 22a, — 2,3, 
d. i. eine dreifach oo Schaar von Curven 3'" Ordnung, welche x, = 0 in 
x, = 0, x, = 0 zur Tangente haben, und sich dort dreipunktig beriihren. 
Um Letzteres zu beweisen, kénnen wir von folgendem Gedanken aus- 
gehen. Ist m, —0 eine Curve n'* Ordnung, welche im Punkte p = 0, 
q =0 p zur Tangente hat, ist ferner g;, 0 eine Curve, welche sich 
nur in den Coefficienten von m, = 0 unterscheidet, so ist p, — go, = 0 
eine Curve, welche gm, = 0 im Punkte p= 0, ¢ = 0 dreipunktig be- 
riihrt, wenn: Pn — Pu=P-7- Wa—z ist. 
Denn p=O hat mit m, 2 Punkte gemein und g einen, mithin ist 
P.— @, eine Curve, die mit m, in p=—O, g=—O0 3 Punkte gemein 
hat. Hier ist: , 

y= arr, + Ba,r. + yr,2,2, +06 {x, x3" + x,* 2, — x}, 
ziehen wir von ihr gm mit den Coefficienten a’, Bp’, etc. ab, so bleibt: 

Pp — P= 21%, {ax, + bx, + cx,} =p =0 

eine Curve, welche mit g =O 3 Punkte in 2, = 0, 2, == 0 gemein 
hat, woraus folgt, dass p = gm’ + yw eine dreifach oo Schaar von Curven 
ist, welche im Punkte z, —0 x, =O sich dreipunktig beriihren. 

Bezeichnen wir die 3 consecutiven Punkte mit (111), die iibrigen 
mit 2, 3, 4, so sind: 
Geraden A. Der Punkt (111) als Bild der Axe und die Punkte 2, 3, 4. 
Geraden B. Die Linien 23 und 34. 

Was die Raumcurven 3' Ordnung anbetrifft, so sind sie in fol- 
gender Tabelle enthalten, worin der vorgesetzte Factor in der letzten 
Colonne die Multiplicitit anzeigt. 





Bild. | Fundamentalpunkte. | Schaaren. 





Curven I. C, ek me” he eS ee | 31.1 
| | 


Curven II. a) C, 2, 3, 4 oe ate + 
. C, SS ee ee 
, YS eae wes 
* Se eee | s 
°) 16, Re Be. 
: d) GC, | (tl) 


Curven III. eee | 1.2 
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Wie wir sehen, treten bei den Curven II. 4 Arten auf, die ein 
verschiedenes Verhalten gegen die Fliiche zeigen. Je nachdem wir 
eine dieser als Projectionscurve nehmen, werden wir auch 4 ver- 
schiedene Abbildungen Il. bekommen, Wihlen wir zuniichst die erste 
Art, zu der das Dreieck 2, 3, 4 als Transformationsdreieck gehdrt. 
Auf dieses als Coordinatendreieck bezogen lautet die Gleichung eines 
ebenen Schunittes: 


0 = a(x, — #3)* x, + B(x, — a3) 22? + y (2? — 25”) a, 
+ 9 {(a, — %3) [2x, "3 + 12%] + %,?x,}. 
Machen wir nun die Substitution: 
; OX: = YY» 

so wird: 

0 = a(y, — Ys) Yo +BY — Ys) Ws + Y (HW? — Is”) Hr 

+ 9 {(Y, — Ys) ¥2 [242 + %) — Ys" } 

d. i. aber die Gleichung einer dreifach oo Schaar von Curven 3' Ord- 
nung, welche y, — y, = 0 zur Wendetangente haben -und in y, = 0, 
y, = 0 sich vierpunktig beriihren. Denn es ist: 


Pp — P= (¥; — Ys) [AM — Ys) Yo + OY Ys + O(N + Ys) Yo] =O 
‘eine Curve, welche mit g 4 Punkte in y, = 0, y, = 0 gemein hat. 

Wir haben also jetzt den biplanaren Knotenpunkt dargestellt 
durch 4 consecutive Punkte, von denen 3 auf einer Geraden liegen, 
welche mit dem Orte der 4 consecutiven Punkte das Bild des biplanaren 
Knotenpunktes ist. (In der Tafel 7, II,.) 

Unsere Abbildungsgleichungen werden niimlich: 

92, = (Y, — Ys)” Yo 

OX = (Y1 — Ys) Ns 

OX, = (Y,)” — Ys”) Yo ; 

02, = (Yi — Ys) 2Y2 +) 2 — WM» 
welche sofort ergeben, dass die Wendetangente y, — y, = 9 das Bild 
des biplanaren Knotenpunktes ist, und dass jede Richtung y, = Ay, 
eine Richtung durch denselben darstellt. 

Was die iibrigen Arten der Abbildung I. anbetrifft, so wollen 
wir eine derselben zur Behandlung herausnehmen, und zwar, da wir 
schon eine Transformation mit Bezug auf ein Dreieck von 3 consecu- 
tiven Punkten gemacht haben, diejenige, bei der 1 Dreieck mit 2 zu- 
sammenfallenden Ecken auftritt, d. i. die Curve If,. mit dem Trans- 
formationsdreieck (11), 3. Nennen wir die Seite, auf der die beiden 
co nahen Ecken (11) liegen, x,, die Seite 34 x,, und eine Linie, welche 
x, und «, schneidet, x, so lautet die Gleichung eines ebenen Schnittes, 
auf das Dreieck x, 2,7, bezogen: 
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p = x,t, + Px, x? + yx, 2,4, + 9 {x,2.? + 2, 2;? + x23) =O. 

Lassen wir dann einer Geraden den Kegelschnitt: 

ay, + by, Y2 + cyYs =O 

entsprechen, d. h. machen wir die Substitution: 

ex, = ¥," 

OL, = YsYo 

‘ OL; = 9, Ys"), 
so geht  iiber in: 
© = ay? + BY Ye + PNI2Ys +9 {HYs? + IPs + Yr? ¥s} =, 

d. i. aber die Gleichung einer dreifach oo Schaar von Curven, welche sich 
(wovon man sich auf dieselbe Weise wie vorhin iiberzeugt) im Punkte 
y¥, = 0, yg = 0 dreipunktig beriihren und dort eine feste Tangente 
y, = 0 haben. Ausserdem ist noch y, = 0 Tangente im Punkte y, = 0, 
y, = 0, und auf y, = 0 liegt noch 1 einfacher Fundamentalpunkt 
Y2 = 9, yy + Ys = 9. 

Wir bekommen demnach folgendes Arrangement der Fundamental- 
punkte. Zunidchst bestimmen 2 von 3 consecutiven Punkten eine Rich- 
tung y, = 0. Ausserdem haben wir noch 2 co nahe Punkte, welche 
eine Tangente y, = 0 bestimmen. Auf der Verbindungslinie dieser beiden 
singuléren Oerter y, liegt noch 1 einfacher Fundamentalpunkt. (lu der 
Tafel 7, 11.) 

Unsere Abbildungsfunctionen werden: 

ox, = y,° 

OL, = Yo" 

OL = WY2Ys 

QL, = WYs’ + Wi? Ys + Yr" Ys - 
Wie wir daraus sehen, ist die Gerade y,—=0 das Bild des Knotenpunktes. 
Ferner ist der Ort der 3 consecutiven Punkte das Bild des biplanaren 
Knotenpunktes; und zwar in derselben Weise, wie wir derartige Oerter 
schon mehrfach discutirt haben. Erst fiir y, = Ay,? verschwinden mit 
y, = 0 alle x, so dass die 3 consecutiven Punkte als solche eine Ge- 
rade der Oberflaiche darstellen. 

Ganz auf demselben Wege gelangen wir auch zu den andern beiden 
Arten der Abbildung Il. Legen wir die Curve (1), 2, 4, zu Grunde, 
so erhalten wir 3 consecutive Punkte, deren Tangente den Ort zweier 
andern zusammenfallenden Punkte trifft; ein anderer Fundamental- 
punkt liegt einzeln. Bild des Knotenpunktes ist die Gerade und der 
Ort der 3 consecutiven Punkte. (In der Tafel 7, IT,.) 


*) Vergl, Cayley a. a. O. pag. 154. 
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Legen wir schliesslich die Curve (111) zu Grunde, so erhalten wir 
4 consecutive Punkte, deren Ort von der Verbindungslinie sweier anderen 
Fundamentalpunkte getroffen wird. Der Ort der 4 consecutiven Punkte 
wie auch die Gerade ist das Bild des biplanaren Knotenpunktes. (In 
der Tafel 7, Ifa.) 

Es eriibrigt uns jetzt noch eine der Curven III als Projections- 
curve zu Grunde zu legen. Wir haben zu dem Ende eine der Abbil- 
dungen II aufzufiihren, in der sich die Curven III als Kegelschnitte 
abbilden, die durch 3 Fundamentalpunkte gehen. Am _ einfachsten 
macht sich das bet der Abbildung, wo wir eine Curve (1), 2, 4, zu 
Grunde legten. Dann ist eine Curve 3'* Ordnung, die nicht durch den 
Knotenpunkt geht, abgebildet durch einen Kegelschnitt, der den Ort 
- der 3 consecutiven Punkte ganz enthilt. Machen wir dieses zusammen- 
fallende Dreieck zum Fundamentaldreieck einer quadratischen Trans- 
formation, so reproduciren sich bekanntermassen die 3 consecutiven 
Punkte. Da aber auf der einen Seite des Dreiecks (der Tangente des 
Ortes) noch 2 zusammenfallende Punkte liegen, so riicken dieselben 
nach der Transformation auch noch an den Ort der 3 consecutiven 
Punkte. Wir bekommen mithin in Bezug auf eine der Curven III als 
Abbildung der Fliche 5 consecutive und einen einzelnen Fundamental- 
-punkt. Der Ort der 5 consecutiven Punkte ist das Bild des biplanaren 
Knotenpunktes. (In der Tafel 7, III.) 

Bezeichnen wir die 5 consecutiven Punkte mit (11111), so sind 
die Geraden der Oberfliche: 


Geraden A. Der Punkt (11111), die Verbindungslinie (1) 2, die Tan- 
- gente des Ortes (11), und der Kegelschnitt (1111), 2. 
Geraden B. Der Punkt 2, und der Kegelschnitt (11111). 


Was die Raumcurven anbetrifft, deren Aufstellung wir iibergehen, 
so wollen wir nur darauf hinweisen, dass sich die Bilder der Curven I 
aus erster Abbildung hier mit den Bildern der Curven III vertauscht 
haben, wie es sein muss. 

Fassen wir die Abbildung dieser Fliiche noch einmal zusammen, 
so erhalten wir: 

1. Zwei Gerade schneiden sich in dem Orte dreier consecutiven 
Punkte, die eine ist Tangente des Ortes und enthiilt noch einen Fun- 
damentalpunkt, die andere noch 2 Fundamentalpunkte. 

II. a) 4 consecutive Punkte, von denen 3 auf einer Gerdden liegen, 

und 2 einzelne Fundamentalpunkte. 
b) 3 consecutive Punkte und 2 zusammenfallende Punkte sind 
durch die Tangente des Ortes der 3 consecutiven Punkte ver- 
bunden; 1 einzelner F'undamentalpunkt. 
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c) 2 zusammenfallende Punkte sind mit 3 consecutiven Punkten 
durch eine Gerade verbunden, auf der noch 1 einzelner 
Fundamentalpunkt liegt. ; 

d) 4 consecutive Punkte werden von der Verbindungslinie zweier 
einzelner F'undamentalpunkte geschnitten. 

Ill. 5 consecutive Punkte und 1 einzelner Fundamentalpunkt. 


§ 8. 


Die Fliche 3' Ordnung und 6' Classe mit einem biplanaren 
Knotenpunkte. (Schliafli 11.) 


Diese Oberfliiche entsteht aus der vorigen, wenn die eine Tangen- 
tialebene des Knotenpunktes die Oberfliche lings der Axe osculirt. Die 
andere Tangentialebene schneidet die Oberfliche ausser in der Axe 
noch in 2 Linien. Die Centralprojection ergiebt 2 in 4 consecutiven 
Punkten (1111) sich schneidende Gerade; 3 der consecutiven Punkte 
liegen auf der einen Geraden; die andere Gerade enthiilt noch 2 ge- 
trennte Fundamentalpunkte 2 und 3. (In der Tafel 11, 1.) 

Nennen wir die eine Gerade 2,, die andere x,, so werden die 
Abbildungsfunctionen : 

OY; = %'x, 

OY. = XX," 

OYs = %, %_% 

OY, = 1,2, — x,° + @,°. 
Wir sehen, dass sowohl x, = 0 als auch x, = 0 den biplanaren Knoten- 
punkt darstellen. Das Bild der Axe, die fiir 15 einfache Gerade der 
Oberfliche zihlt, ist der Punkt (1111). 

Ebene Schnitte, welche nicht durch den Knotenpunkt gehen, sind 
abgebildet durch die dreifach oo Curvenschaar 3' Ordnung: 


p = ax,'x, + Ba, x,’ + 2X, 42%, + 0 {x,2,? — 2° 4 4,5} =0, 


die alle eine gemeinschaftliche Wendetangente 2, = haben und sich 
im Punkte 2,0 x, =O vierpunktig beriihren. Denn ziehen wir 


eine Curve g’ = ab, so bleibt: 
Y = 2 (axa + ba,? + €2,%;) =0, 
welche mit m im Punkte a, =O x, =O 4 Punkte gemein hat. 
Was die Geraden der Oberfliche anbetrifft, so sind: 
Geraden A. Der Punkt (1111) als Bild der Axe fiinfzehnfach zihlend ; 
die Punkte 2 und 3 je fiir 6 einfache Gerade ziihlend. 
Geraden B giebt es auf dieser Oberflaiche nicht. 


Die Raumeurven 3' Ordnung gruppiren sich folgendermassen : 
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~ Bild. F undamentalpunkte, — Schaaren, 


Curven I. a RR ay RP Beret Bec 40.1 





Curven II. C, AME 28d in wilde 15.2 


Curven III. OC, ee MS ay 9,8 eos 1.2 
Bes 12. 

Wollen wir eine der Curven II zu Grunde legen, so lassen wir einer 
Geraden einen Kegelschnitt entsprechen, der den Ort der 4 consecu- 
tiven Punkte beriihrt und durch einen Fundamentalpunkt, etwa 2 geht; 
d. h. wir transformiren quadratisch in Bezug auf das zusammenfallende 
Dreieck «, = 0, x, =0, 2, =0. Wir wiihlen x, so, dass sie durch 
einen Fundamentalpunkt auf x,, etwa durch 3 geht. Die Gleichung 
der ebenen Curvenschaar mit Bezug auf letzteres Dreieck x, 7,2, lautet: 

@H;? Ly + Ba, xy? + yx, xx, + 8 {4 %5 (4, — #) + ,*} = 0. 
Hierauf haben wir die Transformation anzuwenden: 

Qu, = y," 
Ly = WY2 

, OX; = W435 
wodurch die Gleichung iibergeht in: 

p = ay. + BY, YW? + YY; 424; +9 {¥5(Yy.” — Ys) + W743} = 9. 
Diese Gleichung stellt eine dreifach co Schaar von Curven dar, welche 
in y, = 0, y, = 0 und in y, = 0, y, = 0 eine dreipunktige Beriihrung 
haben. Zuniichst nimlich sehen wir, dass gm im Punkte y, = 0, y, = 0 
die Gerade y, = 0, so wie im Punkte y, =0, y, = 0 die Gerade y, = 0 
zur ‘l'angente hat. g — g’ ist aber eine Curve von der Form: 

¥ = y2(ay2’ + O99, + 6% 95) = 9, 
welche sowohl im Punkte y, = 0 y, =0 als auch im Punkte y, = 0, 
y, = 0 eine dreipunktige Beriihrung mit hat. 
Unsere Abbildung ergiebt also zweimal 3 consecutive Punkte, deren 
eine Tangentenrichtung den Ort der andern schneidet. (In der Tafel 11, I.) 
Die wate ra 
“= y,° 
Ox, = YY 
0X3 = Yi Y2Ys 
QL, = Y342 — Ws? + WP Yr 
ergeben, dass y, =-0 das Bild des Knotenpunktes ist, und dass jede 
Richtung durch die Ocrter der consecutiven Punkte einen Durchgang 
durch den Knotenpunkt darstellt. 
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Es sind ferner: 


Geraden A. Die Punkte (111) und (222); das Bild der Axe ist die 
Tangente (11). 

Um eine Abbildung in Bezug auf eine der Curven III zu erhalten, 
nehmen wir als Transformationsdreieck das zusammenfallende Dreieck 
der 3 consecutiven Punkte (222); d. h. wir lassen Geraden Kegel- 
schnitte entsprechen , die sich dort dreipunktig beriihren. Daher machen 
wir die Substitution : 

OY, = 2," 
OYs = 222 
OY, = 23" — 22,. 
Die Abbildungsgleichungen werden dann: 
Qx, = 2," 
QL, = (2, — 2,2.) 2, 
QL; = (23” — 2,2.) 2s 
QL, = 252,” + 2,2,’ — 2,72. 
Die allgemeine Gleichung eines ebenen Schnittes lautet: 
(I) Q= a2,3+ B(2,’— 2, 29) 2+ (25? — 2; 29) 23+ {25297 2, 25’ —2,72. }, 


Das ist aber die Gleichung einer dreifach oo Schaar von Curven, welche 
sich im Punkte z, 0, z, =O sechspunktig beriihren. Denn durch 
Subtraction von Q erhalten wir: 


© = a2,° + B (25? — 2, 2) & + ¥ (%3” — 2%) 2; = 0 
= Q’+4- 2” (bz, + cz.) = 0. 
Wenn man bedenkt, dass der Kegelschnitt Q”—= 0 5 Punkte mit Q = 0 
im Punkte z, = 0, z, = 0, gemein hat, wie man sieht, wenn man 
2, = 1 und 2,’ = z, setat, so ist klar, dass ® eine Curve ist, die mit 
Q=0 im Punkte z, = 0, 2, = 0 6 Punkte gemein hat. 

Jede Richtung 2, = 42, durch den Ort der 6 consecutiven Punkte 
stellt einen Durchgang durch den biplanaren Knotenpunkt dar. 
Geraden A. Bild der Axe ist die Gerade z, = 0; sie verbindet als 

Tangente an den Ort der 6 consecutiven Punkte 2 Fun- 
damentalpunkte; solcher fallen hier 15 zusammen, woraus 
wir sehen, dass die Axe fiir 15 einfache Linien zihlt. Die 
andern beiden Geraden sind die 6 consecutiven Punkte als 
solche und der Kegelschnitt, der durch 5 der consecutiven 
Punkte geht. 

Wollen wir die Abbildungen dieser Fliche noch einmal zusammen- 
fassen, so treten die Fundamentalpunkte folgendermassen auf: 

I. 3 von 4 consecutiven Punkten liegen auf einer Geraden; auf 
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einer andern, die durch den Ort der consecutiven Punkte geht, liegen 
noch 2 getrennte Fundamentalpunkte. 

II. Zweimal 3 consecutive Punkte; ihre Oerter sind durch eine Ge- 
rade verbunden , die zugleich Tangente eines Ortes ist. 
III. 6 consecutive Punkte. 


§ 9. 


Die Fliche 3‘ Ordnung und 6 Classe mit einem uniplanaren 
Knotenpunkte. (Schlafli 12.) 


| 
Die Centralprojection ergiebt in diesem Falle eine Doppelgerade, | 
auf der dreimal 2 co nahe Punkte liegen. (In der Tafel 12, 1.) Die 
Projection ist gegeben durch: 
| 
| 


OL, = 1 (Y + 2 + Ys)? 
9X, = Yo (Ys + Y2 + Ys)” 
0X3 = Y3 (Y. + Yo + Ys)? 
OL, = W293» 
wie sie aus der Flachengleichung: 
‘ , (% + % + 43)? & + 4, 4,4, = 0 
resultirt. 
Die ebenen Schnitte bilden sich ab als Curven 3' Ordnung von 
der Form. 


O = (YH Yr + Ys)? (HY + HH. + % Ys) + MA Y2Y3 = 9; 

die Bilder sind also Curven, die eine Gerade A = y, + y, + y, =0 

in 3 festen Punkten schneiden und dort bestimmte Tangentenrichtungen 

y, = 90, y. =0, y, = 0 haben. 

Wie sich aus den Abbildungsgleichungen ergiebt, ist die Gerade 

A, welche aus 2 zusammenfallenden besteht, das Bild des uniplanaren 

Knotenpunktes. 

Geraden A. Die dreimal 2 co nahen Punkte auf A, welche die festen | 
Tangentenrichtungen der ebenen Schnitte bestimmen, sind | 
Bilder der Geraden des Knotenpunktes und zahlen fiir je 8 
einfache Gerade. 

Geraden B. Ebenso ergiebt sich, dass die 3 Tangenten y, =0 y, =0 
y, = 0 einfache Gerade der Oberflaiche darstellen, namlich 
die Geraden: 

“,=0, 2£,2,%,=—0. 
Setzen wir y; = 4A, so ergiebt sich, dass fiir beliebige Werthe von 

4 die 3 Punktepaare den Knotenpunkt darstellen , wiihrend sie fiir 4 = 0, 


d. h. wenn wir uns ihnen auf der Tangente nihern, Gerade abbilden. 
31 
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Curven I. Die Geraden der Ebene . ...... 18.1 
Curven IT. C, (11), (2) ‘ 9.6 
Curven LIT giebt es nicht auf disor Ober fliiche. sia Pa 

ian 72. 


Die einzige neue Abbildung, welche wir bekommen, woah also, 
wenn wir eine der Curven II als Projectionscurve wihlen; d. h. wenn 
wir ein zusammenfallendes Dreieck (11), (2) einer quadratischen Trans- 
formation zu Grunde legen. Wir haben demnach die Substitution zu 
machen : 

OY, = 2,” 

oA = 2,2, 

C9: == 4, 2. 
Die ebenen Curven gehen dann iiber in: 

O = x, (ax,? + bu, x, + €%,2,) + day (a,? + 2,2, + 4,25), 

d. i. die Gleichung einer dreifach co Schaar von Curven, die sich im Punkte 
“, = 0, 2, = 0 vierpunktig beriihren und dort «, = 0 zur festen Tan- 
gente haben, welche ausserdem in noch einem Fundamentalpunkt ge- 
schnitten wird. (In der Tafel 12, Ll.) Die Abbildungsfunctionen : 

OY, = 4,2," 

OY, = X,? x, 

OY; = 2," x, 

OY, = 2,2,? + 2, 2,7 + 21,2, 2, 
ergeben sofort, dass der uniplanare Knotenpunkt dargestellt ist durch 
die Gerade x, und die 4 consecutiven Punkte in dem Sinne, wie wir 
derartige Ocerter schon mehrfach besprochen haben. 
Geraden A. Der Punkt (1111) und 2 und Verbindungslinie (1) 3. 
Geraden B. Punkt 3. Linie 23 und der Kegelschnitt durch (1111) und 3. 

Wir haben hiermit die Abbildungen dieser Fliche erschépft. Sie 
sind durch folgende Configurationen charakterisirt: 

I. 2 zusammenfallende Gerade, worauf 3 Paare co naher Punkte 
liegen. 

Il. Eine Gerade, worauf 1 einfacher und 2 von 4 consccutiven 
Fundamentalpunkten liegen. 

§ 10. 


Die Fliche 3 Ordnung und 5' Classe mit einem uniplanaren 
Knotenpunkte. (Schlifli 15.) 


Diese Fliiche entsteht aus der vorigen, wenn 2 der Geraden des 
Knotenpunktes zusammenfallen. Wir bekommen auf der Geraden A 
4 zusammenfallende Fundamentalpunkte und ausserdem noch 2 zu- 
sammenfallende. (In der Tafel 15, I.) 
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Die Centralprojection: 


ey, = «,° 
OY, = 2%," x, 
OY; = 2? 2 


OY, = 2.22, + 2,247 

zeigt, dass das Bild des Knotenpunkte die Gerade A = x, ==0 ist. Ferner 
zeigt die Gleichung eines allgemeinen ebenen Schnittes: 

ax, + Bx,?x, + yx,?x, + 9 (a,?2, + 2, 2,7) = 0, 
dass die 4 zusammenfallenden Fundamentalpunkte consecutiv sind, dass 
aber 2 von thnen noch auf A liegen und durch den Ort derselben der 
Knotenpunkt dargestellt wird. 
Geraden A. Punkt (1111) und (22). 
Geraden B. Linie 22. 


Carwes T.. Gomme Gee Mbame. . .....5.-. - ©. 
Curvn IT. (C, durch (2) und (1) ......2... «38.1 
ae a ee 


Curven III  giebt es nicht 





D=72. 


.Wie wir sehen, giebt es 2 Arten von Abbildungen II. 


Legen wir zuniichst das zusammenfallende Dreieck (22), (1) einer 


quadratischen Transformation zu Grunde und nennen die Linie (22) x, 
die Gerade A x, und eine dritte durch (1111) z,, so geht die Glei- 
chung der ebenen Schnitte, nachdem sie auf letzteres Coordinatendreieck 
umgeformt ist, durch die auf der vorigen Seite benutzte Transformation : 


" OL, = Yq", OL, = YjYo, OL, = Ws 


tiber in: 

17 Y2 + BY:?Ys 1H YILY2? + 9 (Ys?% + Yo") = 0. 
Wir sehen, dass sich die Curven im Punkte y, = 0 y, = 0 fiinfpunktig 
beriihren, jedoch so, dass sie dort eine feste Wendetangente y, = 0 


haben , auf der also 3 der 5 consecutiven Punkte-liegen. (In der Tafel 
15, Ia.) 
Die Abbildungsgleichungen: 


OL, = Wy Yo 
QL, = YW," Ys 
OX; = YY" 


OL, = Ys" My 1H Yo’ 
ergeben, dass sowohl die Gerade y, =O als auch der Ort der 5 con- 
secutiven Punkte im bekannten Sinne den Knotenpunkt abbilden. 


Geraden A. Punkt (11111) und Linie (1) 2. 
Geraden B. Punkt 2. 
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Ganz auf dieselbe Weise erhailt man, wenn man das Dreieck (111) 
der quadratischen Transformation zu Grunde legt: 

5 consecutive Punkte, von denen 2 eine Tangente bestimmen, auf 
der noch ein sechster Fundamentalpunkt getrennt liegt, sodass die Gerade 
und der Ort der 5 consecutiven Punkte den Knotenpunkt darstellen. 
(In der Tafel 15, Il.) 

Geraden A. Punkt (11111) und 2. 
Geraden B. Der Kegelschnitt durch, (11111). 

Wir bekommen demnach folgende Abbildungen der Fiche: 

I. Eine Gerade, worauf 4 consecutive und 2 zusammenfallende Fun- 
damentalpunkte liegen. 

II. a) 5 consecutive Punkte, von denen 3 auf einer Geraden liegen, 

und | einzelner Fundamentalpunkt. 
b) 5 consecutive Punkte, von denen 2 auf einer Geraden liegen, 
die ausserdem noch einen einzelnen Fundamentalpunkt enthiilt. 


§ 11. 


Die Fliche 3 Ordnung und 4‘ Classe mit einem uniplanaren 
Knotenpunkte. (Schlafli 20.) 


Diese Fliche entsteht aus der vorigen, wenn die Tangentialebene 
des uniplanaren Knotenpunktes zur Wendeberiihrungsebene wird. In 
der Abbildung riicken alle 3 Punktepaare zusammen und werden zu 
6 consecutiven, von denen aber noch 3 auf einer Geraden liegen, so 
dass sie eine feste Wendetangente fiir die allgemeinen ebenen Schnitte 
bestimmen. (In der Tafel 20, I.) 


Die Abbildungsfunctionen: 
oy, = 2,° 
OY, = XX, 
OY; = 2? x, 
OY, = 2° + 2,2,” 
zeigen, dass der Knotenpunkt dargestellt ist durch die Wendetangente 
der ebenen Schnitte : 
ax, + Bx? x, + yx,?x, + 9 (x,' + x, 2,7) = 0, 
die in der That im Punkte x, = 0, x, = 0 sich sechspunktig beriihren. 
Ferner geht aus ihnen hervor, dass jede Richtung, welche mit dem 


Orte der 6 consecutiven Punkte weniger als 6 gemein hat, eine Richtung 
durch den Knotenpunkt darstellt. 


Geraden A. Der Punkt (111111). 
Curven I. Gerade der Ebene 
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Es giebt auf der Oberfliche keine eigentlichen Rauwmcurven 3' Ord- 
nung. Die Abbildung der Fliche nach unsern Principien beschrainkt 
sich also auf die eine: 

6 consecutive Punkte, von denen 3 auf einer Geraden liegen. 


Im Vorstehenden haben wir die wesentlichsten Flaichen 3' Ord- 
nung behandelt; die Abbildung der iibrigen Fille, welche Combina- 
tionen der vorliegenden sind, bieten keine besonderen Schwierigkeiten. 


Gottingen, im Juli 1871. 











Ueber das ebene Fiinfeck. 


Von A. Ciesscu in G6rTINGEN. 


Wenn man in einem einfach geschlossenen Fiinfeck ohne ein- 
springende Winkel die Diagonalen zieht, so bilden diese wieder ein 
solehes, welches ganz innerhalb des ersten liegt. Geht man von diesem 
zweiten Fiinfeck ebenso zu einem dritten, vierten etc. iiber, so nihert 
man sich schliesslich einem Punkte, mit welchem alle Ecken des nach 
unendlich vielfacher Wiederholung der Construction entstehenden Fiinf- 
ecks zusammenfallen. 

Dasselbe gilt auch noch von einem Fiinfeck, welches aus einem 
der gegebenen Art durch Projection entsteht. Dabei bleibt die Gestalt 
entweder eine von demselben Charakter; oder, es wird eine oder zwei 
Ecken durch die unendlich ferne Gerade von den iibrigen geschieden. 
Ersetzt man dann die unendlich grossen Seiten durch ihre endlichen 
Ergiinzungen, so erhilt man 2 Formen, welche im Folgenden unter 
dem Begriff des einfach geschlossenen Fiinfecks ohne einspringende 
Winkel eingeschlossen sein sollen. -Die Gestalten derselben sind folgende: 


—— aT A 
\ 
\ 
\ 
> 
/ / \ 
/ \ 
/ % 
/ \ = as 
/ “a —_ 2 ~ 
f \ 
t X\ \ ™S\ 
\\ 


Fiir diese fahrt der .erwahnte Process fort, Fiinfecke zu liefern, 
deren Ecken gegen einen bestimmten Punkt gleichzeitig convergiren. 
Wenn irgendwie 5 Punkte gegeben sind, von denen nicht 3 in 
einer Geraden liegen, so ist immer eines dieser Fiinfecke zwischen 
ihnen méglich, und also ein derartiger Punkt gegeben. 
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Es entsteht die Frage nach der Bedeutung dieses Punktes. Ich 
werde zeigen, dass er ein Fundamentalpunkt einer bestimmten bei dem 
gegebenen Fiinfeck auftretenden Collineation ist, und somit der einen 
Wurzel einer cubischen Gleichung entspricht. Die genannte Con- 
struction liefert daher ein geometrisches Niherungsverfahren fiir die 
Lésung einer solchen cubischeri Gleichung. Der Weg der Unter- 
suchung fiihrt zu einigen Siitzen iiber das Fiinfeck, welche nicht ohne 
Interesse scheinen. 


. 3. 
Eine beim Fiinfeck auftretende Collineation. 


Denken wir uns 5 Punkte a, b, ¢, d, e in der Ebene durch Ge- 
rade der Reihe nach verbunden. Die entstehende Figur nenne ich das 
erste Fiinfeck. Die Diagonalen desselben, der entsprechenden Reihen- 
folge gemiiss geordnet, bilden das zweite Fiinfeck a, B, y, 0, &; wobei 
die Bezeichnung so gewihlt wird, dass « dem a, B dem b ete. gegen- 
iiberliegt. 

Das zweite Fiinfeck ist dem ersten projectivisch. 

Um dieses einzusehen, braucht 
man nur die Strahlbiischel zu _be- 
trachten, von denen einer aus a / \ 
nach b, c, d, e, der andere von i 
« nach Bp, y, 0, € geht. Diese ¢© of 
liegen perspectivisch , und zwar so, 
dass das Doppelverhiiltniss der B 
Strahlen~ \ 


>s 


rf 
| 
-_ 
WY 
~ 


ay 


tL a ; Wy, 
ab, ac, ad, ae Y 


in dieser Anordnung dem der \J 


Strahlen : d 
ae, a0, ay, ap 
gleich wird. Aber das Doppelverhiiltniss der letztern bleibt bekannt- 
lich ungeiindert, wenn man statt dieser Anordnung die Reihenfolge: 
ap, ay, ad, ae 
festsetzt. Daher sind die Biischel aus a@ und @ auch projectivisch, 
wenn man die mit entsprechenden Buchstaben bezeichneten Strahlen 
einander entsprechen lisst. 

Ebendies gilt von den Strahlbiischeln aus b, 6 u. s. w. Betrachtet 
man also eine Collineation, bei welcher die Punktepaare aa, LB, cy, 
dé einander zugeordnet sind, so ist auch e dem Punkte ¢ zugeordnet, 
d. h. die Fiinfecke selbst sind collineare Figuren, wie der obige Satz 
aussagt. 
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Mit Hiilfe derselben Construction, welche von dem ersten Fiinfeck 
zum zweiten fiihrte, gelangt man nun vom zweiten zu einem dritten, 
vom dritten zu einem vierten u. s.w. Aber wenn man aus 2 colli- 
nearen Figuren vermége einer und derselben Construction neue bildet, 
so sind diese wieder collinear. In der obigen Collineation ist also das 
dritte Fiinfeck dem zweiten, das vierte dem dritten etc. ebenso collinear, 
wie das zweite dem ersten. Diese Reihe von Fiinfecken bildet also 
eine solche Reihe von Gebilden, wie sie von Herrn Gordan und mir*), 
spiter aus andern Gesichtspunkten von Herrn Klein und Lie**) be- 
trachtet worden sind; Reihen, in denen jedes folgende Gebilde als dem 
zweiten System angehérig dem vorhergehenden entspricht, wenn man 
dieses als dem ersten System angehdrig betrachtet. 

Wenn das Fiinfeck die im Eingange betrachtete Gestalt hat, so 
nihert sich die Operation einer endlichen Grenze, einem Punkte; und 
wenn man » unendlich gross nimmt, so fallen die Ecken sowohl des 
ne" als des (nm + 1)'" Fiinfecks mit diesem Punkte zusammen. Dieser 
Punkt entspricht also sich selbst; er ist eine Ecke fiir das Fundamental- 
dreieck der Collineation. 

Ich werde jetzt dies Dreieck und die analytische Form der colli- 
nearen Beziehung aufsuchen; zuniichst aber werde ich eine Methode 
entwickeln, mit deren Hilfe das Fiinfeck behandelt werden kann. 


§ 2. 
Methode zur Behandlung des Fiinfseits. 


Betrachten wir zunichst ein Fiinfseit. Die Seiten desselben seien: 
A=0, B=0, C=0,-D=0, E=0. 

Zwischen den 5 linearen Ausdriicken A, B, C, D, E bestehen 2 lineare 
Relationen; und indem man diese passend schreibt, auch die A, B, 
C, D, E mit passend gewihlten Multiplicatoren versieht, kann man 
diesen Relationen die Form geben: 
, A+ B+ C+ D+ E=0 
(1) aA+pB+yC+0D+eE=0. 
Und zwar kann man diese Formen der Identititen noch auf unendlich 


viele Arten hervorrufen. Denn setzt man an Stelle der obigen Glei- 
chungen die Combinationen: 


(u+va)A+ (u+ vp) B+---=0 
(e+oa)A+(o+o68)B+---=0. 


*) Annalen Bd. I, p. 388. 
**) Annalen Bd. IV, p. 50. 
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so erhilt man aus diesen wieder die Form: 


A+ B+ C+ D+ EF=0 
A+ pB+yC+4+ 0D + ¢F’=0, 
wenn man unter A’, B’... die von A, B... nur um constante Fac- 
toren unterschiedenen Ausdriicke: 
A’ = (9+ 6a) A 
B = (9 + 6a) B 
unter a’, 6’... aber die Ausdriicke: 


of — ote 
(2) ° u+ ea 
B baa e+ 68 
u+ vB 
versteht. 


Wenn man das Fiinfseit projectivisch umformt, so erhalten nur 
die in den linearen Functionen A, B... enthaltenen Verinderlichen 
andere Bedeutungen; die Identitiiten bleiben ungeindert. 

Umgekehrt sind aber auch immer 2 Fiinfseite, bei denen die Zahlen 
a, B, y, 0, € dieselben Werthe haben, projectivisch. Denn bezeichnet 
man die Seiten des zweiten Fiinfseits alsdann durch: 


A=0, B=0, f=0, A=0, E=0, 
und schreibt man die Ausdriicke A, B... mit andern Verinderlichen 
als A, B,..., 30 sind die Gleichungen: 
- A=A, B=B, f=(C, 
Formeln fiir eine lineare Transformation, aus welchen wegen der 
gleichen Form der Identitiiten sofort auch: 
A=D, E=E 
folgt. Es gehen also durch dieselbe lineare Transformation die Seiten 
des einen Fiinfseits der Reihe nach in die des andern tiber. 

Die projectivischen Eigenschaften eines Fiinfseits hiingen also nur 
von den Gréssen a, B, y, 6, € ab. Aber auch diese sind noch durch 
die Ausdriicke (2) ersetzbar, welche mittelst einer linearen Transfor- 
mation mit jenen zusammenhingen. A 

Solange wir also nur das Fiinfseit als solches betrachten, bei 
welchem eine Reihenfolge der 5 Seiten nicht festgesetzt wird, kénnen 
wir den Satz aussprechen: 

Die projectivischen Eigenschaften eines Fiinfseits héingen nur 
von den absoluten Invarianten der Gleichung 5° Grades ab, 
deren Wurzeln die Grissen a, B, y, 0, & sind. 

Diese Gleichung ist nicht verschieden von derjenigen, welche nach der 
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p. 285 folg. dieses Bandes der Annalen von mir entwickelten Anschauung 
durch dieses Fiinfseit interpretirt wird. Denn bezeichnen wir die Wurzeln 
jener Gleichung durch a, B, y, 0, ¢, durch m(z) den Ausdruck: 
p(z) = 2—a.2—BP.2—y.2—0.2-—8#, 
also durch mg =O die fragliche Gleichung selbst, so kénnen wir den 
Gleichungen der Seiten des Fiinfseits die Form geben: 
it nee Ly + Wa, + a as 

x @ («) 
Ba Uthat Ra, 

9 (8) . 





Yeo 


Ks wird daher nach bekanuten Sitzen der Partialbruchzerlegung : 


A+ B+ C+ D+ E=0 
eA + BB+ 7C+0D+eE=0, 


so dass a, 8... gerade die oben benutzten Coefficienten sind. 


§ 3. 
Das Fiinfeck. 


Gehen wir nun vom Fiinfseit zu einem Fiinfeck im gewéhnlichen 
Sinne iiber, so haben wir nur eine bestimmte Reihenfolge der Seiten 
festzustellen, so dass nur die Durchschnitte aufeinander folgender als 
Ecken betrachtet werden sollen. Sei dieses die Anordnung A, B, C, 
D, E. Man kann diese Anordnung auch dadurech bestimmen, dass 
man den symmetrischen Functionen bez. Invarianten von g = (0 irgend 
eine cyclische Function, etwa das Differenzenprodukt: 

p=a—p.p—y.y—d.0—e.&&—a 
adjungirt, in dessen Zusammensetzung die gedachte Reihenfolge aus- 
gedriickt ist. Dieses Differenzenprodukt wird zu dem vollstindigen 


Differenzenprodukt aller Wurzeln ergiinzt durch das analog gebildete: 


q=a—y.y—e.e—fP.B—d.d—«a. 
Das Fiinfeck A, C, E, B, D, zu welchem dieses letztere gehért, hat 
dieselben Seiten wie das erste, aber keine Ecke mit ihm gemein, und 
ist dadurch bestimmt*). 

Man kann nun die niachstliegenden Besonderheiten leicht angeben, 
welche ein Fiinfeck annehmen kann. Zuniichst kann es ein symmetrisches 
sein; worunter zugleich ein solches mit inbegriffen sein mag, 

*) Die Beziehung zwischen diesem Fiinfeck und dem gegebenen ist derjenigen 


in gewissem Sinne entgegengesetzt, in welcher sich das erste und zweite Fiinf- 
eck des § 1. befinden. 
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welches durch Projection ein symmetrisches werden kann. In diesem 
Falle existirt eine lineare Transformation (Umlegen um die Symmetrie- 
axe), bei welcher eine Seite in sich selbst tibergeht, die anderen sich 
paarweise vertauschen. Mag also dabei A in aA, B in eF, C in dD, 
D in cC, E in bB iibergehen; indem wir diese Ausdriicke A, cE, 
dD, cC, bB als die neuen linearen Functionen einfiihren, und sie 
etwa durch A’, E’, D’, C’, B’ bezeichnen, erhalten die urspriinglichen 
Identitiiten die Form: 
A+B4+C4+ D4 £F=0 
aA’+ ¢B’+ d0'+ yD’'+ pE'=0, 
und dieses Fiinfeck muss dem ersten projectivisch sein, wenn wir 
A’, B’, C’, D’, E’ der Reihe nach den A, B, C, D, E entsprechen 
lassen. Daher miissen die Gréssen 
a, é, é, Y> B 
durch lineare Transformation aus 
a, B, y, 0, & 
entstehen. Reprisentiren wir aber «, B, y, 0, ¢ durch Punkte einer 
Geraden, so heisst dies, a ist Doppelpunkt einer Involution, welche 
B, ¢ und y, 0 zu Paaren hat. Aber dies wieder fiihrt auf das Ver- 
schwinden der Invariante 18' Grades R von g, und man hat den Satz: 
Fiir ein Fiinfeck, welches in ein symmetrisches projicirbar 
ist, verschwindet die Invariante R. 

Man kann @ = 0 setzen und hat dann «= — 8, 0O=—y. Die 
Ditferenzenprodukte p, g, von deren Werthen spiter Gebrauch ge- 
macht werden wird, erhalten dann die Ausdriicke: 

p=2RyB—y7)?, gq=—26y°(6+7)’. 

Soll das Fiinfeck ein regelmiissiges sein, oder in ein solches pro- 
jicirbar, so muss eine lineare Transformation (Drehung) existiren, 
durch welche jede Seite in die folgende iibergeht. Es verwandeln sich 
also A in DB, B in ¢C ete., E in aA. Bezeichnen wir aA, DB ete. 
also wieder durch A’, B’..., so haben wir aus den friiheren Iden- 
titiiten jetzt: 

A+ B’+C+ D+ E=0 
éA 4+ aB+ C+ 7D+ bF’=0. 

Soll also das Fiinfeck A’, B’, C’, D’, E’ dem Fiinfeck A, B, C, 
D, E projectivisch entsprechen, so miissen die Gréssen 

é, a, B, y, 9 
aus den Groéssen 

a, B, y, 9, & 
der Reihe nach durch lineare Transformation hervorgehen, d. h. die 
Punkte @, B, y, 0, € miissen cyclisch projectivisch sein. 
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Die Gleichung » = 0 wird also fiir das symmetrische 

Fiinfeck eine reine Gleichung 5'" Grades, oder thre Covariante 

j verschwindet. 

Ist also @ eine imaginire 5° Wurzel der Einheit, so kann man 
fiir das regelmissige Fiinfeck 
axl, P=o@, y=ao’, d=, «=a 

setzen. Die Differenzenprodukte p, g erhalten dann numerische Werthe, 
von denen spiter Gebrauch gemacht werden wird; es wird niamlich: 


p=(l—o), g=(1—@’)’, 5 = (+e), 
und also, wenn 





oft eta ath | P+ tan 1-8 
ist, wird: 
q_ —11—5V5 | 
a 2 


Fiir das einfach geschlossene regelmiissige Fiinfeck und dessen 
Projectionen muss man bei /5 das hier gewahlte Zeichen nehmen; 
dies lehrt unter anderm folgende Betrachtung. . 

Stellen wir in rechtwinkligen Coordinaten die Ecken eines Fiinf- 


seits durch die Coordinaten 2,, y,;; %2, Y23 ---, die Seiten mit einer 
leicht verstindlichen Abkiirzung durch 
A=a. (#12) L Ly Dy | 
B= b. (#23) (cik)=|y Yi UR 
C=c.(«34) 2 ae 








dar, wo a, b, c.. noch zu bestimmende Constanten sind. Diese sind 
so zu wihlen und weitere Gréssen a, B, y, 0, € so zu bestimmen, dass 


A+B+C+D+£E=0 
aA+ pB+y7C+0D+c«E=0. 
Setzen wir in diesen Gleichungen fiir xz, y etwa x,, y,, so ergiebt sich: 
b. (123) ++ ¢.(134)+ d.(145)=—0 
Bb . (123) + ye. (134) + dd. (145) = 0, 
und man hat also, wenn g, eine unbestimmte Grosse ist: 
Q, (123) = ed (y — 0) 
9, (134) = db(d — B) 
@, (145) = be (6 — 7). 
Man erhialt aus diesen Gleichungen andere, indem man sowohl 
die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 als die Buchstaben a, B, y, 0, ¢ cyclisch ver- 
tauscht. Alsdann aber ergiebt sich sofort: 


| = (145) (251) (312) (423) (534) 
P (484) (245) (352) (412) (523) 
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Ist nun das Fiinfeck ein einfach geschlossenes und hat es keine 
einspringenden Winkel, oder ist es eine Projection eines solchen (vergl. 
Kinleitung), so haben alle hier auftretenden Determinanten, als pro- 
portional mit den Flaicheninhalten gewisser, aus den Ecken gebildeter 
Dreiecke entweder, indem deren Ecken in demselben Sinne aufeinander 
folgen, alle gleiches Vorzeichen, oder es ist doch eine gerade Anzahl 
derselben negativ. Der ganze Ausdruck ist also wesentlich negativ 
und man hat den Satz: 

Bei Fiinfecken, welche einfach geschlossen sind und keine 
einspringenden Winkel enthalten oder Projectionen solcher Fiinf- 


ecke, ist - negativ. 
Wenden wir dies auf das regelmissige Fiinfeck an, so ergiebt 
sich sofort die oben gewahlte Bestimmung: des Vorzeichens von / 5. 


§ 4. 
Die Collineation und ihr Fundamentaldreieck. 


Nachdem ich die zur Behandlung des Fiinfecks anzuwendende 
Methode entwickelt habe, kehre ich nun zu der Aufgabe zuriick, die 
beim Fiinfeck stattfindende Collineation (§ 1.) darzustellen. Bezeich- 
nen wir die Seiten des zweiten Fiinfecks durch 

A=0, B=9O... 
Die Seiten sind dadurch gegeben, dass A’ durch die Schnittpunkte von 
B mit C und von D mit E, B’ durch die Schnittpunkte von C mit 
D und von E mit A geht u. s. w. Wegen der Identititen kann man 
also die Ausdriicke A’, B’... durch A, B... in folgender doppelter 
Weise darstellen: 


A=B.p—a+C.y—a=—D.a—ds+EH.a—se 


B=C.y—64+D.6—B=E.B—e+A.f—a 
1) @W=D.d0—y+tHE.e—y=A.y—ea+B.y—-8 
D=E.:—d+A.a—d=B.6—64+C.0—y 
F’=A.a—e+B.B—¢&=C.e&—yt+ D.te —O. 


Da nun A’, BY, C’, D’, E’ ein w A, B, C, D, E projectivisches 
Fiinfeck bilden, so muss man solche Factoren a, b, c, d, e bestimmen 
kénnen, dass wieder identisch: 
(2) aA+ bB+ cC’+ dD+ eckH’'=0 

aaA’+ pBbB+ ycC'+ ddD'+ eck’=0. 
Setzt man etwa, um a, b, c, d, e zu finden, in den Gleichungen (1) 
zwei der A, B... gleich Null und fihrt die daraus entstehenden 
Werthe der A’, B’... in (2) ein, so erhalt man die Verhiltnisse der 
a,b .. durch die a, 6 .. ausgedriickt, und zwar ist: 
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—~S—a.d—p? “~e—B.e—y’ 
Die Gleichungen der Collineation aber werden dann durch irgend 
3 unter den folgenden 5 Gleichungen ausgedriickt (§ 2.): 


6A=aA 
oB=bB 
(4) 6C =cC’ 
oD=dD 
oE=eL, 


wobei nur links andere Verinderliche als rechts zu schreiben sind und 
in welchen 6 einen unbestimmten Factor bedeutet. 

Die Fundamentalpunkte der Coilineation ergeben sich, wenn man 
die Veranderlichen rechts und links in der Gleichung (4) als dieselben 
betrachtet. Eliminirt man dann dieselben aus irgend dreien der Glei- 
chungen (4), so erhalt man die cubische Gleichung in 6, von welcher 
die Fundamentalpunkte der Collineation abhingen. Je nach der Wahl 
solcher 3 Gleichungen enthialt die resultirende Determinante als iiber- 
fliissige Factoren einige der Differenzen « — B ete. Mit Uebergehung 
derselben findet man leicht die cubische Gleichung in der Form: 


(5) qo?(6 —1)—p(o+1)=0, 
wo p, q die in § 3. so bezeichneten Differenzenprodukte bedeuten. 
Eine Wurzel dieser Gleichung ist es also, auf welche die im Ein- 
gange erwahnte Construction sich bezieht, sobald das Fiinfeck ein ein- 
fach geschlossenes ist und seine einspringenden Winkel enthilt, oder 
in ein solches projicirbar ist. 
Die Gleichung (5) ist im Allgemeinen irreducibel. Sie wird aber 
reducibel, wenn das Fiinfeck im Sinne des § 3. cin symmetrisches ist. 
Dann hat man: 





fc. 

p B(B— yy)? 
die cubische Gleichung: 

ce~-8 .,.. 

o+1 y (B+ 7)? 

hat also die rationale Wurzel: 
we hk. & 
oe ean 


Es entspricht dies dem Umstande, dass der eine Fundamental- 
punkt hier nothwenig auf der Symmetrieaxe liegt. 
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§ 5. 
Die cubische Gleichung der Collineation. 


Schreibt man die cubische Gleichung in der Form: 
ae®’+3be*+3co+d=0, 


so ist: 


a=3q, b=—q, c=—p, d=—d3p. 
Daher ist die Discriminante der Gleichung: 


=— %Apq{e+ Up —p'}. 
Diese verschwindet und 2 Ecken des Fundamentaldreiecks erschei- 
nen unendlich nahe geriickt: 


1. Wenn pq =O, also wenn 2 der Gréssen a, B, y, 3, € ein- 
ander gleich werden. In solchem Falle kann man aus den beiden 
Identitiiten eine Combination bilden, welche nur drei der Ausdriicke 
A, B, C, D, E enthilt.. Dies tritt also nur (und immer) ein, wenn 
3 Seiten des Fiinfecks durch einen Punkt gehen. Fiir den Fall des 
einfach geschlossenen Fiinfecks ohne einspringende Winkel und Pro- 
jectionen von solchen kann dies nicht eintreten. 

2. Wenn g*+ llpq—p'=0, = At RES Dies tritt 
nach § 3. z. B. beini regelmiissigen Fiinfeck ein, und es entspricht 
insbesondere das untere Zeichen dem einfach geschlossenen regel- 
missigen Fiinfeck. In diesem Falle ist es auch leicht, die Wurzeln 
der cubischen Gleichung numerisch anzugeben. Es wird nimlich die 
Doppelwurzel : 

; eB 
die einfache: 

Die allgemeine Untersuchung der Fiinfecke, welche der Gleichung 
gq + 1l pq — p? = 0 geniigen, werde ich im folgenden §. geben. 
Ich werde hier zuniichst zeigen, wie man in dem Falle, wo die convergente 
geometrische Construction ausfiihrbar ist, angeben kann, welcher Wurzel 
der cubischen Gleichung der unendliche Prozess entspricht. 


Die cubische Gleichung 


(1) qo (6 —1)—p(o +1) =0 

hat bekanntlich 3 reelle Wurzeln, wenn die Discriminante positiv ist, 
nur eine, wenn sie einen negativen Werth hat. Im letzten Falle ist 
keine weitere Untersuchung néthig; der convergente Prozess entspricht 
der einzigen reellen Wurzel. Wenn dagegen A positiv ist, so handelt 
es sich darum, zu bestimmen, welche Wurzel man durch die Con- 
struction erhiilt. 
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Nun ist inimer 2 negativ, sobald der geometrische Prozess iiber- 


haupt ein Resultat liefert (§ 3). Damit also A positiv sei, muss 
q + llpq — p* > O sein, oder 


($+ 479) (54.8597) m0 


Von den beiden Factoren links ist der zweite negativ; daher muss 
der erste ebenfalls negativ sein, oder 


i> Rp SF? . 


Bezeichnen wir nun fay linke Seite der Gleichung (1), dividirt 
durch p, mit g (6), so haben wir: 


(2) gy (— 1) —=—2 . , also positiv, 
yg (0)—=—1, also negativ, 
Die cubische Gleichung hat also eine Wurzel zwischen 6 = 0 und 
o=-— 1. Beim regelmiissigen Fiinfeck fallt dies Intervall in die un- 


gleiche Wurzel 2—)/5. Kann man also zeigen, dass die anderen 
Wurzeln der Gleichung (1) stets ausserhalb dieses Intervalls liegen, 
so folgt darans durch blosse Betrachtung der Stetigkeit, dass die Con- 
struction, welche im Falle des regelmiassigen Fiinfecks auf die Wurzel 
2—/)/5 fiihrt, in den anderen Fallen von 3 reellen Wurzeln auf die 
in dem Intervall 0, — 1 liegende Wurzel fiihren muss. Nun hat aber 
die cubische Gleichung 2 Zeichenaechsel und nur eine Zeichenfolge. 
Daher muss sie 2 positive Wurzeln haben Und zwar ist eine der- 
selben gleich Null nur, wenn p = 0, 


Denken wir uns also —4 von dem Werthe 


1+ V5 
2 


ausgehend 


und gegen + oo sich bewegend, so bleiben die Intervalle der positiven 
Wurzeln und der einen negativen stets getrennt; und erst bei dem 


Grenzwerthe = — oo tritt fiir 6 =O eine Beriihrung der Inter- 


valle ein. Und so haben wir den Satz: 


Der convergente geometrische Prozess entspricht, wenn die 
cubische Gleichung 3 reelle Wurzeln hat, derjenigen, welche 
allein zwischen 0 und — 1 legt. 


In demselben Intervalle liegt tibrigens auch fiir den Fall zweier 
imaginiirer Wurzeln die reelle Wurzel der Gleichung, so lange eben 


nur =< 0 ist; was denn in allen Fallen eintritt, in welchen wir 


von der Anwendbarkeit des geometrischen Prozesses gesprochen haben. 








é 
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§ 6. 
Eine besondere Classe von Fiinfecken. 


Den aus der Gleichung g*? + 11 qp — p? = 0 folgenden Werthen 
von . entsprechen 2 Classen von Fiinfecken, bei welchen 2 Ecken* 


des Fundamentaldreiecks der Collineation einander unendlich nahe 
liegen. Nur die eine dieser Classen kann einfach geschlossene Fiinf- 
ecke ohne einspringende Winkel oder deren Projectionen enthalten; 
in dieser Classe treten die regelmissigen auf. 

Denken wir uns, um diese Fiinfecke zu charakterisiren, 4 Ecken 
eines Fiinfecks gegeben, sowie die 3 Seiten, welche sie verbinden. 


© ss 4 -—- 5 s: 
Damit das Fiinfeck dann der Bedingung = 03 Fe geniige, 


muss die Spitze desselben eine von 2 gewissen Curven beschreiben, 


je nachdem das obere oder untere Zeichen von /5 gewahlt wird. 
Man erhalt diese Curven, wenn man in der am Ende von § 3. ge- 
brauchten Bezeichnung die Ecken 1, 2, 3, 4 als gegeben betrachtet, 
5 dagegen durch das Zeichen x ersetzt. Die Gleichungen dieser Cur- 
ven sind also: 


(a 14) (w 12) (@ 34) (134) (412) 1 FSV 5 | 
(a 24) (w 13) (a 23) ~~ (812) (423) 2 

Sie sind von der 3" Ordnung und gehen durch die Punkte 1, 2, 
3, 4 so, dass sie in 1 die Diagonale 13, in 2 die Seite'12, in 3 die 
Seite 34, in 4 die Diagonale 24 beriihren. Sie sind hierdurch bis auf 
einen linearen Parameter bestimmt. Sind insbesondere die 4 Punkte 
und ihre Folge so gewihlt, dass ein 5' Punkt hinzugefiigt werden 
kann, welcher mit ihnen ein einfach geschlossenes Fiinfeck ohne ein- 





springende Winkel bildet, so ist die dem unteren. Vorzeichen von [5 
entsprechende Curve dadurch véllig gegeben, dass auf ihr noch die 
5 Eeke des einzigen leicht construirbaren Fiinfecks liegt, welches in 
ein regelmiissiges projicirt werden kann, oder nach der Bezeichnung 
des § 3. ein regelmiissiges ist. 

Die beiden in Rede stehenden Curven theilen zugleich zusammen 
mit den Verbindungslinien der 4 Punkte die Ebene in solche Gebiete, 
innerhalb deren entweder alle Ecken des Fundamentaldreiecks reell 
oder 2 imaginir sind. 

In Folge der analytischen Bedingung: 


(1) a—y.y—e.e—B.B—8.d—a@  —N+5V5 





a—6.pB—y.y—@d.d—e.&—ea 2 ? 
welche fiir diese Classe von Fiinfecken erfiillt sein muss, kann man 
leicht die allgemeinen Ausdriicke der a, B, y, 0, ¢€ angeben, welche 
bei ihnen auftreten. Setzt man niimlich: 


Mathematische Annalen IV. 


32 
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gen SSO SS gs BETS — & t+» (o* + io?) 
2) e+ 6(1+a4)’ etcw+tia)? '~ 94 6(a+ 10)’ 
. u + v (@ + 1o@*) _ w+ (ot + do) 


~~ e+o(w+ia)’? ~~ e+ (a+ ia)’ 
so enthalten diese Ausdriicke 4 Parameter, niimlich 4 und die Ver- 
‘hiiltnisse der wu, v, @, 6. Daher findet zwischen ihnen nur cine Rela- 
tion statt. Indem man die linke Seite des Ausdrucks (1) bildet, zeigt 
sich, dass diese in (1 + )° iibergeht. Die Ausdriicke (2) erfiillen 
daher die Gleichung (1), und zwar je nach Wahl von @ fiir das untere 
oder fiir das obere Vorzeichen von /5. Dass aber dieses auch die 
allgemeinste Weise ist, die Gleichung (1) zu befriedigen, sieht man 
folgendermassen ein. Da die Ausdriicke (2) vier Parameter enthalten, 
so kann man £, y, 0, € beliebig wihlen, und zwar erhilt man bei be- 
stimmter Wahl von @ dann fiir 4 die quadratische Gleichung: 


B , B(@ + 4o') a + iw! 

y , (oa? + Ao*) a? + Aw 

d , d(@+4@) ow +ia? ~ 9 
|} € , &(@'+ do) o'+ Ao 


Zu einem gegebenen Systeme f, y, 0, € gehdren also 2 Werthsysteme 
A, #, v, @, 6, also auch zwei a. Ebenso viele Werthe von « ergeben 
sich aber auch aus (1), wenn man das Vorzeichen von /5 und 8, y, 0, é 
als gegeben-annimmt. Die Formeln (2) liefern also wirklich alle 
Systeme a, B, y, 0, €, welche der Gleichung (1) geniigen. 

Fiir die fragliche Classe von Fiinfecken haben also die Identitiiten 


die Form: 
A+B+C+D+E=0 
(3) (1+ 4)A+ (@+ Ao) B+ (@ + 4@*)C 
"+ (@ + A@?) D+ (@' +40) E=0. 

Bei dem hier behandelten Verschwinden der Discriminante A 
fallen 2 Ecken des Fundamentaldreiecks zusammen. Der besondere 
Fall, in welchem sie zugleich unbestimmt werden und also die per- 
spectivische Lage eintritt, kommt nur beim regelmiissigen Fiinfeck vor, 
bez. bei den Projectionen desselben. Nimmt man niimlich an, dass 
die Verbindungslinien entsprechender Ecken des 1'" und 2'" Fiinfecks 
sich simmtlich in einem Punkte schneiden, dem Centrum der Colli- 
neation, so iibersieht man sofort aus der geometrischen Configuration, 
dass jede dieser Verbindungslinien auch Symmetrieaxe wird; durch 
die 4 Ecken, welche nicht auf dieser Verbindungslinie liegen, gehen 
2 Verbindungslinien, welche jene und die Collineationsaxe harmonisch 
schneiden. Das Fiinfeck ist also ein fiinffach symmetrisches, und die 
Gréssen «a, B, y, 0, € miissen also die Kigenschaft haben, die Bedingung 
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der Symmetrie noch zu erfiillen, wenn man sie auf alle Weise cyclisch 
vertauscht. Nun ist jene Bedingung ausgedriickt durch das Verschwin- 
den eines der 15 Factoren, in welche R nach Hermite zerfillt (vergl. 
Borchardt’s Journal Bd. 69, p. 204). Im gegenwiirtigen Falle muss 
also ausser diesem noch jeder Factor von R verschwinden, welcher 
aus ihm durch cyclische Vertauschung entsteht. Man folgert daraus 
leicht, dass die «, B, y, 0, € durch eine lineare Function bez. von 1, 
a, @*, wo, o' dargestellt werden, sodass das Fiinfeck ein regelmiissiges 
ist. Noch kiirzer sieht man es dadurch ein, dass man die Form der 
Coefficienten «, 6... aus (3) entuimmt, welche ja hier, bei verschwin- 
dender Discriminante, anwendbar ist. Die Bedingung der Symmetrie, 
etwa: 

(4) (@—B)(@—y) (¢— 6) + @ — 8) (@—8) (6-7) =0, 
liefert eine quadratische Gleichung in 4; aber fir 4 =O und 4 = oo 
geben die Formeln (3) ein regelmiissiges Fiinfeeck und (4) ist also er 
fiillt; daher kann es keine weitere Lésung geben. 

Dass die perspectivische Lage fiir das Verschwinden des anderen 
Factors pq der Discriminante, also beim Gleichwerden zweier der 
Gréssen a, B, y, 0, € im Allgemeinen nicht eintritt, lehrt die Glei- 
chung (4) ohne Weiteres. 


Géttingen, den 14. Juli 1871. 














Zur Theorie der Cremona’schen Transformationen. 


Von A. CLepscu in GOTTINGEN. 


Die Theorie der Cremona’schen Transformationen, welche Herr 
Cremona in den Jahren 1863 und 1865 in zwei Abhandlungen (Mem. 
dell’ Ace. di Bologna, ser. II. t. 2 wud 5) entwickelte, ist neuerdings 
mehrfach behandelt worden. Zuniichst gab Hr. Nother in den Git- 
tinger Nachr. vom 5. Jan. 1870 den Satz, dass alle Cremona’schen 
Transformationen sich aus quadratischen zusammensetzen lassen; einen 
Beweis des Satzes gab derselbe bald darauf in Bd. II. dieser Annalen, 
p- 165. Zugleich mit der letztgenannten Abhandlung erschien eine 
Uebersicht iiber die Theorie der Cremona’schen Transformationen, 
welche Hr. Cayley in den Proceedings of the London Math. Soe. 
(vol. II]. p. 127) gab. Dieselbe enthilt insbesondere auch (ohne Be- 
weis) den von Hrn. Clifford unabhingig und zwar, wie es scheint, 
durch Induction gefundenen Satz iiber die Zuriickfiihrbarkeit auf qua- 
dratische Transformationen, und einen darauf gegriindeten bequemen 
Algorithmus zur Darstellung aller Cremona’schen. 

Spiiter als diese Abhandlungen erschien ein Aufsatz von Hrn. 
Rosanes (Borchardt’s Journal Bd. 73.), welchem die Literatur des 
Gegenstandes bis auf den ersten Cremona’schen Aufsatz unbekannt 
geblieben war. Dieser Aufsatz beriihrt nur einzelne Theile der Cre- 
mona’schen Theorie; aber er enthilt, aufs neue selbststiindig gefunden, 
den Satz iiber die Zuriickfiihrung auf eine Folge quadratischer Trans- 
formationen und giebt fiir denselben einen leichten und eleganten 
Beweis. Hr. Rosanes beweist ausserdem zum ersten Male den Satz, 
dass alle eindeutig umkehrbaren algebraischen Transformationen der 
Kbene nothwendig Cremona’sche sein miissen, 

Dagegen ist ein anderer sehr bemerkenswerther Satz, welchen 
Hr. Cremona in seiner zweiten Abhandlung giebt, bisher nicht voll- 
stiudig bewiesen; es ist der Satz, dass in der directen und inversen 
Transformation, welche einander conjugirt sind, die Anzahlen gleich- 
werthiger Fundamentalpunkte dieselben sind, nur ihre Reihenfolge etwa 
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gedindert. Fir den Beweis dieses Satzes deutet Hr. Cremona einen 
Weg an; ich werde den Beweis im Folgenden fiihren, mit Hiilfe von 
Principien, welche denen des Hrn, Cremona ganz ihunlich sind, aber 
in einer Weise, welche eine directe und unmittelbare Kinsicht des 
merkwiirdigen Satzes gestattet. 


Um die Natur der Cremona’schen Transformationen sich vollig 
klar zu machen, muss man dieselben als abhiingig betrachten von einer 
Anzahl vollig willkiirlicher und veriinderlicher Parameter. Als solche 
kann man die Coordinaten der Fundamentalpunkte in der einen oder 
der anderen Ebene betrachten. Da bei willkiirlicher Annahme der- 
selben in einer Ebene alles bis auf projectivische Umformungen der 
anderen Ebene vollkommen bestimmt ist, und da eine beliebige An- 
nahme der Fundamentalpunkte der einen Ebene im Allgemeinen immer 
auf eine gleich hohe umgekehrte Transformation fiihrt, so folgt a priori, 
dass die Anzahl dieser Parameter, d. h. die Anzahl der Fundamental- 
punkte beider Ebenen dieselbe sein muss, wie Hr. Cremona auch 
bewiesen hat. Als unwesentlich werden dabei nur projectivische Um- 
formungen der Ebenen angesehen. Sei & die Anzahl der Fundamental- 
punkte in jeder der beiden Ebenen. Man kann, ohne den Charakter 
der Transformation zu iindern, in jeder Ebene noch 4 Fundamental- 
punkten beliebige Lagen geben; und die eigentlichen Parameter der 
Trausformaiion sind also die Doppelverhiiltnisse der Strahlbiischel, 
welche von zweien solcher 4 Punkte je nach den 3 anderen und einem 
5" Fundamentalpunkte gerichtet sind. Jene Zahl ist 24 — 8; man 
kann sie die absoluten Jnvarianten der Transformation nennen, inso- 
fern sie durch projectivische Umformung sich nicht mehr veriindern. 

Indem man von dieser Auffassung ausgeht, sieht man sofort, dass 
gemiiss der Veriinderlichkeit dieser Parameter gewisse Werthesysteme, 
also gewisse besondere Lagen der Fundamentalpunkte, zuniichst aus- 
geschlossen werden diirfen. Dieselben finden in der allgemeinen Theorie 
uur als Grenzfille ihre Stellung. Hierher gehért z. B. derjenige Fall 
der quadratischen Transformation, in welchem Fundamentalpunkte ein- 
ander unendlich nahe riicken, oder wo sie siimmtlich in einer Geraden 
liegen. 


Bezeichnen wir die beiden Ebenen durch I. und Il. Die Funda- 
mentalpunkte von |. seien der Grésse nach geordnet von den Ord- 
nungen #,, *, ..., sodass r, >r, S17, .-.3 ebenso seien 8,, 3... 
die Ordnungen der Fundamentalpunkte in II. Ihnen entsprechen in 
1. Fundamentalcurven von den Orduungen s,, s, ..., saimmtlich vom 
Geschlechte p= 0; ebenso entsprechen den Fundamentalpunkten yon I. 
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in der Ebene I. Fundamentaleurven von den Ordnungen r,, 7, .. . 
und vom Geschlechte p = 0. 

Kein Fundamentalpunkt kann von héherer als der (m — 1)'* Ord- 
nung sein, daher auch keine Fundamentaleurve; und wenn wir den 
Fall » = 2 ausnehmen, wo nur Fundamentaleurven 1 Ordnung auf- 
treten, so kann keine Fundamentalecurve einen hodheren als einen 
(wn — 2)fachen vielfachen Punkt besitzen. 

Fundamentaleurven schneiden sich nur in Fundamentalpunkten 
und kénnen nur in solchen vielfache Punkte haben. Umgekehrt kann 
ausserhalb solecher Schnittpunkte bez. vielfacher Punkte kein Funda- 
mentalpunkt stattfinden. 

Die ke Fundamentaleurve in I. geht ebenso oft durch den i’ Fun- 
damentalpunkt von I., wie die i'° Fundamentaleurve in IT. durch den 
kee Fundamentalpunkt von II. geht. Die Anzahl dieser Durchgiinge 
bezeichne ich durch «;,;; die Zahlen e;, sind es, welche die conjugirten 
Lésungen r, s der Gleichungen 


JSr?F=—= n—1, Zs?=— nv? —1 
(1) i k 


ar, =3n—3, Ts —=3n—3 
i k 


mit einander verbinden. Nach dem Vorigen sieht man sofort, dass, 
wenn n > 2, keine der Zahlen a, grisser als n — 2 sein kann.*) 


Zwischen den Zahlen r, s, « bestehen nun eine Reihe von Glei- 
chungen, welche die Interpretation folgender Siitze sind: 

1. Die Curven, welche Bilder von Geraden sind, werden von Fun- 
damentaleurven nur in Fundamentalpunkten geschnitten. 


(2) MY; = LS; Miz, NS, = DV; Hi. 
k i 
2. Die Fundamentalcurven sind vom Geschlechte p = 0. 
3 4 ~t.%,—3 4, @;, (%% — 1) § —1-8—2 5 Me (%e — 1) 
(3) 2 ae ee ee Se — ? 


3. Fundamentaleurven schneiden sich nur in Fundamentalpunkten. 


(4) ir = = ti; kirk, Ss Sy > tt; 5X Qin. 
k i 


4. Die Anzahl aller Zweige von Fundamentaleurven, welche durch 
einen Fundamentalpunkt gehen, ist gleich dem Dreifachen seiner Ord- 
nung, vermindert um 1. 

(5) 3r7,—1= Lay, 35, —1l= ZDay,. 
k i 

*) Hr. Cayley hat in den einfachsten Fillen Tafeln gegeben (a. a. O. 
p- 148 folgg.), aus denen sich ohne grosse Miihe Tafeln fiir diese Zahlen her- 
stellen lassen. 
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Combinirt man die Gleichungen (5) mit (3), so erhilt man die mit (4) 
analogen Gleichungen : 


(6) ytl=Zel,, + l— Leh, 


Dass die Zahl der r gleich der Zahl der s ist, lehren auch die For- 
meln (5) in Verbindung mit (1). Denn sei @ die Zahl der +, 6 die der s, 
so folgt aus (3), indem man die eine dieser Gleichungen nach i, die 
andere nach / summirt, wobei die rechten Theile einander gleich 
werden: 

327r,;—O=—3LHy—6; 
aber nach (1) ist 27; = 2s, und daher e = 6. 

Diese Zahl @ =o giebt nun auch an, wie viel Reihen die aus 
den «;, zu bildende Determinante besitzt. Der Werth dieser Deter- 
minante folgt, indem man aus (4), (6) ihr Quadrat bildet, gleich den 
beiden Determinanten: 


re+lo nr ee 
of, Te +1 rors ... [melt Zr? =e? 
3 57, rT? +1... 
s?’+1 s,s, ee 
a oe oe t oat + 2s? =n’. 
| $35; S38, 8? -+1...! 


Bezeichnet. man also den Werth der Determinante durch A, so hat man 
(7) A=-+n. 


Der absolute Werth der Determinante der a ist n. 

Das Vorzeichen bleibt unbestimmt, da die Ordnung der Reihen 
durch die Anordnungen der r,s nach den Gréssen nicht vollig be- 
stimmt ist. Denn unter diesen kénnen gleiche sein, deren Folge dann 
noch beliebig ist, und deren Vertauschung das Zeichen der Determi- 
nante iindern wiirde. Bisher ist kein Beispiel bekannt, in welchem 
nicht gleiche ry und gleiche s vorkiimen, sodass es scheint, als ob Lé- 
sungen mit nur verschiedenen 7 und s unméglich sind. 

Wegen der Gleichung (7) kann man den Gleichungen (2) durch 
Auflésung nach den r, s die Form geben: 

(8) +n Bn sc , +e = Eni 


Ou; % i 


oA 
Oa;,° 


Mit Hiilfe dieser Gleichungen erhalten nun die Gleichungen (4), 
(6) eine sehr einfache Gestalt. Aus dem System 
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re + L = Lay ay 
k 
ergiebt sich durch Auflésung nach den @;;: 
, oA oA 
+ naj; =f, 2 = + -S ; 
i’ Cay, Oas, 
oder, wenn man rechts den Werth der Summe aus (8) einfiihrt: 
oA 
9 r; Sp = na; — 
( ) i Mk ik + 0a;, ? 
Diese Gleichungen vertreten vollstiindig die Stelle der Gleichungen 


(4), (6). 


Denken wir uns die Determinante der @ nun durch horizontale 
und vertikale Linien getheilt, sodass in jedem der entstehenden Rechtecke 
nur Horizontalreihen stehen, welche zu gleichen r, und nur Vertikal- 
reihen, welche zu gleichen s gehéren. Betrachten wir eins dieser 
Rechtecke. Da die Gruppe der zu seinen r gehérigen Fundamental- 
punkten eine Reihe von Parametern liefert, welche bei der Bildung 
des den Geraden von II. entsprechenden Systems der Curven n'** Ord- 
nung in I. vollkommen symmetrisch auftritt, so miissen diese Funda- 
mentalpunkte auch der bei dem Rechteck auftretenden Gruppe der s 
gegeniiber symmetrisch erscheinen. Die in einer Vertikalreihe des 
Rechtecks stehenden « miissen also in den verschiedenen Vertikalreihen 
desselben sich wiederholen, und zwar in allen Permutationen und jede 
Permutation gleich oft. Sei & die Anzahl der Elemente einer Vertikal- 
reihe des Rechtecks, p die Zahl ihrer Perniutationen, / die Zahl der 
Elemente in einer Horizontalreihe des Rechtecks, q die Zahl ihrer Per- 
mutationen. Man muss dann haben: 

(10) l= up, 

wo w eine ganze Zahl: Aber ebenso schliessit man, indem man nur 
bei der Betrachtung die Rolle der horizontalen und vertikalen Reihen 
vertauscht, dass auch: 

(11) k = vq, 

wo v eine ganze Zahl. : 

Nun ist die Zahl der Permutationen immer grisser als die Zahl 
der Elemente, ausgenommen 


1. Wenn alle Elemente gleich sind; dann ist die Zahl der Per- 
mutationen gleich 1. 
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2. Wenn nur ein Element verschieden, die anderen gleich sind; 
dann ist die Zahl der Permutationen gleich der Zahl der Elemente. 

Schliessen wir diese beiden Fille aus, so sind die Gleichungen 
(10), (11) unméglich, denn sie geben 1 >, k >1. Im Falle 1. hat 
man p=1, q=1, also k und J beliebig; im Falle 2. aber wird 
p=k, q=l, also l=wk, k=vl. Demnach muss w = v = 1 sein, 
k = 1; das Rechteck geht in ein Quadrat iiber. Mithin gilt der Satz: 

In den Rechtecken von &, welche durch die Gruppen gleicher 
r und gleicher s abgetheilt werden, sind immer die Elemente a 
gleich; nur in Fiillen, wo das Rechteck ein Quadrat ist, kann 
in jeder Horizontal- und Vertikalreihe ein von den iibrigen 
verschiedenes Glied vorkommen. Diese Glieder sind dann unter 
sich gleich, und mit ihnen lisst sich durch Umstellung der 
Reihen die Diagonale des Quadrats ausfiillen. 

Nun kann man ferner zeigen, dass in dem Schema der ganzen 
Determinante niemals zwei solcher Quadrate horizontal oder vertikal 
nebeneinander stehen kénnen. Wiire dies nimlich der Fall, so wiirden 
wir in zwei Quadraten von gleicher Grésse die abweichenden Elemente 
an gewissen Stellen finden, die dadurch aufeinander bezogen erschienen. 
Es wiirde also eine gewisse Zuordnung der r bez. s der dem einen 
Quadrat zugehérigen Gruppe gegeniiber den r bez. s der dem anderen 
zugehérigen Gruppe hervorgerufen. Da eine solche Zuordnung wegen 
der durchaus_ selbststiindig auftretenden Symmetrie innerhalb jeder 
Gruppe nicht existiren kann, so sieht man den Satz ein: 

Jeder Gruppe von r kann hichstens eine Gruppe von s 
entsprechen, welche eine gleiche Zahl von Eiementen enthilt und 
welche mit jener zusammen. auf ein Quadrat von a fiihrt, dessen 
Elemente nicht scimmtlich gleich sind. 

Aber andererseits muss auch wenigstens eine solche Gruppe 
existiren, denn sonst wiirden der Gruppe der r lauter Kechtecke . 
entsprechen, welche gleiche Elemente enthielten und die Determinan- 
ten der @ wiirden verschwinden, wihrend doch ihr Werth +- n ist. 
Nur wenn die Gruppe der yr sich auf ein einziges reducirt, trifft dieser 
Schluss nicht zu. 


Jeder Gruppe von 7, welche mehr als ein 7 enthiilt, entspricht 
also irgend eine gleich grosse Gruppe von s, und umgekehrt. Lassen 
wir diese bei Seite, so bleiben endlich noch einzelne r bez. s iibrig, 
welche simmtlich unter sich verschieden sind; aber die Zahl dieser r 
muss der Zahl dieser s gleich sein, und sie bilden daher wieder ein 
System von Gruppenpaaren gleicher Grosse. 

Hiermit ist also der Satz bewiesen, welchen Hr. Cremona ge- 
geben hat: 
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A Cuesscu. 


Die Zahlen, welche angeben, wie viel r jedesmal einander 
gleich sind, und diejenigen, welche angeben, wie viel s jedesmal 
einander gleich, sind nur der Anordnung, nicht der Grosse nach 
verschieden. 

Ich fiige noch folgende Bemerkung hinzu. Lines der in der 
Determinante A auftretenden Quadrate sei: 


SS ee 
Pe DB éaedy 


S68 a... 


a sei die Zahl der Reihen des Quadrats. Da horizontal neben dem 
Quadrat lauter Rechtecke stehen, deren jedes nur gleiche Zahlen ent- 
halt, so sieht man, dass wenn man die der ersten Reihe des Qua- 
drates entsprechende Reihe von A von denen abzieht, die den anderen 
Reihen des Quadrates entsprechen, jede der letztern durch « — £ theilbar 
wird. Die Determinante A enthilt also den Factor (a — B)*—!, und 
man hat den Satz: 
Ist a die Grosse einer Gruppe und sind-die Elemente des 
zugehorigen Quadrates in der Diagonale’a, ausserhalb derselben 
B, so ist (a — B)*-* ein Factor von n. 


Gottingen, den 21. Juli 1871. 






































Bemerkung iiber irrationale Zahlen. 


Von B. Minnigerope in GérrincGen. 


Es liegt sehr nahe, anzunehmen, dass es nicht moéglich ist, durch 
eine rationale Function von endlichem gegebenem Grade gegebener Irra- 
tionalitiiten mit rationalen Coefficienten alle Zahlen darzustellen. Da 
dieser Satz bei manchen Untersuchungen vorauszusetzen ist, so diirfte 
ein Beweis desselben nicht unerwiinscht sein, der im Folgenden ge- 
geben wird. 

Fiihrt man die Produkte von Potenzen der gegebenen Irrationali- 
tiiten als neue Irrationatitiiten ein, so erkennt man, dass der Allge- 
meinheit der Untersuchung kein Eintrag geschieht, wenn die darzu- 
stellenden Zablen unter der Form: 

Bc. mr, fees +t m1, 
ie ei a nT, 
vorausgesetzt werden; in der 7,, ...7, bestimmte linearunabhingige 
Zahlen bezeichnen, d. h. Zahlen, zwischen denen eine lineare homogene 
Gleichung mit rationalen Coefficienten nicht besteht; m,, ... m,, 
2), +++ Sind unbestimmte rationale Zahlen. Es sind nun Zahlen 
nachzuweisen, die durch die Form F' nicht darstellbar sind. 

Die Untersuchung mag sogleich dahin verallgemeinert werden, 
dass die m und » als complexe Zahlen vorausgesetzt werden; d. h. sie 
sollen rationale Functionen mit rationalen Coefficienten einer Wurzel 
@ einer irreduciblen algebraischen Gleichung vom Grade 4 mit ratio- 
nalen Coefficienten sein. Die + sind dann auch riicksichtlich dieser 
complexen Zahlen als linearunabhiingig vorauszusetzen. 

Die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes leuchtet unmittelbar 
ein, wenn p= 1 ist. Es kann dann F alle Zahlen darstellen, die 
rational durch @ ausdriickbar sind, andere aber nicht, insbesondere 
also nicht Wurzeln irreducibler algebraischer Gleichungen, deren Grad 
grosser als 4 ist. : 

Um die allgemeine Giiltigkeit des zu beweisenden Satzes darzuthun, 
soll gezeigt werden, dass wenn es moglich ist durch p Zahlen 7 alle 
Zahlen in der vorausgesetzten Weise darzustellen, dies ebenso durch 
1 p — von ihnen moglich ist. 
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Es mégen fiir die m und n solche Zahlen gesetzt werden, dass 
F einer Zahl « gleich wird, die Wurzel einer algebraischen Gleichung, 
aber nicht rational durch @ ausdriickbar ist. Es ergiebt sich dann 
eine nicht illusorische Gleichung , vermége deren man eines der r, etwa 
rp, linear durch die iibrigen ausdriicken kann, waihrend die Coefficienten 
rationale Functionen von @ und « sind. 

Nach einem bekannten Lehrsatz von Galois kann man aber 
und ¢« rational durch eine Grésse » ausdriicken, die Wurzel einer alge- 
braischen Gleichung mit rationalen Coefficienten ist. Geschieht dies, 
so wird: 

a 4% +°-- Uy —1"p—1 ; 
mrt: %—1%p—1 
wo die w und vy rationale Functionen von y sind. Also ist in der 
That J in der vorausgesetzten Weise durch » — 1 Zahlen r darstellbar. 
Die wiederholte Anwendung dieses Verfahrens liefert aber ohne Weiteres 
den zu beweisenden Lehrsatz. 


Géttingen, Juli 1871. 





































Ueber die héheren Differentialquotienten. 


Von R. Most in Srerrtin. 


1. Der Differentialquotient oe 


k=n 
ist, kann durch die Reihe 2 /*(x) A, ausgedriickt werden, wo /*(x) 
&=1 


, in dem @ eine Function von ¢ 


den k'e" Differentialquotienten nach x bezeichnet und A; eine Function 
ken Grades aus einem oder mehreren der (n — k + 1)' Differential- 
quotienten von « nach ¢ ist. Es wiirde keine Schwierigkeit haben, die 
Coefficienten A, aus der Lésung des Specialfalles, welchen Goétting 
behandelt hat*), zu entnehmen; jedoch fiihrt die unten in Anwendung 
kommende Methode kiirzer und naturgemisser zum Ziel. Hoppe be- 
stimmt die A; als lineare Functionen der als bekannt vorausgesetzten 
ne Differentialquotienten nach ¢ von m einfachen Functionen der 
Grosse «**); die oben angedeutete allgemeine Lésung gestattet hier die 
Kinfihrung beliebiger Functionen. Das Wesen des Hoppe’schen 
Problems liegt darin, dass die Determinante: 


} a" px 
1 2 n = 
eA. ae 
P=) F \? 
1 2 n 29, e | 
Qn Pn . . Qr dt” | 


#oe., . , . ‘ . 
wo 9; =  e ist, identisch verschwindet, was sich unmittelbar er- 
ax 


P, x 


giebt, wenn man inductorisch zeigt, dass eine lineare Function 





von 9; Qi .. 9; ist, deren Coefficienten von g; unabhiingig sind; ein 
strengerer Beweis ergiebt sich unten. — Fiir einfache und gleichartige 
Functionen erhiilt die Determinante P eine sehr einfache Gestalt; setzt 


*) Mathematische Annalen B. III, 8. 277. 
**) Theorie der independenten Darstellung der héheren Differentialquotienten 

8S. 73. — Math. Ann. B. IV, S. 86. 
Mathematische Annalen. IV. 33 











(a — x)" d". log(a — x) 





500 R. Mosr. 





man wx = (%# — @).. (% — a), WO @, @, .. @», Von einander ver- 
schieden sind, so ergiebt sich z. B. fiir beliebige «: 
— @z qd" e&* Pa a,x dq" e&* ” te ay x a” etn™ 
Bei ate, Male abs ope =0 
ap(a) dt” a, ~(a) dt” @,H(@,) dt” 
—« R pa — & M Oy —— @ nm =n , 
ee ea oe Oe eS ees 
ap (a) dt" ay (a) dt” @,Y(%,) dt” 


(a, — x)" d" log (a, 











— x) 
p (a) dt" + ® (a) dt” — w (a) at” 
Die Methode, welche zur Ableitung der A, und nahe liegender Er- 
weiterungen befolgt ist, stiitzt sich auf den bekannten Integralausdruck 
des Differentialquotienten. 

2. Um in Nachfolgendem die Rechnung mit unendlichen, wenn 
auch convergenten Reihen zu vermeiden, setze man in dem geschlossenen 
"(pu — pa)du 

u—a@ 


Integral , welches identisch verschwindet, wenn pw inner- 


halb der Integralfliche synektisch ist: 

eh me 1 4 a—x + ee (a — x)" (a — a)" +! 

w—a u— x (wu — x)? (u — x)* +1 (u — x)” +1 (u — a) 
und erhialt dadurch die begrenzte Reihe: 
(1) pa=g2z+ (a —2)Dgx+-:-(a—2) Dox + (a—xz)t' h,, 


nn . 
in der PGS == — $ ee ist und der endliche Werth von R, durch 
(nm). dx 
x gpu.du 


das die Punkte « und a umschliessende Integral -— — 
2at} (u—a)"t! (w—a) 


gegeben wird. 
Fiir die Restbestimmung einer Function von mehreren Veriinder- 

lichen driickt man in dem identisch verschwindenden Integral: 
*f(u, v, w) — f(a, b, ©) 


( —a) (» —b) (wo —e) du.dv.dw 





mit einer auf den 3 Integralfliichen synektischen Function f(u, v, w) 
die Factoren (v — b)- ' und (w—c)—' entsprechend wie (w — a)~'! 
aus und erhiilt die Reihe: 

a— a}! (b— yt (e— 2)” @tet+* Fig, Y, 2) 


— ) 
(2) £(@, 6 ) = 2 aa) Te) Te) dz dy ae + Em 
wo 4, uw, v simmtliche Werthe aus 0, 1, 2... durchmachen und 
R,, nur (n + 1) Potenzen von a — x, b — y und e — z enthiilt; es ist: 
R, = (a—a)"*? : f(u, v, w) _ du.dv.dw (b—y)"t? ‘ 
ne (2 ni (w— 2)" +1 (w— a) (v — b) (w — 0) (22i)3 -f: ; 
(a—a)t'b—y"*" ("__fe, », w) du.dv.dw  __ (b—y)"** (cat! 
= (22%) (u—a)" +! (v—y)" +1 (u—a) (v—b) (w—c) (221) 
9! Es — ae 1 u f (u,v, w) __ du.dv.dw , 
+ (a £) +1(b y) + (e 2) +1 stp Jap oe (u—a)(6—b)(w—e) 


(, — x)" d" log (a, — x) 





0. 














501 


Ueber die héheren Differentialquotienten. 


3. Ist bei dem im Anfange eingefihrten Differentialquotienten 
x = p(t), so setze man § = g(r) und erhiilt: 


: .d 
fe) ani f Fe 


a" fe _ Tin) f fae 
(t 


mithin : 


de" Sat —it 
oder, indem man /(§) nach Gleichung @) entwickelt: 


n k=n gk 
3 a" fiz) _* >" f@ Tm) (e-2* Gg. 
©) dt” pau Wk) 2at J (gp — 4" +! a 





das Integral {(7= 7) ** de verschwindet , weil die in ihm enthaltene 


Function kein Unendliches hat, sondern fiir t = ¢ den endlichen Werth 
~ oa 

dt 
zu den sonst gebriuchlichen Substitutionsformen giebt folgende Glei- 
chung: 


a". »(u, t) __ Tm) [‘wlv,t).de Tt(n) {- w(v, t) 
(4) f du" L_- 2nt [fees aa lat — yeti’? 


: Tn) ((é—aF 4 Tew =e 
so dass Sa boat, de — [Seno - ai ). 


4. Driickt man das & der Gleichung (3) nach (1) in Potenzen von 
t — ¢ aus und entwickelt: 

[(¢ —t) Dc + (tx —tP Dx +--+ (cr —t) Dx + (ct — "+! RF 
als Polynomium, so verschwinden bei der Integration simmtliche Glieder, 
welche eine andere Potenz als (r — ¢)" enthalten. Sammelt man also 
die zu dieser Potenz ee Glieder, so erhiilt man: 


(Dia) ....(D" a)*r 
TH, “me .- T(A,) ’ 


erhilt. — Den Uebergang von den Integralen der Gleichung (3) 


(5) ve we = TH(n) f rd! 


wo 4, ..A, fiir jeden ‘Werth von k alle anitiine ganzen Werthe aus 
O, 1, 2..k annehmen, welche den Bedingungen: 


A+ 4,4+-- 4,=k 
4, +24,+:--rd4,=n 





geniigen. 
Ist beispielsweise fx = x‘, so wird f*x = x TI(k)a*—* *); ist 
fx =e und « =at-+ BF, so erhilt man: 


e a”. ere TT(n) _ 


— p— 2k 
= ie — ,~, THM — an & (a + 26) 


*) Vergl. Hoppe: a. a. O. 8, 148. 
**) Vergl. Math. Ann. B. III. S. 283, 
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die Reihe bricht ab, so bald n—2k negativ wird; ist z—=at+ B+ yé, 
so ergiebt sich: 








e—at—pr—ye a ei tpetre 
dt" 
a=n RO $2 ona «oft 18 
oa TT (m) 2\s-—2 + 7 (6 + 3yt)**— °* 
ee ~ Tad (@ + 2Bt + dye) Sy. MAR—D)MI—3H? 


wobei & selbstverstiindlich eine ganze Zahl sein muss. 
5. Sind y und zg Functionen von ¢, welche in y und € iibergehen, 
wenn t an die Stelle von ¢ gesetzt wird, so ist: 


a" f(x, Ys 2) Pte TT (x) r f(é, n, §) 


dt” 2xt (c —#)**! 








dt; 


driickt man f(&, 4, €) nach (2) in Potenzen von § — x, y — y, §—z 
aus und diese Gréssen wieder nach (1) in Potenzen von t — ¢, so hat 
man bei der Multiplication der Polynome (§ — x), (yn — y)", (€ — 2)” 
nur die zu der Potenz (ct — #)" gehérigen Glieder zu sammeln und 
erhilt die Gleichung: 











a” f(x, y, 2) 
(6) ee 
ae se TT(n) a® f(a, y, 2) {D'x)*. . (D?x)*p (D' yy. .(D* ya (D'z)". (D"2)’r 
"ae da* dy" dz” TT(4,) .. TT (2,) TT (u;) - - T(u,) TT (v,) . T(»,) ’ 


wo dA, 4,.. Ap, Wy My ++ Ug, Y, V,.., fiir jeden Werth von k alle 
méglichen Werthe aus 0, 1, 2... annehmen, welche den Bedingungen 
geniigen: 
Atutv=k 

Av aye dp =A te Kh MM. SY 

(Ay + 24,---- + pap) + (Hy +2 Moe tg) + (M1 + 20, +--+ 7 ,) =n. 
Ist z. B. 2 =a+ bd¢+ cf und y=a,+),t+ 6,8, so erhilt 

man: 

d®. at yb ky A4=—n—k 


be — = TT (n) P > atl—1 far k—al— 1 gad yp—a+k +s ye 
dt" k=0 4=0 
&28 (b+ 2ct)* (by + 8,6 **—% ah e*- A+A, 


a=o TA) Tin —2k—41,) THA—’,) THR—1+4,)’ 





wobei zu beachten ist, dass die Tl-Functionen keine negativen Gréssen 
enthalten diirfen, also nur diejenigen Werthe von 4, in Anwendung 
kommen, welche der Bedingung: 4 — k = 4, < n — 2k geniigen. 

6. Nimmt man, um andererseits die von Hoppe gegebenen Ent- 
wicklungen abzuleiten und zu erweitern, m Functionen g, (2), .... Qn (2) 
zu Hilfe, so geben ihre ne Differentialquotienten nach ¢, wenn sie 
nach Gleichung (3) entwickelt werden, mit derselben zusammen n + 1 
Gleichungen, aus denen man durch Elimination der n Integralausdriicke 
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die identisch verschwindende Determinante des ersten Abschnittes er- 
hilt. — Besser iibersieht man die Bedingungen, denen die Hilfsfunc- 
tionen unterworfen sind, wenn man g;(&) nach (1) entwickelt; man 
erhilt: 

D’. pix (§ — 2) + D*. pix &—2)? ++ D*. 2 E—2) =H: —1, 
wo r; = gi (x) + R,, ;(§ — ~)"+! ist; lisst man i die Werthe 1, 2..n 
durchlaufen und bezeichnet die Determinante der linken Seite des er- 
haltenen Systems von » Gleichungen durch A und den zu D’g;x ge- 
hérigen Coefficienten ihrer linearen Entwicklung durch A;’, so ist: 


A. (E — x) = (9,8 — 7) 4 + (92.8 — 72) AY +++ (Gnb — rn) On; 
fiihrt man diese Werthe der Potenzen von (§ — x) in die Gleichung (3) 
r,dt 


ein, so erhilt man, da die Integrale | Guat verschwinden : 
t a 


(1) i fre ‘> A,* a. yy (oe) 
dt r=1 TWA) ga, 4 ae” 

Die Hilfsfunctionen g miissen hiernach also so beschaffen sein, dass 
bei der Entwicklung simmtlicher ;(§) nach § — x die m ersten Po- 
tenzen dieser Differenz durch endliche Werthe bestimmbar sind. Die 
einfachsten Functionen, welche dieser Bedingung geniigen, sind die 
n ersten Potenzen von §; auf dieselben kommt man unmittelbar, wenn 
man in (3) (§ — ~)* nach dem Binomium entwickelt. Will man aber 
beliebige Gréssen « beibehalten, so setze man: 


w(x) = (@ — a)... (4 — ay) 
W (o;) == (4; — @) . « (@; — 1) (@; — O41). . (@; — Gp) 
— =a"-'4+ C,ar—+ C,a,"-3+-.-. *) 
ce; (o)) = oj"? + Bo" —'-1 + B,ajm—2-t pe. 
(oi) = (a + 2)! + C7 (0G; + )"—? + Cr (a + ay"? +-+-+>- 


dann — man ee die Ausdriicke : 








a" fx » C,,, n—k € T%h® d™ eM 

= ‘Ss f* (a ) = = — 
dt ht (a) n) h dt 
d" fx =" By n—e a % a ath 
— = = ‘= : he pA sri 
dt” is (*) =1 (4) &), dt” 

k == Os W” log (a, + ax 
a” fu fo + Eat, : S(% w) : 
-= pow SP See s+ —— (a, i. 

dt” cx ) TK—1) ,= p W (a) (Gy + ) dt” 


Die unter bestimmten Bedingungen iiber die Gréssen @ von Hoppe 
abgeleiteten Coefficienten ergeben sich aus den Determinanten der 
Gleichung (7) leicht. 
*) Vergl. Baltzexz, Theorie der Determinanten, 3. Aufl. 8. 86. 
**) Ueber den Zusammenhang der Gréssen B und C vergl. des Verfassers 
Bemerkung in Schlémilch’s Zeitschr. XV. S. 435, Gl. 102 —10c. 
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7. Bei mehreren abhiingigen Variabeln kann man entsprechend 
so viel Hilfsfunctionen einfiihren, dass simmtliche Produkte: 


(§ — x) (n— yy (€— 2)” 
endlich bestimmbar sind; so wird z. B.: 
— @+) +2) 








k=ni=k Qk 2 Ai k-* om othe +B, 
(3) EL, wv a” f(x, a" f(x,y) __ > a& f(x, » > he @ ~~ AY :; 
at" k=1az1da* dy h=1 4 dt” 
a, B, a? af, BY? a>. . BP. . a". . B” 
wenn O=| : ist 
G, Bn Gy? rom ae ae 


und A} *— den zu «6. * gehdrigen Coefficienten ihrer linearen Ent. 
wicklung bedeutet; diese Determinanten lassen sich vereinfachen , indem 
man sie auf Gebilde aus «6, — a, 8; zuriickfiihrt. 
8. Der von Hoppe gewonnene Differentialquotient einer ganzen 
negativen Rotenz*) ist auch ein specieller Fall eines allgemeinen Pro- 
- blems. Mit Hilfe der beliebigen Function  erhalt man ‘durch Glei- 
chung (1) den Ausdruck: 


a fx k=ntm gt fe. px TT (n) * (€—a) de 

dt x= THK) da*® 24 @(&) (e— 2)" +!’ 
wo m eine beliebige ganze Zahl ist; denn, wenn g(&) auf der Inte- 
gralfliche nicht verschwindet, so sind die Integrale fiir k > m der 
Null gleich, kénnen also beliebig in den Ausdruck gezogen werden. 


Bei der Entwicklung nach dem Binomium ergiebt sich: 











im Sear" 5 £.fe. 90°F Ny _, @. 2 (pax)—* 
— P 1)*—4 h — 
OG 2, 1H ae 2D haat ae" 

Fir fz = 2* und gx = 2, wo a und # ganz beliebige Grossen sind, 
ergiebt sich hiernach: 


=n+m 
= (+A) (m+ m —@— Bem E (1h (n+m), 








gete—h a”. a8 
ae a+p—h dt" 


*) Hohere Diff. 8. 162; Math. Ann. B. IV. S. 86. 


Stettin, den 14. August 1871. 




















Ueber die annihernde Rectification beliebiger Curven.*) 


Von J. Somorr in Sr. Pererssure. 


In meiner Abhandlung: ,,Ueber die Beschleunigungen verschie- 
dener Ordnung“ [Sur les accélérations de divers ordres. Mém. de 
lAcad. Imp. de St. Pétersbourg T. VIII. Nr. 5. 1864] habe ich aus 
der Theorie dieser kinematischen Gréssen Reihen fiir folgende Gréssen 
entwickelt: 1) fiir die Bogensehne einer beliebigen Curve (d. h. einer 
ebenen oder einer von doppelter Kriimmung) und 2) fiir die Projectio- 
nen einer Bogensehne, einerseits auf die Tangente, andererseits auf 
die Haupt- und Binormale eines der Endpunkte des Bogens. 

Diese Reihen kénnen verschiedene Anwendungen haben, unter 
denen die eine ganz besondere Beriicksichtigung verdient, da sie sich 
zur Auflésung praktischer Fragen niitzlich macht. Dieselbe besteht 
in der Berechnung der angeniiherten Liinge eines kleinen, aber be- 
liebigen Curvenbogens, aus einem allgemeinen, sehr einfachen Satze, 
wobei erst die 5'° und die héheren Potenzen der relativen Liinge eines 
solchen Bogens zu vernachliissigen sind. Der angedeutete Satz ist 
folgender: 

Die Léinge eines geniigend kleinen Bogens ist gleich vier Dritteln 
seiner Sehne, vermindert um den sechsten Theil einer Summe, welche 


‘aus den beiden Projectionen dieser Sehne auf die an die Endpunkte 


des Bogens geftihrten Tangenten gebildet ist. ° 

Aus diesem Satze erhilt man dann leicht eine allgemeine Regel 
zur Bestimmung der angeniiherten Liinge eines Curvenbogens von belie- 
biger Grosse, indem man sich nur den ganzen Bogen in geniigend kleine 
Theile getheilt zu denken braucht. Eine solche Regel kann nicht nur 
zu theoretischen Berechnungen dienen , sondern liisst sich auch zu gra- 
phischen Constructionen benutzen, und macht sich ganz besonders 
niitzlich in der descriptiven Geometrie und in der Architektur, wo es 
oft vorkommt, dass man die ganze Linge eines Bogens zu wissen 


*) Bulletin de l’Académie Impériale des sciences de St. Pétersbourg, T. XV, 
pag. 257—261. ,,Note sur la rectification approximative des courbes quelconques, 
par J. Somoff.“ 
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braucht, nachdem nur einige nahe zu einander liegende Punkte des- 
selben und die Tangenten in denselben bekannt sind. 

In letzterem Falle berechnet man nimlich die Liinge des Curven- 
bogens, ohne denselben hinzuzeichnen gezwungen zu sein. 

Der angefiihrte Satz lisst sich folgendermassen beweisen. 

Bezeichnet As den geringen Zuwachs eines beliebigen Curven- 
bogens s, g@ und r die Kriimmungs- und Schmiegungshalbmesser am 
Anfangspunkte von As, ist ferner @ die Sehne von As und a ihre 
Projection auf die Tangente am Anfangspunkte von As, so geben die 
Gleichungen auf Seite 19 meiner Abhandlung iiber Beschleunigungen 
verschiedener Ordnung folgende Werthe fiir @ und a: 








a= As— As — _ 1G) 
, & \- 
(1) ; + rh oe wa 4 ) e i 
1 
a=As— 5. ae — ee Eres 


Wahlen wir As so klein, dass man die mit As, As®... behafteten 
Glieder vernachlissigen kann, und bezeichnen wir mit 9 den Kriim- 
munghalbmesser des Bogens am Endpunkte von As, so kann statt 
#) 
der angeniherte Werthe desselben 
1 1 
ee = 
Me 
gesetzt werden, wobei der Fehler nur von der Ordnung As’ sein wird. 
Dieses angenommen, erhalten wir: 


1 
-@ = As — 5 As? — gp he + aga As s*, 
woraus weiter: 
‘ 1 1 
(2) As=o++ 4 ( 4 i) As'. 


Diesen Werth fiir As hat zuerst Serret*) gegeben. Setzen wir in 
den zweiten Theil dieser Gleichung * statt As’, so wiirden wir eine 
Gleichung erhalten, aus der As mittelst seiner Sehne und seiner Kriim- 
mungsradien g@ und g’ berechnet werden kénnte; aber man kann auch 
einen anderen viel einfacheren Ausdruck fiir denselben Bogen As er- 
halten, der nicht die Kriimmungsradien enthilt, und zwar folgender- 
massen : 





*) Traité de calcul différentiel et intégral de Lacroix,” 6™ édition. T. 2. 
p- 175. 
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Aus den Gleichungen (1) folgern wir: 


(3) 3@—a=2As+ 55 A8, 


1 


(4) 3a@—d=2A8+ x, 


Aus (3) und (4) erhalten wir: 
2As=30—$(a+a)—a4 (+ ra) As, 
welche Gleichung, mit (2) verbunden, die Form 
3As=4a—}4(a+a) 
annimmt und folgendermassen geschrieben werden kann: 


(5) As=4@—i(a+a). 


3 
4 Qs’. 


oben angefiihrten Satzes. 


eines Kreisbogens gegebenen Satz, namlich: 


gens gleich: 


SB—A_ 
3 


In der That, die Gleichung (5) giebt: 
tAs=4B—1A 





und folglich: 


(6) diva, 82=4. 


3 


(5) und (6) zu iibersehen, wihlen wir folgende Beispiele: 


A = 0,3472964 
B = 0,1743114, 
folglich: 
*) De circuli magnitudine inventa — Isaaci Newtoni Opuscula, Lausanae et 


J. Wallis, a treatise of Algebra. London 1685, p. 345. 








und bezeichnet a’ die Projection der Sehne auf die an den Endpunkt 
von As gefiihrte Tangente, so erhiilt man auf athnliche Weise: 


Dieses ist aber der algebraische Ausdruck des zu beweisenden, 
Fiir einen Kreisbogen ist die Summe der Projectionen der Sehne 
eines Bogens auf die Tangenten an seinen Endpunkten [d. h. (a + @)| 
gleich der Sehne des doppelten Bogens. Fiir diesen Fall erhilt man 


aus (5) den von Hugens*) zur Bestimmung der angeniherten Linge 


Wenn A die Sehne des gegebenen Bagens und B die Sehne der 
Hiilfte desselben bedeutet, so ist die angeniherte Liinge des ganzen Bo- 


Um den Anniherungsgrad der Berechnung nach den Gleichungen 


1. Der Kreisbogen sei von 20°; der Radius desselben = 1. Dann 
geben die Tafeln von Hiilsse: ,,Sammlung mathematischer Tafeln “: 


Genevae 1754, Opusculum X, Epistola prior ad H. Oldenburgium, p. 320, — 











J. Somorr. 
8B—A 
3 
Dieses Resultat unterscheidet sich um weniger als 

0,000001 
von der wahren Linge dieses Bogens, der 
= 0,349065850040 


= 0,3490649 . 


ist. — 
2. Nehmen wir die elliptische Function 2 Gattung FE (q, x), tiir 

die Amplitude » = 10° und den Modul x = sin 45°. Als Linieneinheit 

sei die Hialfte der grossen Axe einer Ellipse ge- 
a" nommen; AB sei ein Quadrant dieser Ellipse, 
| W x die Excentricitit und x’ die kleine Axe der- 
selben. Auf dem angegebenen elliptischen Bo- 
gen nehmen wir einen Punkt M, dessen Ordi- 
nate PM ist. Zeichnen wir, den Punkt O als 
Centrum und 0A = 1 als Halbmesser genommen, 
den Kreisquadranten AE, so schneidet die ver- 
lingerte Ordinate des Punktes M diesen Kreis- 
bogen in N. Verbinden wir nun N mit O, so ist: 

x EON=g ud BM=EL(Qg,x). 
Construiren wir die Projectionen der Sehne BM auf die Tangenten 
der Ellipse in den Punkten B und M, so erhalten wir: 

a=BD, a = MG 





und setzt man: 
x MBD=xBMF=y, xGMF=o0, 
so findet man leicht: 


tang yy = x tang : . tang O = x”? tang » 
(7) sin @ P , : 
ner Sa a= sin 9, a =o cos (0 —y). 
Wahlen wir g = 10°, x = sin 45°, so finden wir: 
@ = 0,1739800 
a = 0,1736482 
a = 0,1737733 , 
wonach 


E (10°, sin 45°) = 4@ — $(a + a’) = 0,1740695. 
Dieser Zahlenwerth unterscheidet sich von dem von Legendre ®*) fiir 
denselben Bogen gegebenen: 


0,1740915, 
0,000023 . 


nicht mehr als um: 


*) Traité des fonctions elliptiques. 
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5. Fiir den Bogen EF (20°, sin 45°) finden wir nach obigen For- 
meln (7): 
a = 0,3446686 
a = 0,3420201 
a = 0,3441268, 
folglich den Bogen: 
= ~"— 4 (a+ a’) = 0,3448670. 
Dieses Resultat unterscheidet sich um weniger als 0,0007087 von 
der Grdsse dieses Bogens = 0,3455756, die in den Tabellen von 
Legendre angegeben ist. 


St. Petersburg, im August 1871. 








Zur Theorie der Elimination und der algebraischen Curven. 


Von A. Briwt in Darmstapr. 


Der vorliegende Aufsatz bildet die Einleitung zu dem nachfolgenden 
Ueber zwei Beriihrungsprobleme“. Man wird dort auf die Aufgabe 
gefiihrt, die Bedingung dafiir anzugeben, dass 3 Curven, welche eine 
gewisse Anzahl von gegebenen Punkten gemeinsam haben, sich in 
einem weiteren Punkte schneiden. Je nachdem die Gleichungen der 
Yurven alle oder nur theilweise durch die Coordinaten der gemein- 
samen Punkte identisch erfiillt werden, ist diese Aufgabe eine durchaus 
verschiedene. Im Nachfolgenden werden nur 2 von den miglichen 
Fiillen betrachtet. 

Zunichst werden alle 3 Curvengleichungen als identisch erfiillbar 
vorausgesetzt. Im Anschluss an eine Bezeichnung, deren sich Herr 
Cayley fiir einen aihnlichen Begriff bedient hat*), will ich die ,,redu- 
cirte Resultante“ von 3 Gleichungen mit 2 Unbekannten, welche durch 
ein oder mehrere Werthsysteme der Unbekannten identisch erfiillt 
werden, diejenige ganze Function der Coefficienten nennen, deren Ver- 
schwinden die Existenz einer weiteren gemeinsamen (von den gege- 
benen verschiedenen) Lésung anzeigt. An einzelnen Beispielen (§§ 1. 3.) 
soll gezeigt werden, wie man einen solchen Ausdruck bildet, sodann 
wird der Grad desselben in den Coefficienten der 3 Gleichungen **) 
allgemein bestimmt (§§ 2. 4.). 

Uebergehend zu dem wichtigeren Falle (der eigentlich diese Betrach- 
tungen veranlasst hat), dass die Coordinaten eines der gemeinsamen 
Punkte eine der drei Gleichungen nicht identisch befriedigen, wird 
($§ 5.6.) ein Satz bewiesen, welcher die Zahl derjenigen Punktepaare 
x, « auf einer algebraischen Curve von beliebigem Geschlecht bestimmen 
lehrt, welche zugleich 2 Bedingungsgleichungen, die man zwischen 
den Coordinaten der Punkte 2 und @ angenommen hat, geniigen***). 
Diese Bedingungsgleichungen (welche iibrigens auch beide durch noch 
andere Werthepaare identisch befriedigt werden kénnen) lassen sich 


*) ,,Recherches sur l’élimination etc.“ Crelle-Borchardt, Bd. 34. 

**) Wir sehen in der Folge die Coefficienten an lediglich als Functionen der 
Coordinaten «, 6 eines allen Curven gemeinsamen Punktes, den wir kurzweg mit 
« bezeichnen (ebenso wie « einen Punkt mit den Coordinaten x, y bedeutet). 

***) Kinen geometrischen Beweis dieses Satzes und damit in Verbindung den 
eines verwandten, welcher die Ausdehnung des Correspondenzprincips von Chasles 
auf Curven von allgemeinem Geschlecht enthilt, hat der Verf. in den Gitt. Nach- 
richten vom Oct. 1871 gegeben. 
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bekanntlich fiir Curven vom Geschlecht Null in algebraische Gleichun- 
gen zwischen den den Punkten x und @ zugehérigen Parametern iiber- 
fiihren, deren Resultante sich, auch wenn gleiche Wurzeln auftreten, 
nach bekannten Regeln bestimmen lisst. 

Die entsprechende Aufgabe fiir Curven von allgemeinem Ge- 
schlecht zu lésen, ist die in § 6. gegebene Formel bestimmt. Die 
Beschriinkungen, welchen der Gebrauch derselben unterliegt, lassen 
sich am besten aus der in jenem nachfolgenden Aufsatze gegebenen 
Anwendung erkennen; sowie auch aus den Anwendungen auf die 
Theorie der Raumcurven, welche in § 7. beispielsweise aufgefiihrt sind, 
sich manches Ergiinzende ergiebt. Noch sei erwihnt, dass die dort 
erhaltenen Formeln mit den von Hrn. Zeuthen in seiner erschépfen- 
den Abhandlung ,,sur les singularités des courbes gauches“ (Annali 
di mat., ser. 2. t. III.) gegebenen iibereinstimmen. 


§ 1. 
Gegeben seien die Gleichungen von 3 Curven: 
(1) f(xy) =9, p(ry)=9, (ry) =9, 


die in der Folge dfters mit f—=0, pg = 0, » =O oder auch kurzweg 
mit f, m, w bezeichnet werden médgen. Dieselben seien von den resp. 
Ordnungen », p, q und sollen durch die Coordinaten a, B eines Punktes 
a alle 3 identisch befriedigt werden. Es ist die Bedingung zu finden, 
welche nothwendig erfiillt sein muss und hinreicht, um die Existenz 
eines weiteren gemeinsamen Punktes x (Coordinaten «, y) anzuzeigen. 
Geometrisch aufgefasst wiirde diese Bedingung den geometrischen Ort 
eines Punktes a@ geben, in welchem sich die 3 Curven /, g, w schnei- 
den miissen, damit sie noch einen weiteren gemeinschaftlichen Punkt 
besitzen. 

Die Resultante R der 3 Gleichungen (1) verschwindet unter obiger 
Voraussetzung identisch. Man bilde statt dessen die Resultante der 
3 nachfolgenden*): 


(2) f(ay)=9, p(zy)=9, y(rzy) +e.¥ (ey) =0, 
wo é eine gegen Null convergirende Grésse ist und ¥ eine beliebig 
gewihlte Function, welche in den Coordinaten x, y und a, B von der- 
selben Orduung wie yw ist. 

Diese Resultante hat alsdann die Form: 


P=RK+e.0R+&2.0PR+.--.--- 
Da & verschwindet und « gegen Null convergirt, so ist derjenige 
Theil, welcher im vorliegenden Falle die Stelle der Resultante vertritt, 
*) Dieses Verfahren wurde in den ,,Abel’schen Functionen“ von Clebsch 
und Gordan auf einen ihnlichen Fall angewendet. Vergl. auch Serret’s Héhere 
Algebra, [. Bd. 











512 A. Brut. 
der Coefficient dR der ersten Potenz von «.. Haben die 3 Curven 
einen zweiten gemeinsamen Punkt, so muss auch 6 R verschwinden. 
Umgekehrt jedoch ist das Verschwinden von 0 F nicht die nothwendige 
Bedingung fiir die Existenz eines zweiten, allen dreien gemeinsamen 
Schnittpunktes. Man kann niimlich zeigen, dass dR zwei Factoren 
besitzt, deren Verschwinden diese Bedingung nicht ausdriickt und welche 
demnach unwesentlich sind. 

Zu dem Zwecke stellen wir nach Poisson die Resultanten P in 
Form eines Produktes von irrationalen Functionen der Coefficienten dar. 

Seien 1, 2, 3,...."p—1, mp die Schnittpunkte der beiden 
Curven f und gm, von welchen der Punkt (1) der allen gemeinsame « 
sein mége. Setzt man diese der Reihe nach in y+ ¢.¥ ein und 
bildet das Produkt, so erhilt man die Resultante P in der Form: 


P=(o~+te.Vye.(¥te.V¥),.(¥Ute.W),...... (Ww +e.W¥)np- 

Vergleicht man nun die Coefficienten von ¢ in diesem und dem vorigen 

Ausdrucke fiir P, so kommt, indem man (#)¢ = 0 beriicksichtigt: 
OR = (Va. (%), -(P)s +--+ (Wap 

Man bemerkt zuniichst, dass der Factor (Y). nur dann als ganze 

Function auftritt, wenn die Coordinaten @ explicite gegeben sind, 

also bei der Darstellung als bekannt adjungirt werden kénnen. 

Der iibrig bleibende Theil von dF ist in den Coefficienten von w 
vom Grade mp — 1, in denen von f und @ resp. vom pq‘ und nq" 
Grade. (Hier wie in der Folge betrachten wir die Coefficienten der 
3 Gleichungen als Functionen der Coordinaten a, 8 des beweglichen Punk- 
tes a.) Da nun aber die reducirte Resultante, welche wir suchen, 
gegen die 3 Functionen f, m, w das gleiche Verhalten zeigen muss, 
so liegt es nahe, auf die Existenz von einem weiteren ,,speciellen Factor“ 
zu schliessen, durch welchen sich die reducirte Resultante von dR 
unterscheidet und welcher hier in den Coefficienten von » und wy je 
vom ersten Grade sein wird. Dies wird durch folgende Betrachtung 
bestiatigt. Der Punkt «, dessen Coordinaten in den 3 Curvengleichun- 
gen vorkommen, kann im Allgemeinen auf der Ebene noch jede be- 
liebige Lage haben. So oft nun fiir irgend eine solche Lage der 


Ausdruck : 
— (29 of _ om of 
(Of)a= (3 Sa ts ss)... 
y=8 
(wo der eine Index links die beiden angehingten Gleichungen rechts 
ersetzen soll) verschwindet*), stimmen in diesem Punkte entweder die 


Werthe (az), gebildet fiir die beiden Curven f und g, tiberein, oder 


*) Im Allgemeinen geschieht dies nur in der ersten Ordnung. 
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eine der beiden besitzt in diesem Punkte einen Doppelpunkt. In beiden 
Fiillen verschwindet aber einer der np — 1 letzten Factoren von dR, 
somit auch 0 selbst. In Bezug auf die Coordinaten «, B repriisentirt 
also dR = 0 eine Curve, welche alle Punkte enthilt, fiir die der obige 
Ausdruck verschwindet. (gf), ist demnach Factor von 6 R. 


Die beiden oben gefundenen Factoren von 6 kénnen nun aber 
nicht zugleich solche der reducirten Resultante sein, weil ihr Ver- 
schwinden im Allgemeinen nicht die Existenz eines weiteren gemein- 
samen Schnittpunktes der 3 Curven ausserhalb @ anzeigt. Sie sind 
somit ,,specielle“ Factoren von 0 und erst auszuscheiden, ehe man 
die reducirte Resultante erhiilt. 


Man kann jene beiden Factoren noch zu einem einzigen Ausdrucke 
zusammenziehen, welcher in Bezug auf die Coefficienten der Gleichun- 
gen (2) symmetrisch ist. 


Die Functionaldeterminante (fg Y) niimlich der Functionen /, g, ¥, 


genommen in Bezug auf homogene Coordinaten (2: == 2, ~ = y); 
3 3 


liisst sich, wenn man in dieselbe die Coordinaten a, B des gemein- 
samen Punktes statt «, y einsetzt, mit Riicksicht auf die Gleichungen 
{ (ap) =0, p(ap) —O9 so umgestalten, dass dieselbe in die beiden 
speciellen Factoren von OF zerfillt. Man hat also die Gleichung: 


OR=o.(fp¥)a, 
wo @, wie gleich gezeigt werden soll, die reducirte Resultante ist. 


° § 2. 


Es: ist noch zu beweisen, dass jener Ausdruck g, welcher in den 
Coefficienten der 3 Gleichungen f, gy, w bezw. vom Grade pq — 1, 
qn — 1, np — 1 ist, in der That die reducirte Resultante der 3 Glei- 
chungen ist. 

’ Wir fiihren statt dessen allgemein den Beweis, dass 3 Curven f, 
g, wv von der Ordnung bezw. m, p, q, welche in einem Punkte a be- 
liebig vielfache Punkte besitzen, deren Zweige sich auch gegenseitig be- 
riihren kinnen*), eine reducirte Resultante haben, welche in den Coeffi- 
cienten der 3 Gleichungen bezw. vom Grade pq —v, qn—2, np — x 
ist, wo v, a, * die Anzahl der in «a fallenden Schnittpunkte von bezw. 

yp und w, vw und f, f und @ ist. 


*) Der Verlauf der je zweien Curven gemeinsamen Bogenelemente in einem 
allen gemeinsamen Punkte « midge in der Folge als gegeben betrachtet werden, 
und zwar so, dass fiir irgend zwei in a@ sich rfach beriihrende Zweige die r ersten 
Differentialquotienten identisch iibereinstimmen, 
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Variirt man nimlich, wie dies in dem obigen besonderen Falle 
geschehen, die Coefficienten von einer der Curvengleichungen y = 0, 
indem man statt dessen wy + ¢.¥ =O schreibt, und entwickelt die 
Resultante von dieser Function und f und @ nach Potenzen von ¢, 


so verschwindet identisch R, OR, .... 0*—1!R; die Stelle der Resul- 
tante vertritt der Coefficient von é: 
vR= (a ° (x41 »(W)epe s+ (W)np » 


indem man durch Indices die Schnittpunkte von f und  bezeichnet, 
welche der Reihe nach in » + ¢¥ eingesetzt werden. Zunichst ist 
der Factor Y2 dem Begriff der reducirten Resultante fremd. Man kann 
aber auch noch andere Punkte (a, ) finden, fiir welche 6*R ver- 
schwindet, ohne dass deshalb g, f, » ausserhalb « einen weiteren Schnitt- 
punkt gemeinsam haben. Dies erfolgt niimlich immer dann, wenn ein 
weiterer Schnittpunkt von g und f nach a@ riickt, weil immer dann 
einer der np — * irrationalen Factoren von 6* R verschwindet. Man 
denke sich nun alle méglichen Ausdriicke aufgestellt, deren Verschwin- 
den aussagt, dass in den Punkt @, in welchem sich bereits x Schnitt- 
punkte von f und » befinden, ein (x + 1)'* solcher fallt. Dieselben 
sind Functionen nur noch von den Coefficienten von g und f/f, und 
endlich an Zahl. 


Wir betrachten einen solchen nicht zerfallenden Ausdruck. Da 
eine unendliche Zahl von Werthen (a, 8) zugleich diesen und den 
Ausdruck 6* R zum Verschwinden bringt,-so muss derselbe Factor von 
6*R sein. Alle Ausdriicke der geschilderten Art, welche nicht zer- 
fallen, sind demnach Factoren von 6*R.~ Es ist indess nicht immer 
leicht zu ermitteln, wie oft ein solcher Factor in 6* R auftritt. Weil 
von den np — x irrationalen Factoren von 6* R nur dann einer ver- 
schwindet, wenn entweder der entsprechende Schnittpunkt ausserhalb 
« sich befindet, in welchem Falle ~ ausser f und @ fiir diesen Punkt 
verschwindet, oder wenn der entsprechende Punkt nach a fiallt, so 
miissen, da die Punkte der letzteren Art sich zu Factoren von 6*R 
vereinigen, welche man ausscheiden kann, die Punkte der ersteren Art 
den iibrig bleibenden Factor zum Verschwinden bringen; es muss also 
eine reducirte Resultante existiren. 

Dieser Ausdruck muss von seiner Entstehungsweise unabhiingig 
sein. Ebenso, wie sich nun der Grad desselben in Bezug auf die 
Coefficienten von ~ durch Variation dieser letzteren als mp — x er- 
geben hat, so erhilt man durch Variation von p bezw. / fiir den Grad 
der Coefficienten in diesen Functionen gr — 2; pg — v. 


Diese Bemerkung gewihrt, wie wir sehen werden, bei der Auf- 
stellung der Potenz der Divisoren von 6*R einen Anhaltspunkt. 
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§ 3. 


Es mégen zuniichst fiir einige weitere Beispiele die speciellen 
Factoren ermittelt werden. 

Wenn die Curve y in dem gemeinsamen Punkte @ einen Doppel- 
punkt besitzt, so mag g variirt werden. 06? R verschwindet alsdann 
allemal, wenn die Curven w und f in @ einen weiteren Schnittpunkt 
besitzen. Nun ist aber die Gleichung: 


0—(ore— [58 Gy) + 58°C) —2a88 CIGD) 


nur dann erfiillt, wenn entweder f in @ einen Doppelpunkt besitzt, 
oder wenn f einen Zweig von @ in « berihrt. Da aber in beiden 
Fallen einer der irrationalen Factoren von 6*R verschwindet, so ist 
|pf*|. Factor von 6°R, und zwar specieller Factor. Die reducirte 
Resultante g ist demnach in den Coefficienten von /, y, w bezw. vom 
pa —2, qn—2, np — 1" Grade, wie dies auch aus dem Satz in 
§ 2. hervorgeht. 

Wenn man statt der Coefficienten von @ die von y variirt, so 
verschwindet 0 # allemal dann, wenn (/)q (s. oben § 1.) verschwindet. 
Weil aber OF alsdann nicht bloss einfach Null wird, sondern, da » 
in @ einen Doppelpunkt besitzt, auch die ersten partiellen Differential- 
quotienten von 6 J? verschwinden, wenn der Punkt a so beschaffen ist, 
dass sich » und f in a@ beriihren, so wird OR wie (fg)? Null. Die 
reducirte Resultante ist demnach darstellbar durch: 


i oR 
e= ¥.- FE 

Ueberhaupt: besitzt y in dem gemeinsamen Punkte a, durch wel- 
chen die Curven und f einfach hindurch gehen, einen xfachen Punkt, 
so variire man y. 0” # ist alsdann zu dividiren durch ¥,.(p/)%, wo 
(pf)a =O wie oben die Bedingung fiir eine Beriihrung von » und / 
in « ist. 

Wenn o und f sich in a@ beriihren, ohne dass die beiden die 
Curve w, welche einfach hindurch geht, beriihren, so transformire man 
die Gleichungen so, dass @ in den Ursprung fillt. Dann sind die 
Gleichungen von der Form: 


=xutyv; f=c(e+xy)+o; p=e@w+ xy) +o; 
wo «, ¢, ¢ Constante; wu, v beliebige ganze Functionen von x und y; 


@, @ aber solche sind, deren Glieder niedrigster Dimension in 2 und 
y von der 2'" Dimension sind. Man variire ~ und dividire durch: 





¥,?. (cw’'— we), 


wo der angehiingte Index bedeutet, dass fiir x, y 0, 0 einzusetzen ist. 
Mathematische Annalen IV. 34 
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Hiitte man gp statt ~ variirt, so wiire durch: 
®, . (ux — v),? .€ 

zu dividiren gewesen. Das Verschwinden von ¢ zeigt die Existenz 
eines Doppelpunktes von f in dem Ursprung des Coordinatensystems 
an; das Verschwinden von wx —v eine Beriihrung von ~ mit den 
beiden Curven g und /. 

Es ist in vielen Fillen nicht schwer, sich direct von der Méglich- 
keit der Ausscheidung der speciellen Factoren zu iiberzeugen. 

Beriihren sich z. B. alle 3 Curven /, 9, # in @, so transformire man 
so, dass @ in den Ursprung fillt und die Y-Axe gemeinsame Tangente 
wird. Dann haben die Gleichungen die Form: 

yp=cutyo;, p=aw+yv; f=cu'+ yo". 

Berechnet man die Werthepaare x,4,, %,y,, .-.- welche m =O und 
f= 0 gleichzeitig befriedigen (ausser = y =) und bildet das Pro- 
duct: 

































OR = (xu+ y*v), (wu + y?v),..---- 
so scheidet dasselbe den Factor y,?y,2... aus. Derselbe ist aber das 
Quadrat desjenigen Ausdrucks, dessen Verschwinden das Zusammen- 
fallen eines der Schnittpunkte 3, 4, .... mit c—y—O aussagt, 
also gleich u'v”— v'u”. 

Ueberhaupt: beriihren die Curven f, g, w in dem gemein- 
samen Punkt @, durch welchen jede einfach hindurchgeht, einander 
i punktig (¢ + 1 gemeinsame Schnittpunkte), so dass also die Differen- 
tialquotienten bis zum 7 in diesem Punkt identisch iibereinstimmen, 
so erhilt man die reducirte Resultante, indem man 0'+!R dividirt i 
durch die (¢ + 1)'° Potenz von ¥. . [pf|e, wenn [pf|lc = 0 die 
Bedingung dafiir ist, dass m und f sich in e@ (é + 1) punktig be- 
riihren. Diese Bedingung ist unter Adjunction der gemeinschaftlichen 
é ersten Differentialquotienten linear in Bezug auf die Coefficienten 
von @ und f. 


§ 4. 


Ausser dem beweglichen Punkt « mégen jetzt noch andere fest- 
liegende Punkte 4, 4, ....(Coordinaten 4;u;) den Curven /, y, y gemein- 
sam sein. Es sei zuniichst die Annahme, dass ausser einem einfachen 
Schnittpunkt @ noch ein einfacher solcher 4 gemeinsam sei. 

Man variire etwa yw. FR und OR verschwinden identisch, weil 
w, und y Null sind. Es bleibt zu untersuchen: f 

eR=Y¥,.¥%. Wy» Wy eee Ump- 
Das Produkt: (pf)a (pf), (die Bezeichnung wie in § 1.) verschwindet 
nur fiir diejenigen Werthepaare «, 6, welche so beschaffen sind, dass 
entweder g und / sich in den Punkten @ oder 4 beriihren, oder dass 
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eine derselben in einem der beiden Punkte einen Doppelpunkt besitzt. 
Allemal dann verschwindet aber auch einer der irrationalen Factoren 
von 0?#. Nur fiir das eine Werthepaar « =A, 6B =u, fiir welches 
jeder der beiden Factoren des Productes P verschwindet, ist es nicht 
immer unmittelbar ersichtlich, dass 6? von derselben Ordnung wie 
P za Null wird*). Indess muss dies, wenn @ frei beweglich ist, um 
deswillen der Fall sein, weil 2 Curven nicht in allen bis auf einen 
Punkt iibereinstimmen kénnen. Die Division mit P ist demnach aus- 
fiihrbar. 

Diese Schliisse lassen sich auf den allgemeineren Fall iibertragen, 
dass die 3 Curven ausser in dem variabeln Punkt @ noch in mehreren 
festen Punkten 4,4, ... mehrfache Punkte mit sich beriihrenden Zweigen 
besitzen. Die auszuscheidenden Factoren sind dieselben, als ob bloss 
jeder der gemeinsamen Punkte allein vorhanden wiire. 

Wenn dagegen «a nicht frei beweglich ist, sondern z. L. auf einer 
Curve zu bleiben gezwungen ist, so ist der obige Schluss nicht mehr 
zutreffend; man muss alsdann eine direkte Untersuchung dariiber an- 
stellen, ob 0°R fiir a= A;, 6 =u; ebenso oft verschwindet, wie die- 
jenigen Ausdriicke, welche zu speciellen Factoren werden, wenn dies 
stattfindet**). Auf diesen Fall kommen wir weiter unten zuriick. 

Hat man nun 3 Curven gegeben, deren Gleichungen: 

p(t, @)=0 q(x, a) =0 rw, a) =0, 
sowohl die Coordinaten des Punktes a (bezw. in der p’., q’., r. Ordnung), 
wie die des Punktes x (bezw. in der p’, q’, 7’ Ordnung) enthalten. Die- 
selben mdgen in dem frei beweglichen Punkt @ bezw. einen b, ¢, ° 
dfachen Pnnkt besitzen, und ausserdem noch alle drei durch gewisse 
feste Punkte der Ebene 4,, 4,, .... beliebig oft hindurchgehen. 
Schneiden sich q und ¢ ausser in diesen festen Punkten noch in « 
Punkten (von welchen ¢.d in den Punkt «@ fallen), » und p noch in 
v, p und q noch in w Punkten, von welchen bezw. d.b, b.c¢ in a@ 


*) Wenn 4 in den Ursprung verlegt wird, so hat im Allgemeinen eine Curven- 
gleichung, welche sowohl fir « = 1, wie fiir « = « je einfach identisch ver- 
schwindet, die Form: 

(wax + vy) (a — a) + (px + ay) (y — B) + (Ba —ay)r=0, 
wo pquvr Functionen von x und « sind. Diese Curve hat aber fiir «= a= 0, 
y = 6 = 0 einen Doppelpunkt. Wenn dies fiir f, my, w gleichzeitig eintritt, so fillt 
ein vierfacher Punkt von 6?R = 0 in « =A, 
**) Ist z. B. ao =14=0, und w= 0, dagegen 6 von Null verschieden, so re- 
priisentirt die Gleichung: 


vy(y— 8) +cu=0 
einen solchen Ausnahmefall. Sind g und f von dieser Form, so muss aus dem 
Product P (s. oben) erst der Factor @ ausgesondert werden, che die Division 
von 6? ausfiihrbar wird. 


34* 
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fallen, so soll der Grad derjenigen Curve bestimmt werden, welche 
der Punkt « beschreiben muss, damit sich die 3 Curven in noch einem 
weiteren ausserhalb « gelegenen Punkte x schneiden. Wir bediirfen bei 
Aufstellung dieser Zah] noch der Kenntniss des Grades der Curve, 
auf welcher sich @ immer und nur dann befindet, wenn die Curven 
q und r noch einen weiteren Schnittpunkt ausser jenen « in dem 
Punkt «@ besitzen. Sei dieser Grad 2; x und @ die entsprechenden 
fiir r und p, p und q. Man variire zuniichst die Coefficienten von 
einer der 3 Gleichungen, z. B. von p. Die Coefficienten der niedrig- 
sten Potenzen von ¢ mégen verschwinden bis zu 6*R. Alsdann liisst 
sich ein Produkt P von (speciellen) Factoren bilden (jeder Factor ge- 
schrieben in den Coordinaten eines der Allen gemeinsamen Punkte), 
dessen Verschwinden die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir ist, dass q und r in einem der gemeinsamen Punkte a, 4,, 4,,.... 
einen weiteren Schnittpunkt ausser den bereits vorhandenen besitzt. 
Dieses Produkt ist Factor von 6*R, nach dessen Wegheben die redu- 
cirte Resultante bleibt, deren Grad in den Coordinaten a, 6 gesucht 
wird. Nach Ausscheidung desjenigen Theils von P, welcher von den 
Punkten 4,, 4,, ... herriihrt, aus d*R bleibt ein Ausdruck, welcher 
(nach § 2.) in den Coefficienten von p, g, + bezw. vom Grad wu, », 
w ist. Derjenige Theil von P, welcher von dem Punkt «@ herriihrt, 
besteht wieder aus zwei Factoren, deren einer die c.d'* Potenz des 
variirten p ist, und somit in den Coordinaten « .6 von der c.d. (p’+ p)'" 
Ordnung ist, deren anderer eine b’ Potenz ist (§ 3.), und eine Re- 
duction in Bezug auf die Coordinaten a, 6 veranlasst =). 2. Somit 
ist die Ordnung derjenigen Curve, auf welcher sich der Punkt « bewegen 
muss, damit die 3 Curven p, q, ¥ einen weiteren Schnittpunkt ausser- 
halb «@ gemeinsam haben: 


=u.ptv.gd+w.r—e.d.(p+p)—b.x2*). 


g 5. 


Den vorstehenden Betrachtungen lassen sich ganz analoge an die 
Seite stellen , welche sich auf einen Fall von allgemeinerem Interesse be- 
ziehen, dass ndimlich eine der drei Curvengleichungen nicht identisch durch 
die Coordinaten des gemeinsamen Punktes a befriedigt wird, dieselben 
vielmehr gar nicht enthdlt. Man hat sich alsdann « nicht mehr ganz 
willkihrlich, sondern’ auf jener Curve beweglich vorzustellen. Sei 
{(«) = 0 die Gleichung derselben, p(x, a) = 0 q(x, a) =O die der 


*) Durch cyclische Vertauschung erhiilt man zwei neue Formeln fiir dieselbe 
Zahl, welche zu den merkwiirdigen Relationen Veranlassung geben: 


e.d.(ptp)+b.2=d.b.qqtqjyte.x4=b.¢c.(7r4+ro4+d.o. 
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beiden anderen Curven. Variirt man die Coefficienten von p z. B., 
und verschwinden etwa die x — 2 ersten Glieder der Entwicklung der 
Resultante nach ¢ identisch, das x — 1'° Glied unter Zuziehung der 
Gleichung f(@) 0, so ist das x'* Glied 6*R nun nicht mehr nach 
seinem Grad in Bezug auf « zu betrachten, sondern nach der Zahl 
derjenigen Coordinatenpaare «, 6, durch welche sowohl 6*R = 0 als 
auch f= 0 befriedigt werden, welche jedoch weder zu singuliren 
Punkten von f noch zu solchen Punkten 4 gehéren, welche von vorn- 
herein als den 3 Curven gemeinschaftlich angenommen werden. Solche 
Schnittpunkte wollen wir in der Folge zum Unterschied von den ,,festen“ 
Punkten (niimlich den singuliren und jenen Punkten 2) kurzweg_,,freie“ 
nennen. Ks sollen nun diejenigen freien Schnittpunkte « von d*R = 0 
mit f= 0 gefunden werden, in welchen sich p und q schneiden miissen, 
wenn diese beiden Curven noch einen weiteren Schnittpunkt x auf 
f = 0, welcher nicht in jenen fallt, besitzen sollen. 

Wir haben analog dem friiheren Fall aus der Zahl siimmtlicher 
freien Schnittpunkte diejenigen auszuscheiden, welche einen in die 
singuliren und festen Punkte 4 oder nach @ selbst zuriick fallenden 
weiteren Schnittpunkt liefern wiirden. Diese Punkte sind nun aber 
diejenigen, welche ein dem im vorstehenden § erwihnten Produkt P 
entsprechend gebildetes Produkt von speciellen Factoren, gleich Null 
gesetzt, in Verbindung mit f = 0, liefern. Dies ergiebt sich aus 
folgender Betrachtung. 

Wir fiihren den vorliegenden Fall auf den friiher behandelten, wo 
alle 3 Gleichungen identisch befriedigt werden, zuriick, wenn wir fiir 
{(~) =0 die Gleichung substituiren: 

Q(x, a) = f(x). (x) . w(a) — f(a). F(a). w(x) = 0, 

wo w(x) =O eine durch alle festen Punkte ebenso oft wie f selbst 
hindurchgehende Curve ist; #(~) = 0 eine beliebige Curve von so- 
hohem Grad, dass #(x) . f(#) von demselben Grad wie w(x) ist. Jene 
Curve Q hat in allen gemeinsamen Punkten @ und 4 dieselbe Viel- 
fachheit, wie f selbst. Thre Gleichung zerfillt, wenn « ein Punkt auf 
f ist, in ein Produkt von 3 Gleichungen, deren eine f= 0 ist. Man 
denke sich wieder p variirt, und die Coordinaten der Schnittpunkte 
von g und Q in p+ eP=O eingesetzt. Bezeichnet man mit 6*Ro 
das erste nicht verschwindende Glied in der Entwicklung dieser Re- 
sultante nach «, mit é*R, das entsprechende fiir die Resultante von 
p+eP=0, f=0, ¢=0 (gebildet unter Zuziehung der Gleichung 
f(@) = 0), so ist d*Rg von der Form: 


O*R,. Rg . o' (a) + f(a). M, 


wo Rg die Resultante von #, p, q ist, s eine ganze Zahl. 
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Das Produkt Pg von speciellen Factoren, welches nach Friiherem 
in 6*Re als Factor enthalten ist, hat die Form: 

P,. #(a) . oF (a) + fla). N, 

wo P; das entsprechende Produkt von speciellen Factoren, gebildet 
unter Zuziehung von f(a) = 0 fiir q und f, statt g und Q, ist, ¢ und 
ry ganze Zahlen. Denn qg und Q haben, im Fall « auf / liegt, nur 
dann in einem der gemeinsamen Punkte einen weiteren Schnittpunkt 
gemeinsam, wenn entweder @(a«) oder wenn #(«) verschwindet, oder 
endlich, wenn f und q einen weiteren gemeinsamen Punkt in den ange- 
nommenen besitzen. Fiir irgend einen Punkt a@ auf f, fiir welchen 
P, . #(@) verschwindet, muss nun aber 0*R; . @'—'(a) . Rs mindestens 
in derselben Ordnung verschwinden, weil sonst jene Division nicht 
ausfiihrbar ware. Die freien Schnittpunkte von P;=0 mit f(a) = 0 
kénnen nun aber von jenen Factoren nur 6*R,; zum Verschwinden 
bringen, denn wenn der Punkt @ so gelegen ist, dass g und f in 
einem Punkte 4 oder in @ einen weiteren Schnittpunkt besitzen, so 
verschwindet, wenn «@ ,,frei‘‘ ist, im Allgemeinen weder w(a) noch 
die Resultante Rs. Hiermit ist aber unsere Behauptung erwiesen. 

Von einer Ausfiihrung der Division 6*R; durch P,; kann im vor- 
liegenden Fall nicht die Rede sein. In welcher Weise dieselbe unter 
Adjunction der Gleichung f(«@) 0 geschehen kann, geht aus dem 
Vorstehenden hervor. 

§ 6. 

Wir gehen nun dazu iiber, den in § 4. aufgestellten Satz auf den 
vorliegenden Fall zu iibertragen. Wir nehmen an, dass die Curven p, 
q ausser in gewissen festen Punkten 4 (die auchsingulire Punkte von 
f sein kénnen), in welchen sie die Curve f beliebig oft schneiden und 
beriihren mégen, in einem auf f beweglichen Punkt « bezw. einen b 
und ¢ fachen Punkt besitzen. Vermége der Gleichung p—0O migen 
einem Punkt « p, freie Punkte @ und einem Punkt a@ p, freie Punkte 
x entsprechen, von welchen je b nach x bezw. @ zuriickfallen. Sei 
ferner P die Zahl derjenigen freien Punkte « auf f, welchen der ver- 
modge der Gleichung p = 0 entsprechende Punkt x unendlich nahe ge- 
legen ist, also die Zahl der Lésungen der Gleichungen: 

{(4) =0 P(%, @)a—x = 9, 
wo «=< die benachbarte Lage andeuten soll. g,, q., Q seien die 
entsprechenden Zahlen fiir die Gleichung g = 0. Um alsdann die Zahl 
der freien Punkte « auf f zu finden, in welchen sich p und q schneiden 
miissen, damit sie noch einen weiteren von a verschiedenen Schnitt- 
punkt « auf f besitzen, hat man von der Zahl der freien Schnittpunkte 
von 3” R, die der freien Schnittpunkte von P; abzuziehen. Man erhilt 
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diese Zahl durch die gleichen Betrachtungen, wie im vorigen §, nur 
dass iiberall statt ,,Grad in Bezug auf die Coordinaten von «“ zu setzen 
ist: ,,Zahl der freien Schnittpunkte mit f“, d. h. statt p’, q’ bezw. 
p, und qg,, sowie statt p, q bezw. p,, gq, Setzt man ferner in der 
Schlussformel des vorigen § * = 0, d=1, u=q,, v= p,, und 
nimmt P, Q (an Stelle von x, x) in der oben definirten Bedeutung, so 
erhilt man als die gesuchte Zahl von Schnittpunkten: 


G2 P; + Po — (Pi + Pr) — OQ 


I 

) = Pi (G2.— +) + P2 (Us — ©) — OQ, 
oder auch, durch Vertauschung: 

(1*) = 4 (P, — 6) + (py, — 6) — cP. 


Das vorstehende Resultat mége noch einmal kurz in Form eines Satzes 
ausgesprochen werden. Wir wollen zunichst eine Ausdrucksweise er- 
liutern, deren wir uns bedienen werden. 

Einem Punkt x einer Curve f von beliebigem Geschlecht ,,entspricht“ 
eine Anzahl von Punkten « auf derselben, und umgekehrt, wenn 
zwischen « und « eine solche Beziehung besteht, dass zu jeder Lage 
des Punktes x eine Curve gehdért, deren Schnittpunkte mit f die a 
sind und umgekehrt. Von jenen Schnittpunkten « kénnen einige in 
singulire oder sonstwie ausgezeichnete Punkte der Curve / fallen, 
welche nicht. mitgezihlt werden diirfen. Wir haben im Gegensatz zu 
diesen ,,festen“‘ jene anderen Punkte ,,freie“ genannt. Von diesen 
freien werden indess noch einige nach x selbst zuriickfallen, wenn jene 
Curve in «# einen ein- oder mehrfachen Punkt besitzt. 

Handelt es sich nun darum, die Zahl derjenigen Punktepaare auf 
einer beliebigen algebraischen Curve f zu finden, welche zugleich zwei 
Bedingungen geniigen, so bedarf es der Aufstellung folgender Daten: 
Entsprechen vermége der einen Bedingung jedem Punkt x von f p, 
»{freie* Punkte @, und einem Punkt «@ p, ,,freie“ Punkte x, von 
welchen indess noch je ) nach «x, bezw. a, zuriickfallen (s. oben); 
entsprechen ferner vermége der anderen Beziehung jedem x q,'(=¢, —c) 
freie Punkte @, jedem Punkt @ q,'(= q, — ¢) freie Punkte x, von 
denen je keiner mehr nach «, bezw. @, zuriickfillt, giebt es ferner 
@ Punkte, in welchen die vermége der letzten Bezichung sich entspre- 
chenden Punktepaare x, @ zusammenfallen, so ist die Zahl der freien 
Punktepaare, welche beiden Bedingungen geniigen: 


(I>) = Pid, + P24 —b.Q. 
Unter den Paaren x, « von Punkten auf /, welche den beiden aufge- 
stellten Bedingungsgleichungen geniigen, und welche demgemiiss in 
den Formeln (I) und (I*) inbegriffen sind, kénnen sich indess immer 
noch solche befinden, welche einander unendlich benachbart sind. Diese 
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sind in jedem Fall besonders zu ermitteln und auszuscheiden, insofern 
dieselben als uneigentliche Lésungen angesehen werden. So _insbe- 
sondere kann es vorkommen, dass in die singuliiren Punkte von f 
mehr Punktepaare z, a fallen, als im Vorstehenden durch Aufstellung 
des Produkts P und durch Abrechnung der in solche Punkte fallenden 
Verschwindungspunkte der Coefficienten von p und q beriicksichtigt 
worden sind*). 

Unter Beriicksichtigung dieser Beschriinkung (welche in den An- 
wendungen sich meistens leichter beseitigen lisst, als es scheinen kénute) 
erhalt man durch die Formel (1) die Zahl der ,freien* Punktepaare auf 
einer Curve von beliebigem Geschlecht, welche Zugleich zweien Bedingungs- 
gleichungen geniigen. 

Der Charakter und die Bedeutung des vorstehenden Satzes tritt 
besonders deutlich hervor, wenn man denselben auf den speciellen 
Fall anwendet, dass die gegebene Curve f= 0 eine gerade Linie 
y = 0 ist. Setzt man in p(x, «) —0, g(a, ec) = 0, y=0, B=O, 
so erhaélt man 2 algebraische Gleichungen fiir x, welche (unter Bei- 
behaltung der friiheren Bezeichnungen) den Factor « — a bezw. b fach 
und ¢fach besitzen, desgleichen je eine Anzahl von Factoren von der 
Form 2 — A, welche festen Punkten 4 auf der Geraden entsprechen. 
Die Elimination von x ergiebt, nachdem jene Factoren ausgeschieden, 
eine Gleichung in « vom Grade: (p, — b)(q, — ce) + (p, — 6) (q, — ©). 
Diese Zahl stimmt mit (I) fiir den besonderen Fall iiberein. Im all- 
gemeinen Fall ist diese Ausscheidung an den Gleichungen selbst un- 
mdglich; selbst aus der Resultante lassen sich die speciellen Factoren 
nicht herausheben, wenn f= 0 nicht identisch durch x =a, y= 6 
erfiillt wird. Die Formel (1) ist also die Verallgemeinerung des be- 
kannten Ausdrucks fiir den Grad der Resultante von 2 Gleichungen mit 
2 Variabeln auf den Fall zweier Gleichungen mit 2 Paaren von Va- 
riabeln, fiir deren Jedes noch eine weitere (dieselbe) Gleichwng besteht. 


§ 7. 
Anwendung auf Raumcurven. 


Den hauptsiichlichsten Gebrauch von der im vorstehenden § be- 
wiesenen Formel findet man in dem nachfolgenden Aufsatz iiber Be- 
rihrungsprobleme gemacht. Auch beziiglich der Anwendung auf die 


*) Sind z. B. p und q beide von der Form: g(x) w(a«) — w(x) p(a) = 0, und 
hat f(#) = 0 in einem Punkte d einen Doppelpunkt, durch welchen g(x) = 0 
w(x) =0 nicht hindurchgeht, so verschwindet dR, wenn « nach d riickt, ohne 
dass p oder q fiir eine allgemeine Lage von « durch d hindurch gehen. 
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Theorie der Raumcurven, die im Folgenden an einigen Beispielen ge- 
geben werden soll, sei es erlaubt, auf einige in jenem Aufsatz zu 
erweisende Resultate, bei Uebereinstimmung mit der dortigen Bezeich- 
nung, Bezug zu nehmen. So insbesondere auf die geometrischen An- 
wendungen, woraus hervorgeht, dass eine Uebertragung von solchen 
Formeln auf lineare Gebilde von beliebig vielen Dimensionen gestattet 
ist, welche gewissermassen eine bei eindeutiger Transformation invariable 
Beziehung zwischen den Punktepaaren x, a aussagen. Ebenso wie dort 
in II. § 2. Note schliesst man auch allgemein, dass wenn nicht wirkliche 
Doppelpunkte oder Riickkehrpunkte der Raumcurve vorhanden sind, 
die oben (§ 6.) erwiihnte Beschrinkung der Formel (1) meist ganz 
wegfallt. 

Es ist die Zahl (M,, 2) derjenigen Tangenten einer Rawmeurve zu 
bestimmen, welche ausser in dem Beriihrungspunkt die Curve in noch 
einem anderen Punkt treffen. Man projicire die Raumcurve (Grad Y, 
Geschlecht p) von einem Punkt A aus auf eine Ebene; jedem Punkt 
« der Raumcurve = ein solcher der ebenen Curve, von welchem 
aus sich 2M + 2p — 2 = N, Tangenten an die letatere legen lassen, 
wenn man die vole in a@ selbst fallenden Tangenten mitzihlt. Sei 
x ein Punkt der Raumeurve, dem ein Beriihrungspunkt einer jener 
Tangenten in der ebenen Curve entspricht. EKinem solchen entsprechen 
riickwiirts, mit Eimrechnung der 2 in « selbst fallenden Punkte, 
Punkte «. Dass ein Punkt x mit einem Punkt « zusammenfillt, iennet 
so vielmal vor, als die ebene Curve Wendepunkte hat, niimlich N, mal, 
wenn N,=—3M-+ 6p —6 ist. Die zwischen den Punkten x und @ 
bestehende Beziehung wird demnach durch eine Gleichung charak- 
terisirt, fiir welche die in den §§ 5., 6. niher definirten Zahlen p,, 
Po, 6, P die folgenden Werthe besitzen: 

D=M ; m=, 3 b=2 5 P=N;. 
Nimmt man zum Centrum der Projection statt des Punktes A einen 
anderen Punkt B, so entsprechen einem Punkt « in derselben Weise 
im Allgemeinen andere Punkte x Aber die Beziehung zwischen 
x und « wird wieder dieselbe Form haben, so dass fiir die entsprechende 
Gleichung die zugehérigen Zahlen dieselben Werthe besitzen, namlich: 

H=M 3 MR=—N 5; c=2 35 Q=N;. 
Das Werthepaar x, a, welches den singuliiren Tangenten, die in noch 
einem Punkt schneiden, entspricht, wird den beiden obigen Gleichungen 
gleichzeitig geniigen. Man suche demnach die gemeinsamen Lésungen 
nach §§ 5., 6. Die Zahl derselben ist nach Formel (I): 

M (N, — 2) + N,(M — 2) — 2N,. 

Unter diesen befinden sich indess noch diejenigen Punktepaare , welche 
in die Tangentialebenen, die man von der Verbindungslinie AB aus 











524 A. Brit. 








































an die Curve legen kann, fallen und uneigentlichen Lésungen ent- 
sprechen. Die Zahl dieser Paare ist: 
N,(M — 2). 

Man hat demnach: 

M,,2 = M(N, — 2) —2N, 

== 2(M — 2) (M — 3) + 2p(M— 6). 

Dieselbe Zahl ist im nachfolgenden Aufsatz mit Riicksicht auch auf 
etwa vorhandene Riickkehrpunkte der Raumcurve aufgestellt. Durch dua- 
listische Vertauschung von M mit N, und B, der Zahl der Riickkehr- 
punkte, mit N, = 4M -+ 12p — 12, der Zahl der Wendungsberiihr- 
ebenen, erhilt man aus jener Formel die folgende (wo wieder B = 0 
gesetzt ist): 

Mi, 2 = 6(M — 3) (M — 4) + 18p(M — 4) + 12p(p — 1) 
fiir die Zahl der Tangenten der Raumcurve, welche in die Schmiegungs- 
ebene eines anderen Punktes fallen. 

A) Zu einem Punkt « der Raumcurve gehéren bekanntlich: 

v = (M — 2) (M— 3) — 2p 
Punkte «, welche auf einer dreifach schneidenden Sehne liegen, die 
durch x geht. Ferner giebt es M,,2 (s. oben) Punkte x, mit welchen 
die so entsprechenden Punkte @ zusammenfallen. 

Die Gleichung q(x, «)=0, welche jene Beziehung zwischen x 
und « ausdriickt, besitzt folgende ,,zugehdrige‘‘ Zahlen (§ 6.): 

(A) q—e¢=@—cec=v; V=—=M>. 
Die Zahl ¢ giebt an, wie vielfach der Punkt der Curve g(x, a) =0 
fiir «=a ist. Wir werden dies unten indirect ermitteln. 

B) Durch die Tangente eines Punktes x der Raumcurve kann 
man N, — 4 (s. oben) Tangentialebenen an die Curve legen, welche 
in Punkten @ beriihren, deren keiner im Allgemeinen nach « fallt. 
Die zugehérigen Zahlen zu dieser Beziehung p(x, a) = 0 sind: 

(B) P= P,=N,; b=4; P=N,. 

Um nun die Zahl derjenigen Punktepaare x, « zu erhalten, welche auf 
dreifach schneidenden Sehnen einer Raumeurve liegen und fiir welche 
die zugehirigen Curvenelemente in einer Ebene liegen, hat man vermége 
Forme! (I): 

2uN, —4 M,, 2 

als Zahl der gemeinsamen Liésungen der Gleichungen p(x, «) = 0 
und g(x, «) = 0. Unter derselben befinden sich jedoch M,,, uneigent- 
liche Lésungen, welche den beiden Bedingungen geniigen, nur so, 
dass die Punkte x, « einander unendlich nahe liegen. Zihlt man 
diese Zahl doppelt (den beiden Beriihrungspunkten entsprechend) ab, 
so erhalt man: 
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2uN, —6M,,2 
Punkte xz, «, also halb so viel Punktepaare. 
Den Werth fiir ¢, und somit fiir gq, =, bestimmt man, indem 
man die Formeln (I) und (I*) in § 6. einander gleichsetzt. Man erhilt 
die auch sonst sehr wichtige Relation: 


(T°) b{Y—2(q—oO} =c{P—2(p—Dd)}. 

Hieraus erhilt man aber, nach Einsetzung der Werthe fiir }, etc.: 
c= M—4, 

(A*) d= % = M’—4M+2—2p. 


C) Von einem Punkt « der Curve kann man N, Schmiegungs- 
ebenen an dieselbe legen, von welchen 3 nach wx selbst fallen. Jedem 
Schmiegungspunkt « entsprechen umgekehrt M Schnittpunkte, von 
welchen 3 nach «@ fallen. Die Zahl der Fille, wo « mit x zusammen- 
fillt, ist gleich der Zahl N, der Wendungsberiihrebenen. Daher sind 
die zugehérigen Zahlen: 

(C) p=M ; p=—N;, 3 b=3 5 P=. 

Man soll die Zahl der Geraden angeben, welche die Raumcurve in 
3 Punkten schneiden, deren einer in der Schmiegungsebene eines der 
beiden anderen liegt. 

Man erhilt die Zahl der gemeinsamen Lésungen der durch die 
Formeln (A) und (C) charakterisirten Gleichungen (unter welchen sich 
auch die gesuchten Punktepaare befinden) aus Formel (I): 

= (M+ N,).v—3.M,2. 
Unter diesen gemeinsamen Liésungen befinden sich aber die M;, 2 Schnitt- 
punkte der singuliren Tangenten. Zihlt man diese doppelt (den beiden 
Beriihrungspunkten entsprechend) ab, so ist die Hilfte der Differenz 
gleich der gesuchten Zahl: 


(7) = 5 (M+ N)—F5M,: 
= 2(M — 2) (M — 3) (M --- 4) + 8p (IP — 8M + 18) — 6p’. 

D) Durch einen Punkt x der Curve lassen sich N, — 3 Schmie- 
gungsebenen an dieselbe legen. In jeder befinden sich noch M— 4 
Punkte «@, welche weder mit « zusammen noch in den Schmiegungs- 
punkt fallen. Zwischen den Punkten x und a besteht also eine Be- 
ziehung, welche fiir einen gegebenen Punkt 2 (M — 4) (N; — 3) 
Punkte «, die nicht mit 2 zusammenfallen, ergiebt, und umgekehrt 
ebensoviele. 

Die Zahl der zusammenfallenden Paare w, « ist Ni,2 (s. oben). 
Die Gleichung ist also charakterisirt durch die Zahlen: 


(D)  p—b=p,—b=(M—4)(N;—3); P=M,. 


Die den beiden Bedingungen, welche unter (D) und (A) aufgestellt 
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sind, geniigenden Punktepaare liegen in Schmiegungsebenen, in welchen 
sich dreifach schneidende Sehnen befinden. Die Zahl derselben ist mit 
Riicksicht auf die Formel (A*): 

2(p, — 6) (1 —°) —¢e(P—2(p, — b)) 
= 2(M — 4) (N; — 3) v — (M — 4) (Mi,2 — 2(M — 4) (N, — 3)) 
== 6(M — 4) [((M — 2) (M — 3)? + p(2 M* — 13M + 24) — 6p’|. 
Unter diesen befinden sich die Punktepaare auf den oben bereits ge- 
zihlten Sehnen, welche durch den zugehérigen Schmiegungspunkt selbst 
hindurch gehen. (Vergl. (C), Formel (y)). 

Zahit man den Ausdruck (y) sechsfach von der obigen Zahl ab, 
so bleibt die Zahl derjenigen dreifach schneidenden Sehnen, welche durch 
den Schmiegungspunkt einer Schmiegungsebene, in welcher sie legen, 
nicht hindurch gehen. Man erhalt durch Zusammenziehen: 

6 (M — 5) [(M — 2) (M — 3) (M — 4) — 2p(M*— 7M + 15) — 6p?} 
deren 6. Theil die Zahl jener Sehnen angiebt. Endlich lassen sich die 

- Einzelwerthe von b und p, = p,, welche die Formeln (D) vervollstin- 
digen, durch Anwendung der Formel (I) wie oben finden. 

Es wiire leicht, die Zahl dieser Beispiele aus der Theorie der 
Raumeurven zu vermehren. Auch auf die Theorie der windschiefen 
Flaichen gestattet der Satz des § 6. eine fruchtbare Anwendung. Indess 
wiirde ein niiheres Eingehen hierauf die Grenzen dieses einleitenden 
Aufsatzes iiberschreiten. 


Darmstadt, im Juli 1871. 
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Von A. Brint in Darmsrapt. 


Im 66. Band des Journals Crelle-Borchardt hat Herr Jon- 
quieres die Zahl derjenigen Curven eines Biischels (,, Biischel‘ im 
weiteren Sinne genommen) bestimmt, welche eine gegebene Curve in 
einem Punkte », punktig, in einem anderen », punktig u. s. w. be- 
riihren (in bezw. n, + 1, »,-+ 1, ete. aufeinander folgenden Punkten 
treffen). Er geht dabei aus von dem besonderen Fall, dass die ge- 
gebene Curve vom Geschlecht Null ist, somit die Anwendung des 
Chasles’schen Correspondenzsatzes vertragt. Eine Bemerkung iiber 
den Einfluss, welchen Doppelpunkte der gegebenen Curve auf die er- 
haltenen Zahlen ausiiben, fiihrt ihn zur Aufstellung einer eleganten 
Formel fiir allgemeine Curven. Dieselbe wurde von Herrn Cayley 
auf anderem Wege bewiesen und auf den Fall einer Curve mit Riick- 
kehrpunkten ausgedehnt**). Herr Cayley bedient sich hierbei einer 
Methode, welche von ihm bereits mehrfach erfolgreich angewendet 
worden ist: er stellt gewisse Functionalgleichungen auf, welche durch 
einen Riickschluss von zerfallenden auf nichtzerfallende Curven gelést 
werden. 

Eine rein algebraische Behandlung ist, soviel ich weiss, bisher 
dem Probleme nicht zu Theil geworden. Es kann nun in dieser Hin- 
sicht nicht die Aufgabe sein, diejenigen simultanen Covarianten des 
Biischels und der gegebenen Curven, welche in den gesuchten Be- 
riihrungspunkten derselben verschwinden, wirklich aufzustellen und 
auszurechnen. Denn schon in den einfachsten Fallen scheinen diese 
Covarianten eine nicht leicht zu iibersehende Form zu haben***), 

Dagegen scheint es von Interesse, solche algebraische Methoden 
aufzusuchen, welche jene synthetischen Methoden, die sich bei der 


*) Der nachfolgende Aufsatz ist die weitere Ausfiihrung und Erginzung einer 
in den Gidttinger Nachrichten vom Dec. 1870 veréffentlichten Note des Verf. 
**) Philos. Transact. London. Vol. 158. 
***) Vergl. einen Aufsatz des Verf. in diesem Journal, Bd. 3. 8. 459. Eine 
solche Covariante ist dort mit L bezeichuet. 
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Behandlung von Problemen der genannten Art so férderlich erweisen, 
einigermassen zu ersetzen geeignet sind. Im Nachstehenden wurde 
dies fiir die einfachsten Fille versucht: Curven, welche die gegebene 
1. an einer Stelle, 2. an zwei verschiedenen Stellen mehrfach beriihren. 
Insbesondere die algebraische Behandlung des zweiten Problems fiihrte 
zu einigen, wie ich glaube, neuen Beitrigen zur Theorie der Elimination 
iiberhaupt, welche im voranstehenden Aufsatze zusammengestellt sind, 
und im II. Abschnitt des vorliegenden mehrfache Anwendung finden. 
Das erste Problem (I. Abschnitt) ist durch ein niiheres Eingehen auf 
gewisse Eigenschaften der dabei auftretenden Covarianten (Ay) und 
anderer damit verwandten Covarianten (®), welche den einzelnen 
Curven des Biischels gegeniiber ein ‘ihnliches Verhalten zeigen, wie 
Liniencoordinaten gegen Punktcoordinaten, gelést worden. Zugleich 
wurde der Grad jener Covarianten in den Variabeln aufgestellt. 


:. 


* Ueber die Curven eines Biischels, welche eine gegebene Curve an einer 
Stelle » punktig berihren. 


$1. 
Einleitung. 


Wir beginnen mit Betrachtungen, welche den eingeschlagenen 
Weg in geometrischer Form zu veranschaulichen geeignet sind. 

Auf einer Ebene e befinde sich ein Curvenbiischel g von Curven 
s‘* Ordnung mit r willkiirlichen Parametern, welche linear aber nicht 
homogen auftreten. 

Ist r = 1, so entspricht dem Biischel m jedes beliebige Strahlen- 
biischel eindeutig. 

Fiir » = 2 kann man der Ebene e eine andere FE zuordnen, deren 
Gerade den Curven von @ eindeutig entsprechen. Liner beliebigen 
Curve f auf e, welche von der m'" Ordnung, vom Geschlecht p sein 
moége und durch 6 Basispunkte des Biischels @ einfach, durch t eben- 
solehe doppelt hindurchgehen midge, entspricht alsdann eine Curve J’ 
auf EF, deren Geschlecht wiederum p und deren Grad WM gleich ist der 
Anzahl der Schnittpunkte einer Geraden mit F’, also gleich der Anzahl 
der ,, beweglichen“, d. h. mit der Curve f sich indernden Schnittpunkte 
einer Curve aus dem Biischel » mit /. : 

Denn Schnittpunkten von Curven auf ¢ entsprechen im Allge- 
meinen soleche auf EK, wenn dieselben nicht in die Basispunkte des 

‘ Biischels fallen*). Hiernach ist: 





*) Vergl. Cremona, sulle trasformazione delle curve piane, Accad. Bologna. 
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(1) . M=m.s—6—2r. 
Einer Tangente von F' entspricht eine Curve von g, welche / be- 
riihrt; und die bekannte Anzahl der Tangenten von einem Punkte in E 
an die Curve F: 
(2) N,=2(M+p—1)—8 
(wo B die Zahl der Riickkehrpunkte von / ist, denen im Allgemeinen 
ebensolche von I’ entsprechen) ist zugleich der Ausdruck fiir die Zahl 
derjenigen Curven von op, welche { einfach beriihren. Die Curve f be- 
sitzt im Allgemeinen Wendepunkte; sei a, die Zahl derselben. Diese 
liisst sich ermitteln durch dualistische Umkehr der Formel (2) in: 
M=2(N,+ p—1)—a, 
und Elimination von N, aus beiden. Man findet: 
a, = 3(M + 2p — 2) — 28. 


Diese Zahl giebt nun aber auch zugleich die Anzahl derjenigen Curven 
gp an, welche f zweipunktig beriihren (in 3 aufeinanderfolgenden Punkten 
schneiden). Denn diese Curven sind es, welchen die Wendetangenten 
von F' eindeutig entsprechen. 

Ist die Zahl ry der Parameter von g gleich 3, so entspricht der 
Ebene e eine krumme Oberfliiche*), der Curve f eine Curve doppelter 
Kriimmung auf derselben, deren Ordnung immer noch durch die Formel 
(1) dargestellt wird, wenn die Bezeichnungen im Uebrigen beibehalten 
werden. Den Schmiegungsebenen der letzteren entsprechen zweipunktig 
beriihrende Curven g, den Riickkehrpunkten Riickkehrpunkte, den (c,) 
Wendungsberiihrebenen die dreipunktig beriihrenden Curven g. Die 
Zahl der Schmiegungsebenen, welche man von einem beliebigen Punkte 
der Fliche an die Raumecurve legen kann, und welche wir, in Ueber- 
einstimmung mit der oben eingefiihrten Bezeichnung, N, nennen wollen, 
ist demnach gleich der oben gefundenen Zahl «,. Man hat so: 


(3) N, = 3(M + 2p — 2) — 26. 

(34) M = 3(N, + 2p — 2) — 2a, 

wo die letzte Formel sich durch die Dualitiit zwischen Punkt und Ebene 
ergiebt. 


Hieraus wiederum: 
a, = 4(M + 3p — 3) — 3B, 
eine Zahl, welche wieder riickwiirts fiir die Ebene e gedeutet werden 
kann, als Anzahl der die Curve f{ dreipunktig beriihrenden Curven 9. 
Man erkennt, wie man nur das angedeutete Verfahren auf Riiume 
von mehr Dimensionen auszudehnen hiitte, um mittelst desselben den 


*) Vergl. Clebsch, tiber Abbildung von Flichen. Diese Annalen Bd, I. 8S. 253, 
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allgemeinen Ausdruck «@, fiir die Anzahl] der die Curve f r punktig be- 
riihrenden Curven g zu erhalten. Das Bildungsgesetz ist iibrigens aus 
Obigem bereits leicht zu erkennen: 
a,=(r-+1){M+rp—r} —rfB. 

Wir wollen in dem folgenden Abschnitt die algebraische Herleitung 
dieses Ausdrucks geben, indem wir aus dem Vorstehenden bloss die 
Bemerkung entlehnen, dass die dualistische Verdoppelung der Formeln 
ein wesentliches Hilfsmittel fiir den Beweis der allgemeinen Formel 
bildet. 


§ 2. 
Determinantensiitze: 


Seien irgend welche r(7 + 1) Grissen yg”, i=0,1,....r—1, 
x=0, 1, .... 7,-gegeben. Bestehen alsdann fiir ein System von 
r(r + 1) Functionen ® die agree 


. ( Zp? - o” — 0, Zo" o” — : hat op” oo = 0, Zp, oe 


P, 92 


|= of = 0, 298 eae 


r—2 


pa) () 


we (= 0, Zp, o —0, 

wo sich die Summenzeichen auf den Index i= 0, 1, ...7 erstrecken, 
so besteht zwischen den g und ® eine Reciprocitit entsprechend der- 
jenigen der Elemente einer Determinante mit den Elementen der 
adjungirten. Es verhalten sich némlich die Unterdeterminanten k. Grades 
(k= 1, 2, ... 1), welche aus den k letzten Horizontalreihen des unvoll- 
stiindigen Systems: 


©) . a) ; (r) 
ae sky, Sang 
(0) , (1) (r) 
(5) Dy =| ' pee 6 tN 
oO) (1) (r) 
at See * fs Or 


gebildet werden kinnen, wie die Unterdeterminanten aus den (r + 1 — k) 
ersten Reihen des (5) analog gebildeten unvollstindigen Systems Dea in 
den ®. 

Man beweist den Satz in folgender Weise: 


Man ergiinze das gs Dy, durch Zufiigung der Zeile von in- 


differenten Elementen: g a ok go za einer Determinante Ag (von 


derselben wird in der Folge mehrfach die Rede sein). Diese Deter- 
minante multiplicire man mit der folgenden: 


= (J 











=|) 
1 








a (0) 


° 0 . . . . a) i 7... = ae . . . . alee 
(0) (1) (r) | (0) (1) (r) | 
a bas | ¢, 1. | Feneest Feaeees * * °° Fee 
oO —@ te Ve ® | | ow (1) (r) 
G1 We -1 * Ben3 | Pr—1 Pr—i ea * ie 
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(0) (1) (r) 
a, et), “a ee a oe ’ cee @ 
e 
o 2) trl 
a a . . . . . . . a. 
FR (0) (1) (r) 
(5%) 1 1 Ye a OR. ee he O41 
(0) (1) (7) 
Om .......-+-¢ 
(0) (1) (r) 
OP Mw ww te wee QM, 


wo die @ willkiihrliche Gréssen sind. Alsdann entsteht eine Deter- 
minante, welche in Folge der Gleichungen (4) zerfillt in das Produkt 
zweier Determinanten, deren eine den Werth: 


299, - ZO, My oe ee ee = 


besitzt, wiihrend die andere nach dem Multiplicationssatz der Deter- 
minantentheorie dargestellt werden kann als die Summe von Produkten 
der entsprechenden Determinanten der beiden unvollstiindigen Systeme: 


ae) (r) | | (1) (7) 


Vergleicht man nun beiderseits die Verhiiltnisse der Coefficienten 
gleicher Determinanten aus den Elementen @, so erkennt man die 
Richtigkeit des zu erweisenden Satzes. 

Fiir den Fall, dass A, verschwindet, gilt derselbe indess nicht mehr. 

Wir wollen ferner einen zweiten Satz beweisen, von welchem in 
der 2. Abtheilung Gebrauch gemacht werden wird. 

Wenn alle Determinanten des unvollstiindigen Systems (dasselbe ist 
der Uebersichtlichkeit wegen vertikal angeordnet): 


| 0) (1) ot Tee 
| P,—1 Pei Te~ § 


| o) a) (r) 

Y, Y, . . * . . . Y, 

(0) (1) (r) eee," 
(6) ag ot oh oe i i r=i+x, 

| 7.0) (1) i a Lee (r) 
Yi, Yas Yi 
L a ee. 
| V1 r—1 V1 


in welchem die o, w beliebige Grissen sind, verschwinden, so ver- 
schwinden auch die Determinanten des folgenden Systems: 
Mathematische Annalen IV. 35 
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ee... op | 
(0) (1) ©) | 

o o, gehts “a ge ay hed 9: | 

F (0) (1) (r) = 
(6*) —.o:, Sg ae Ter ei 3 . r=i+x, 

(0) () (r) | 

va 7. het “diel ces er et %. 

| Er 
i i— i—1 





wo die ® als Functionen der g durch die Gleichungen (4) definirt sind, 
und die ¥ mit den w in ganz analoger Weise zusammenhiingen. Um- 
gekehrt folgt aus dem Verschwinden der Determinanten (6*) das der 
Determinanten (6). 

Aus den Gleichungen (6) folgt nimlich ein System von linearen 
Gleichungen : 


2Ugr-1 = 0 Zuyi-1 = 9 
aug, O0= LUV; = 0 
@ a 
Zu Pr—1 = 0 Zuy,—-1=0, 
wo zur Abkiirzung: 
Zug, = PAO) g” + au gp” ; error uf” ep” 
u. 8. W. 


geschrieben worden ist. Die allgemeinsten Werthe «, welche den Glei- 
chungen (7) links geniigen, sind von der Form: 

ul) a om 4 a, oO) 4 ttt eeee +a,_, -. A 
wo die « willkiihrliche Constante sind. Denn infolge der Gleichungen 
(4) geniigen die einzelnen Coefficienten der «. Das System ist das 
allgemeinste, weil es die néthige Anzahl von willkiihrlichen Constanten 
mit sich fiihrt. 

Andererseits ist das allgemeinste System von Unbekannten, welches 
den Gleichungen rechts geniigt, von der Form: 

ui = BW + BY +B, Ma 
wo die # willkiihrliche Constanten sind. 

Die beiden Werthe fiir u) miissen iibereinstimmen; aus der Ver- 
gleichung derselben folgt eine Gleichung, welche x + 1 solche repri- 
sentirt und x + i — 1 =r — 1 Verhiiltnisse der a, 6 enthilt; daher 
verschwinden die Determinanten des unvollstindigen Systems der Coef- 
ficienten; dies ist aber kein anderes als (6%). 

Die Umkehrung beweist man leicht, indem man denselben Weg 
riickwiirts geht. 
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Fir r = 2 und y = 3 kann man sich von den oben angedeuteten 
Umformungen eine geometrische Vorstellung bilden. Bedeuten z. B. 
fir r = 3 die Gréssen g® pm) m® m™ die homogenen Coordinaten 
eines Punktes im Raum, so bedeuten die ® die Ebenencoordinaten 
einer durch 3 Punkte gelegten Ebene. Der erste Satz sagt alsdann 
fiir x = 2 aus, dass die ,, Coordinaten“ einer Geraden im Raum, wenn 
man dieselbe als Verbindungslinie zweier Punkte (Strahl) auffasst, 
proportional sind den Coordinaten derselben, wenn man sie als Durch- 
schnitt zweier Ebenen auffasst (Axe)*). Unter ,,Coordinaten“ der Gera- 
den verstehen wir die Verhiiltnisse der aus den homogenen Coordinaten 
zweier Punkte resp. Ebenen gebildeten zweigliederigen Determinanten. 

Der zweite Satz sagt fiir diesen Fall aus, was sich iibrigens von 
selbst versteht, dass man die Bedingung, dass 2 Punkte in die Ebene 
von 3 anderen fallen, in Ebenencoordinaten so auszudriicken hat: Die 
Letztere geht durch die Schnittlinie von irgend 2 durch die 2 Punkte 
gelegten Ebenen. 


§ 3. 
Das reciproke Verhalten gewisser Curvenbiischel. 


Die im vorigen § aufgestellten Determinantensiitze erhalten dadurch 
ein Interesse fiir die Theorie der Curvenbiischel, dass man den dort 
noch willkiihrlich vorausgesetzten g die im Nachstehenden niaher aus- 
einander gesetzte geometrische Bedeutung beilegt. Eine solche er- 
wichst alsdann auch den ; diese, sowie die Bedeutung des ersten 
Determinantensatzes werden den Inhalt dieses und des niichstfolgenden 
§ bilden. _ 

{ (4, %_%,) = 0 oder kiirzer f(x) = 0 sei die Gleichung einer Curve 
me Ordnung f in homogenen Coordinaten, p das Geschlecht, d die 
Anzahl ihrer Doppelpunkte, unter welchen sich auch Riickkehrpunkte 
befinden kénnen. 

g® (x) =0 gp") (7) = 0..... gy”) (x) = 0 
seien die Gleichungen von + + 1 Curven s'** Ordnung, welche 6 ein- 
fache und t Doppelpunkte auf f gemeinschaftlich haben mégen. 

Bildet man aus den Curven @ ein Biischel g (in weiterem Sinne 
genommen), so hat irgend eine Curve desselben die Gleichung: 


QQ gp a a) gp) + ovewe oe a®) g”) = 0, 
wo die « willkiihrliche Gréssen sind. Die Schnittpunkte dieser Curve 
mit f sind zum Theil mit den @ beweglich, zum Theil fest. Fest 
sind diejenigen, welche in die auf der gegebenen Curve / liegenden 
6 -+ + Basispunkte des Biischels fallen; es bleiben somit bewegliche 


*) Pliicker, neue Geometrie des Raumes. § 5. 
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Schnittpunkte (wir wollen sie, in Uebereinstimmung mit dem voran- 
gehenden Aufsatz auch ,,freie“ nennen, im Gegensatz zu den_,, festen “ 
Basispunkten und singuliren Punkten von /) tibrig: 

M=ms — 6 — 2t. 
Es wird sich in der Folge blos um die ,,freien‘‘ Schnittpunkte eines 
Biischels mit f handeln. 

Sind nun: 
a=2+ Az; 
%=x2+2Ar+ A’z; 
t,=a+t+u.Axv+.----+A*zr 

der Reihe nach x dem Punkte x (wir werden ihn zuweilen der Gleich- 
formigkeit wegen mit 2, bezeichnen) unendlich benachbarte Punkte 


auf der Curve /, so mégen die mit diesen Argumenten geschriebenen 
Ausdriicke f und @ bezw. durch: 


a a 

ae 
bezeichnet werden. g” bedeutet demnach den Ausdruck gp geschrieben 
mit den Coordinaten des Punktes xz; Die Gleichungen (4) von § 2., 
welche die ® mit den g verbinden, setzen beziiglich der g nichts 
.Naheres voraus. Wir wollen uns jetzt an Stelle derselben die eben 
definirten Functionen g des Punktes « und seiner Nachbarpunkte ein- 
gesetzt denken. Alsdann definirt die erste Verticalreihe der Glei- 


chungen (4) die ® als Functionen von 2; dieselben verhalten sich wie 
(*) 


die Determinanten des aus den Coefficienten g;” gebildeten unvoll- 


stiindigen Systems. Auch die ® selbst sind durch jene Determinanten 
definirt, wenn man die Bedingung zufiigt, dass dieselben ganze, im 
Allgemeinen irreducible Functionen sind. Die Gleichungen der an- 
deren Verticalreihen (4) werden aus denen der ersten gebildet, indem 
man je die Coordinaten des Nachbarpunktes statt x setzt. Die Deter- 
minantensitze des § 2. lassen sich jetzt auf die so definirten m und 
® iibertragen. Aus dem ersten derselben schliesst man auf ein reci- 
prokes Verhalten der pg und %. Denn die Determinanten des Systems 
De verhalten sich wie die my, geschrieben mit den Coordinaten des 
Punktes z,_,, oder auch: des diesem unendlich benachbarten Punk- 
tes . Umgekehrt verhalten sich die Determinanten des Systems Dy 
wie die 9. 

Man kann dieser Bemerkung auch eine geometrische Fassung 
geben. Man denke sich zuniichst jene Unterdeterminanten dadurch von 
den Differentialien befreit, dass man dieselben aus den Gleichungen: 


f=0 f,—0....fo—00 
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ausgerechnet und in jene eingesetzt annimmt*). Wenn alsdann fir 
die Coordinaten eines Punktes x eine der Determinanten von Dy ver- 
schwindet, so kann dies auf zwei Arten geschehen. Entweder ver- 
schwinden auch zugleich die Unterdeterminanten niederer Ordnung in 
derselben. Dies tritt nach unseren Voraussetzungen im Allgemeinen 
nur ein, wenn alle » zugleich verschwinden, also fiir die o + 1 Basis- 
punkte des Biischels, und etwa noch fiir stnguliire Punkte von /, oder 
der Punkt # ist ein solcher, in welchem eine Curve eines Biischels 
von nur r jener 7 + 1 Curven p die Curve.f (r — 1) punktig beriihrt. 
Dies ist die geometrische Bedeutung einer Gleichung 0® = 0. 

Die Reciprocitiét zwischen den ® und gp lésst sich demnach in 
folgender Weise geometrisch aussprechen: 


Es sei ein Biischel von r + 1 Curven p gegeben; ferner eine 
Curve f, auf welcher jene Curven eine Anzahl a von Punkten gemein- 
sam haben kénnen. 


Gruppirt man nun die r+ 1 Curven » zu r+ 1 Biischeln von 
je r, und sucht diejenigen Curven eines solchen Biischels, welche f 
ry — 1 punktig beriihren, so lisst sich durch die Beriihrungspunkte eine 
Curve ® legen, welche ausser in diesen f nur noch in jenen a Punkten 
und singuliiren Punkten von f/f trifft. Jedes Biischel liefert so eine 
Curve ®, welche zusammen wieder ein Biischel von r+ 1 Curven 
bilden, auf die man dieselbe Operation, welche man auf die pm ange- 
wendet hal, wiederum anwenden kann. Die hieraus hervorgehenden 
y + 1 Curven sind alsdann keine anderen, als die g, von denen man 
ausging. 


*) Es ist von Interesse, diese algebraischen Processe in besonderen Fallen 
durchzufiihren. So sind fiir r=2 die 3 Functionen , wie man leicht erkennt, 
nichts Anderes, als die Functionaldeterminanten von f mit je 2 der 3 gegebenen 
Functionen gm. Jene simultanen Covarianten ® von f und den Curven des Biischels 
verallgemeinern demnach gewisse Kigenschaften der Functionaldeterminanten. Die 
dem Fall r = 3 entsprechenden ® habe ich (diese Annalen, Bd. 3. S. 459) in 
expliciter Form aufgestellt, und einige Eigenschaften derselben entwickelt. Indess 
wird man auch weiter unten (§ 5. am Ende) einige bemerkenswerthe Eigen- 
schaften der ausgerechneten Covarianten ® angegeben finden. Die oben ausge- 
sprochene Reciprocitiit der m und © liefert fiir r= 2 den Satz: 

Wenn man aus je zweien von 3 homogenen Functionen von 3 Variabeln mit 
einer anderen ebensolchen Function f die Functionaldeterminante bildet, so ent- 
stehen 3 Functionen, welche, in derselben Weise wieder zu je zweien mit f com- 
binirt, zuriickfiihren auf die 3 urspriinglich gegebenen Functionen bis auf einen 
Allen gemeinsamen Factor. 

Dieser Satz, welcher sich ohne Miihe auf » homogene Functionen von » Va- 
riabeln ausdehnen lisst, schliesst sich an einen Satz tiber Functionaldeterminanten 
von Herrn Clebsch an (Crelle-Borchardt, Bd. 69, S. 355), auf welchen er 
zuriickkommt, wenn man f gleich einer der » homogenen Variabeln setzt. 
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Wenn man die Betrachtungen, welche wir oben fiir die Deter- 
minanten von D, selbst angestellt haben, auf die Unterdeterminanten 
der x‘ Ordnung ausdehnt, so gelangt man, mit Riicksicht auf den 
ersten Determinantensatz in § 2. zu dem Satz: 

Gruppirt man die r+ 1 Curven g zu je x, und sucht die Be- 
(r+ 1)! 
«!(r+1— x)! 
Biischel, welche (x — 1) punktig beriihren, so kann man durch die- 
selben eine Curve g legen, welche ausserdem f nur noch in den festen 
Punkten trifft. Jedes Biischel liefert so eine Curve g’; wendet man auf 
das Biischel dieser letzteren wiederum den obigen Process an, indem man 
dieselben zu je x gruppirt, so erhilt man Curven 9%’, auf welche jene 
Operation abermals angewandt werden kann. Man erhiilt alsdann die 
Curven g’ wieder; die © und g’ reproduciren sich bestindig gegen- 

seitig. 


riihrungspunkte derjenigen (/urven eines der so entstehenden 


§ 4. 
Fortsetzung. 


Definirt man in § 2. auch die dort als willkiirlich angenommenen 
Groéssen p in der Weise des § 3: und ergiinzt das System der Glei- 
chungen (4) durch das Folgende: 

(4) Fe oP—0, SePoP—0,.-.. Spo =—0, 

so erhalten die Determinanten A, und Aw (§ 2.) eine den 9, bezw. g, 
analoge Bedeutung. Das Verschwinden von Ay nimlich giebt, in Ver-- 
bindung mit den Gleichungen: 


f=0,~, fi, =9, oeeee fr =O 


aus welchen die in A, einzusetzenden Differentialien berechnet werden, 


von einer Curve des Biischels der r + 1 Curven @ r punktig beriihrt 
wird. Es wird sich in diesem Abschnitt darum handeln, die Zahl 
dieser Punkte zu finden. Sei dieselbe a,. Sei ferner N, die Zahl der 
beweglichen (,,freien“) Schnittpunkte von f= 0 mit irgend einer 
linearen Function der ®, und allgemeiner N, die Zahl der _beweg- 
lichen Schnittpunkte von f= 0 mit irgend einer linearen Function 
der aus x aufeinanderfolgenden Horizontalreihen gebildeten Unter- 
determinanten von Ay. Liasst man analog M, die Zahl der Schnitt- 
punkte von f=—0 mit einer linearen Function der Unterdeterminan- 
ten x'* Ordnung der Determinante Ag bedeuten, so hat man, infolge 
des vorigen § (oder auch § 2. 1. Satz): 


(9) N, = M,41-:- 
Insbesondere ist: 


(9*) N, = M, = ms — 6 — 2. 


ausser den ,,festen‘‘ Punkten von f noch diejenigen an, in welchen f 
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Die Reciprocitiéit zwischen den gm und ® findet in dem Entsprechen 
der Zahlen M und N ihren Ausdruck. Es wirft sich aber zugleich 
die Frage aut: welche Zahl £8, muss als der Zahl @, entsprechend an- 
gesehen werden? Offenbar die Zahl der gemeinsamen Lisungen der 
Gleichungen f= 0 und Aw = 0. Man kann diese aber auch durch 
die @ definiren. Denn aus Aw = 0 folgt (abgesehen von den Lé- 
sungen, welche den ,,festen“‘ Punkten von f entsprechen), dass sich 
die Unterdeterminanten der ersten Horizontalreihe wie die der letzten 
verhalten; setzt man fiir dieselben die Werthe m, so hat man alsdann 
die Gleichungen: 

(8) g- p)(z) = ~p®(a+ Az) t=O, 1,....7, 

wo @ ein Proportionalitiitsfactor ist. Diese Gleichungen kénnen nun 
aber entweder erfiillt werden durch besondere Voraussetzungen iiber 
die Curven g. Diese wollen wir hier nicht machen. Oder durch die 
Annahme, dass die Curve f Riickkehrpunkte*) besitzt, welche sich 
nicht unter den gemeinsamen 6 + t Basispunkten des Biischels der 
@ befinden. Diese letztere Annahme lisst sich ohne Schwierigkeiten 
machen. Sei f die Zahl dieser Riickkehrpunkte, so ist: 


B= 6. 
Man beweist ebenso, dass die Gleichung: 
A, = 0 


dasselbe aussagt (abgesehen von den festen Punkten von f) wie die 
r+ 1 Gleichungen: 
(8*) o.O(7)=O(77+ Az); ti=0,1...7. 


*) Von dem Verhalten der Tangente in der Nihe eines Riickkehrpunktes (1. Art) 
muss man sich dabei folgende Vorstellung bilden. Pliicker (algebraische Curven 
S. 200) lasst eine Curve entstehen durch die Bewegung eines Punktes auf einer 
beweglichen Geraden, welche in jeder Lage Tangente an die Curve ist. Wenn nun 
die Gleichungen (8) fiir einen solchen Punkt ~ erfiillt sein sollen, so kann dies nur 
dadurch geschehen, dass die Griéssen Aw, oder auch das Element As d. h. die 
Verschiebung des beweglichen Punktes auf der beweglichen Tangente an dieser 
Stelle = Null ist. Die Tangente dreht sich indess in derselben Richtung gleich- 
formig fort, Ersetzt man also die Curve durch ein Polygon, und sind 01, 12, 
, en die aufeinander folgenden Lagen der ruckweise sich bewegenden ‘T'an- 
gente, auf welcher der Punkt sich stetig bewegt, so 
muss man sich die durch beifolgende Zeichnung ge- 
gebene Vorstellung von der Bewegung des Punktes i.e i 
auf der Tangente machen. Der Riickkehrpunkt ent- a fo 
spricht dem Wendepunkt, fiir welchen 3 aufeinander ? 
folgende Punkte in einer Tangente liegen, dualistisch. jg~ 
In der That schneiden sich bei der hier gegebenen as F & 
Vorstellung 3 aufeinander folgende Tangenten in il 45 56 
dem Riickkehrpunkt. 

Die Gleichungen (8) werden demnach erfiillt, wenn x in den Punkt 2 fiallt, 
weil alsdann «+ Az in 8 fallt. 
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Wir haben oben die Zahl dieser Lésungen «@, genannt. 

Die Annahme von solchen wirklichen Doppelpunkten von /, welche 
nicht Basispunkte sind, wiirde, wie man leicht durch einen Schluss, 
tihnlich dem oben gemachten, sieht, die Annahme von besonderen Vor- 
aussetzungen iiber das Biischel der Curven nach sich ziehen, wenn 
die Dualitiit nicht verletzt werden sollte. Diese haben wir aber der 
Einfachheit wegen oben ausgeschlossen. 

Wir nehmen also in der Folge ausser den t Doppelpunkten von 
f, welche Basispunkte des Biischels sind, nur noch £ Riickkehrpunkte an. 

Es ist aus Vorstehendem klar, dass beim Uebergang von den ® 
zu den m und umgekehrt jedesmal eine Vertauschung zwischen den 


Groéssen: MNaB 
NM Ba 


stattfinden muss, so also, dass aus jeder Formel fiir die oberen eine 
mit denselben Zahlencoefficienten fiir die unteren abgeleitet werden 
kann, wobei bemerkenswerth ist, dass jede dieser Formeln alsdann eine 
Bedeutung sowohl fiir die ® wie fiir die m besitzt, weil M, N, a, B 
fiir die einen wie fiir die anderen eine Bedeutung haben. 

Die geometrische Bedeutung ist mit Riicksicht auf das oben iiber 
die Beziehungen zwischen den » und ® Gesagte kurz zusammenge- 
fasst , folgende: 

M, repriisentirt die Anzahl der freien (nicht in die Riickkehr- 
punkte von f oder die 6 + 1 Basispunkte des Biischels fallenden) 


Schnittpunkte von f= 0 mit einer solchen Curve des Biischels Sap =(), 
0 


welche durch r — x feste Punkte ausserhalb geht. (Diese letztere Be- 
schrinkung, welche den Index ~ erliutern soll, hat, wie ersichtlich, 
auf die Grosse M, keinen Einfluss. Vielmehr ist im Allgemeinen 
M, = M, = M.) N, ist gleich der Anzahl der Curven des Biischels 
Zap =O, welche durch r — x-+ 1 feste Punkte ausserhalb gehen 
und f= 0 (x — 1) fach beriihren. a, wollen wir durch die Gleichung 
a, = N,41 definiren. a, ist die Anzahl der r fach beriihrenden Curven 


des Biischels Faq = 0. Ebenso sei #, definirt durch die Gleichung 
0 


B. = M,+1. 8B, ist in dieser Erklirung nicht mit eingeschlossen. 
Wir haben oben 6, = 6 = der Zahl der Riickkehrpunkte von f= 0 
gesetzt; wir sagen jetzt besser, um die Analogie der m mit den © 
aufrecht zu erhalten: 6, ist die Zahl der Punkte auf f= 0, welche 
die Eigenschaft haben, dass jede Curve des Biischels Lag = 0, welche 
durch einen solchen geht, zugleich durch einen niichstbenachbarten 
Punkt desselben Astes der Curve hindurchgeht (hierdurch sind gewéhn- 
liche Doppelpunkte ausgeschlossen). 
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Nachdem nunmehr die geometrische Bedeutung der 4 Grdssen 
MN«®B fiir das Biischel Ya qm =O aufgestellt ist, haben wir bloss 
die Vertauschungen N M 6 a@ vorzunehmen, um dieselben auf das 
Biischel 2 «gq =O anwendbar zu machen. 

Zwischen diesen Zahlen und dem Geschlecht p der Curve f= 0 
(welches dualistisch sich selbst entspricht) besteben 2 Beziehungen, 
welche wir im folgenden §. aufstellen wollen. 


8 5. 
Lésung des Problems. 


Die Bedeutung, welche wir oben den Zeichen M Na # unterlegen, 
stimmt mit der im § 1. fiir besondere Fille gebrauchten iiberein. Nun 
haben wir aber dort die Giiltigkeit der Formel fiir a, um deren Auf- 
stellung es sich handelt, in den einfachsten Fillen r = 1, 2,3 nach- 
gewiesen. Wir wollen jetzt die Richtigkeit fiir , — 1 annehmen: 


(10) @ 1 =r (M1 + (p—1) (—0)) —C— Bs 

und hieraus die Richtigkeit der Formel fiir «, beweisen. a@,_, giebt 
die Zahl der gemeinsamen Lisungen von f=0O mit der gleich Null 
gesetzten Determinante Ay an, wenn man darin die letzte Horizontal- 
und Vertikalreihe wegliisst. Erweitert man diese Determinante alsdann 
wieder durch Hinzunahme einer Vertikalreihe, welche die gm” wiederum 
enthilt, und einer Horizontalreihe aus den beliebigen Gréssen a, 
a“), ... a, so veriindert sich die Zahl der gemeinsamen Lésungen 
in keiner Weise, wenn die Function gp) die gemeinsamen Eigenschaf- 
ten der tibrigen theilt. Andererseits ist nunmehr aber, nach dem vor- 
hergehenden §., die Zahl der Liésungen zu bezeichnen mit N;, sowie 
statt M,_1, 8-1 in der Formel fiir a,_, zu setzen M,, B,. Man 
erhiilt so die Gleichung: 


(10% N,=r(M, + (p—1) (r—1)) —@ — 18, 
zugleich aber, wegen der Reciprocitiét der entsprechenden Zahlen: 
(10°) M, =r (N,+ (p—1) Y—1) —(r7— Dw. 

Durch Elimination von N, aus beiden Gleichungen erhalt man die zu 
beweisende Formel fiir «, (vergl. § 1.). 

Unter der Zahl @, der gemeinsamen Lésungen der Gleichungen 
f=0 und A,=0O befinden sich keine solchen, welche in singulire 
Punkte von f fallen. Denn fiir solche, welche in die 6 Riickkehrpunkte, 
durch welche die Curven des Biischels » nicht hindurchgehen, fallen, 
verschwinden die Unterdeterminanten von Ag. Solche Lésungen haben 
wir aber ausgeschlossen. Indessen sind die iibrigen Schnittpunkte von 
A, =0 mit f= 0 alle solche, welche in singuliire oder Basispunkte 
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des Biischels m, also kurzweg in ,,feste“‘ Punkte von f fallen. Wir 
wollen einzeln deren Zahl bestimmen. Man vergleiche zu dem Zwecke 
zunichst die Zahl «,, gebildet fiir eine Curve f=0O mit 6 Riickkehr- 
punkten mit derjenigen, welche fiir eine Curve mit 6 — 1 Riickkehr- 
punkten gebildet ist. In beiden Fallen sei m die Ordnung von f/f, s 
die des Biischels, 6 die Zahl der einfachen Punkte, t die der Doppel- 
punkte von /, welche Basispunkte des Biischels sind. Im ersten Falle ist: 
= (r +1) (M+ (p—1)r)— +8, 
im zweiten Palle: 
w, = (r + 1) (M+ pr) —r(6—1). 

Beide Zahlen unterscheiden sich um r(r + 2) Schnittpunkte, welche 
demnach auf Rechnung des hinzutretenden Riickkehrpunktes kommen. 

Es giebt ¢ einfache und rt Doppelpunkte von f, durch welche alle 
Curven des Biischels m hindurchgehen. Wie viele Schnittpunkte von 
A, mit f vereinigen sich in diesen Punkten? Geht zunichst einer der 
t Doppelpunkte in einen einfachen Punkt iiber, so andert sich p in 
p—1, wzugleich t in tr—1 und 6 ino +1. Dadurch geht «, tiber 
in a, + (r + 1)?, indem man sich der Formel: 

M=ms—6—2t 
erinnert. Also fallen in einen der t Doppelpunkte (r + 1)? Schnitt- 
punkte mehr, als in einen der 6 einfachen. Lisst man endlich einen 
solehen aus der Curve f herausriicken, so bleibt Alles ungeiindert, bis 
auf 6, welches in 6 — 1 iibergeht. Daher fallen (r + 1) Schnittpunkte 
in emen der 6 einfachen Punkte von /. Indem wir das Vorhergehende 
zusammenfassen, erhalten wir den Satz: 

Von den Schnittpunkten, welche die Curve Ag = 0 (§ 2.) mit f= 0 
gemeinsam hat, fallen «, (§ 1.) in solche Punkte von f, welche nicht 
weiter ausgezeichnet sind (,, bewegliche Schnittpunkte“). r-+- 1 fallen in 
jeden der 6 einfachen, (r + 1) (r + 2) in jeden der t Doppelpunkte von f, 
welche Basispunkte des Biischels der Curven p sind; r(r + 2) in jeden 
der B Riickkehrpunkte, welche keine Basispunkte sind. 

Addirt man alle diese Schnittpunkte, so muss man eine durch m 
theilbare Zahl erhalten. In der That kommt: 


ms (r +1) 4+ — do mm Dim (m — 3). 


Daher ist die Ordnung der aapeaule Covariante Ay in Bezug auf 
die Coordinaten x: 


g=s(r-+1) + °F (m3), 
oder auch: g ist die Ordnung der Curve Ag =0.*) Weil nun aber 


*) Eine Bestiitigung der obigen Formeln bietet sich in den Fallen ry = 1 und 
ry =2 dar. Im ersten Falle ist die ausgerechnete Covariante 4g, wie wir bereits 
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die Curven © = 0 ebensolche A, sind, blos fiir r — 1 statt fiir r ge- 
schrieben, so gelten die eben ausgesprochenen Sitze alle noch, wenn man 
statt r, r — 1 und zugleich statt Ag schreibt: eine lineare Function der 
® oder: eine Curve des Biischels . 


§ 6. 
Geometrische Anwendungen. : 


Wir haben oben (§ 1.) an mehreren Beispielen gesehen, dass 
sich mittelst eindeutigen Entsprechens eine Beziehung herstellen lisst 
zwischen einer ebenen Curve und einem linearen Gebilde in einem 
Raume von r Dimensionen. 

Entspricht ein solches Gebilde eindeutig einer ebenen Curve f=0*), 
so liisst sich dasselbe definiren durch die folgenden Gleichungen fiir 
die Coordinaten (y) desselben: 

(11) 0-4 = 9 (1, 0%), §=0,1,....7, 
wo @ einen Proportionalitiitsfactor bedeutet und die homogenen Coor- 
dinaten x der Gleichung geniigen: 

f (@, © #3) = 0. 
Man kann ein solches Gebilde auch durch die Gleichungen: 
(11°) 0. = 08 (Z, 4,23), i=0,1,....97 

f (@ X_ £3) = 0 
darstellen, wenn man dasselbe auffasst als umhiillt von einer ,,ebenen“ 
Mannigfaltigkeit von r — 1 Dimensionen. Diese Eigenschaft giebt den 
oben betrachtcten Functionen © eine neue Bedeutung. 

Fiir r = 2, 3 haben wir oben einige geometrische Anwendungen 
bereits gegeben. 

Fiir einen Raum von 4 Dimensionen hat neuerdings Pliicker in 
seiner ,,neuen Geometrie des Raumes“ eine geometrische Anschauung 
erschlossen. Nimmt man niimlich » = 5 an, und liisst zwischen den 
6 Functionen » die identische Gleichung bestehen: 


gp) g® + g®) g®) -- gp) gp) oo 0, 
so entspricht den Gleichungen (11) eine windschiefe Fliche**) als 
,lineares*‘ Gebilde in einer (im Sinne von Riemann allerdings nicht 
oben erwiihnt haben, die Jacobi’sche Determinante von /, p® und »”, Das 
Niihere iiber die Schnittpunkte derselben mit f= 0 sehe man in Salmon- 
Fiedler, Algebra, § 49. Was den Fall r = 2 anbelangt, so vergleiche man diese 
Ann. Bd. 3. 8. 459, wo die Covariante dg mit Z bezeichnet ist und die betr. 
Zahlen auf ganz anderem Wege bestimmt worden sind, 

*) Vgl. Clebsch und Gordan, Abel’sche Functionen, 3. Abschn. 
**) Vel. Liiroth, Zur Theorie der w. F. Crelle-Borchardt 67. 
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mehr ,,ebenen“) Mannigfaltigkeit von 4 Dimensionen. Sei M die Ord- 
nung, p das Geschlecht, 6 die Zahl der Riickkehrgeraden der wind- 
schiefen Fliche, so ist die Zahl der Complexe 1 Ordnung, welche 
durch 6 — i willkiirlich im Raume angenommene Gerade und i auf- 
einander folgende Erzeugende der windschiefen Fliche hindurch gehen: 


N, = i(M + (p—1)@—1)—G—1)8. 
i=1,2,...5. 


II. 


Ueber Beriihrungen an zwei verschiedenen Stellen einer 
gegebenen Curve: 


§ 1. 
Dualistische Eigenschaften der Aufgabe. 


An das im Vorstehenden behandelte Problem reiht sich natur- 
gemiiss ein anderes an, welches zwar vorwiegend ein algebraisches 
Interesse hat, insofern es sich hauptsichlich um die Ausscheidung 
unbrauchbarer Lésungen aus einem System von Gleichungen handelt — 
eine Operation, bei der sich die in dem vorangehenden Aufsatze ange- 
stellten Betrachtungen iiber Resultanten der Gleichungen von 3 Curven 
als dienlich erweisen — indessen kann man dem Problem auch eine 
geometrische Seite abgewinnen, insofern eben jene algebraische Behand- 
lungsweise auf ein dualistisches Verhalten zweier Gattungen von Auf- 
gaben iiber Beriihrungen hinweist, sowie dieselbe auch einen neuen 
Beitrag zu dem Dualismus der im vorstehenden Abschnitt besprochenen 
Curvenbiischel liefert. Man kann die Aufgabe in folgender Form stellen: 

Man soll die Zahl der Punktepaare x, y der Curve / finden, welche 
simmtliche Determinanten des folgenden unvollstandigen Systems: 





| gp (x) i ee re | 

| p® (x) ree ee sl Oa 8S ee we 

eg a ee a i i ee ee 
(1) | P™ (%—-1) PM Gin-1) - 2 ew ew ee ee GO (G-1) 

| e (y) PPM ~- 2 2 se ewe es MY) 

| p® (y) POM) 2 ee ee ew ee ee POH) 

1 P (Yx—1) OP (Ye-1) © 2 6 ew ee ee GO (Ye-1) 


wo r=i-+-x ist, zum Verschwinden bringen. Die Bezeichnungen 
sind die des § 3. der ersten Abtheilung, sodass also z. B. x, den dem 
Punkte x auf der Curve {= 0 niichstbenachbarten bezeichnet u. s. w. 
t = d sei die Gesammtzahl der Doppelpunkte. Sei M;,, die Zahl 








_ tea a. ae 
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jener Punktepaare z, y. -Geometrisch aufgefasst kommt jedem dieser 
Paare alsdann die Higenschaft zu, dass eine einfach unendliche Schaar 
von Curven des Biischels: 
0) GW 1 oft) pM 4.2.6.4 a go” = 0 

existirt, welche im Punkte x i, im Punkte y x aufeinander folgende 
Punkte mit f gemeinsam hat. Die Aufstellung dieser Zahl UM, , ist 
nicht wohl zu trennen von derjenigen der Zahl N;,, der Punktepaare 
x, y von f =O, welche die Determinanten des folgenden unvollstindigen 
Systems (dasselbe ist der Uebersichtlichkeit wegen vertikal angeordnet): 


gp (x) p(x) .... p™ (a) 
p (x) pM (a)... i ) 


Pp (xi) p™ (ai) eg («) 
QP (y) pM (y) .... PM (y) 
—™ (Ys) P (Y) --.- PO (H) 


(2) 








P (Ye) PO (Yx) «+++ PO (Ye) | 
zum Verschwinden bringen. N;, , bedeutet offenbar die Zahl der Cur- 
ven des Biischels p, welche mit f = 0 eine i punktige Beriihrung (i + 1 
aufeinander folgende Punkte) in x, eine x punktige Beriihrung in y 
haben. Die Verwandtschaft der beiden eben aufgestellten Probleme 
wird durch den zweiten im § 2. des I. Abschnitts bewiesenen Deter- 
minantensatz begriindet, vermége dessen das System (1), nachdem in 
dasselbe statt der gm die ® (§ 3. des I. Abschnitts) eingefiihrt sind, 
genau auf das System (2) zuriickkommt, wihrend das System (2), in den 
® geschrieben, auf das System (1) fiihrt. Das Letztere folgt aus dem 
Ersteren vermége der zwischen den » und ® bestehenden Dualitit, welche 
in I., § 3. nachgewiesen wurde. Liisst man also eine Vertauschung der 
gy mit den ® eintreten, so geht M;,, in N;,, und umgekehrt tiber. 

Man kann demnach sowohl M,,, wie N;,, auch in Bezug auf das 
Biischel der ® deuten, und zwar bedeutet N;, die Zahl der Punkte- 
paare von {f= (0, fiir welche eine einfach unendliche Schaar von Cur- 
ven des Biischels ® in dem Punkte «7, in dem Punkte y * aufein- 
-ander folgende Punkte mit / gemeinsam hat; M;,, bedeutet die Zahl 
der Curven des Biischels ©, welche mit f= 0 eine ¢ punktige Beriih- 
rung in 2, eine x punktige in y haben. 

Man bestimmt nach einer von Herrn Salmon aufgestellten Me- 
thode die Zahl der gemeinsamen Lisungen eines unvollstiindigen 
Systems, indem man die gemeinsamen Lésungen (pq) von irgend 
zweien p und qg der Determinanten aufsucht und davon die Lésungen 
abzieht, welche demjenigen unvollstiindigen System von Determinanten 
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der nichst niederen Ordnung zukommen, welches den gemeinsamen 
Bestandtheil der beiden benutzten Determinanten bildet. Bildet man 
diesen Bestandtheil fiir irgend 2 Determinanten des Systems (1), so 
ist derselbe von der Form des Systems (2), nur dass statt i, x, r resp. 
i—I, x—1, r —2 steht. Umgekehrt, bildet man den gemeinsamen 
Bestandtheil von 2 Determinanten des Systems (2), so ist derselbe ein 
unvollstiindiges System direct von der Form (1). 
Daher hat man: 
3 M;, » = (pq) — Ni-i, x-1 
i Mi, «= (pq) — Mi, 


wo (pq) selbstverstiindlich beidemal einen anderen Werth hat. Sind 
wir nun im Stande, (pq) jedesmal aufzustellen, so besitzen wir zwei 
recurrente Formeln fiir M;,, und N;,,, welche diese Zahlen zu be- 
stimmen erlauben. 


§ 2. 
Die gemeinsamen Losungen fiir je zwei Determinanten 
der Systeme (1) und (2). 


Die Zahl der gemeinsamen Lésungen (pq) irgend zweier Deter- 
minanten der Systeme (1) und (2) kann mittelst der in der voran- 
stehenden Abhandlung iiber Elimination (§ 6.) aufgestellten Formel 
gefunden werden. 

A. Seien pz, y=0, dz, y= irgend 2 Determinanten des Systems (1). 
Vermége jeder dieser Gleichungen entspricht irgend einem Punkte x 
eine Anzahl N, (I., § 4.) von Punkten y, welche indess theilweise 
nach «x hereinfallen. Andererseits entsprechen einem Punkte y N; 
Punkte x, welche theilweise nach y hereinfallen. 

Als Gleichung fiir y aufgefasst, reprisentirt eine solche Deter- 
minante, gleich Null gesetzt, eine Curve mit einem 7.x fachen Punkte 
in dem (festliegend gedachten) Punkte . Man iiberzeugt sich hiervon 
am leichtesten durch Bildung der Differentialien der Determinante, 
welche alle fiir y= 2x bis zum 7.x' verschwinden. Dasselbe findet 
statt, wenn man die Gleichung als die einer Curve mit den Coordi- 
naten x auffasst. 

Man setze also in der Formel I. des § 6. jener Abhandlung 
AH h = Ne; == Ni be =i... 

Endlich ist noch die Zahl derjenigen Punkte anzugeben, fiir welche 
die vermége einer der obigen Gleichungen einander entsprechenden 
Punkte « und y zusammenfallen. Diese Zahl ist aber P= Q = Nj, 
zu setzen. Denn lisst man in einer Determinante des Systems (1) 
y dem x unendlich nahe riicken, setzt also y=; y, = %413..-. 
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Yx—1 = %4x—1, 80 entsteht eine solche, fiir welche [Abthlg. I. (§ 4.)] 
die Zahl der Lésungen = N; +, ist. 
Man erhalt demnach durch Einsetzung in jene Formel L: 

(pq) = Ni (Nx — ix) + Nu (Ni — ix) — in. Nig e+ oie-B; 
wo 9;,x- 6 mit Riicksicht auf die Beschriinkung, welcher, wie a. a. O. 
bemerkt, die Anwendung der Formel unterliegt, zugefiigt ist.*) Die 
Bestimmung des Factors 9; wird spiater mit Hiilfe des Dualismus 
zwischen den g und ® geleistet werden. 

Man hat nun unter Beriicksichtigung der identischen Gleichung: 


Ni-x = Ni + Ne + 2ix(p —1)— 68, 


wenn man (pq) in die oben fiir M;,, aufgestellte Gleichung einsetzt 
und in den Ausdruck 9;,,. 8 noch ix. B eingehen lisst: 


(4) M,, » = 2(N; — ix) (N, — tx) _ 2 pi? x? — o,,..B — Ni-1, 2-1. 


Denkt man sich dieselbe Abzihlung fiir ein unvollstindiges System 
gemacht, welches aus (1) durch Vertauschung der p mit den © (§ 3., I.) 
entsteht, so erhiilt man die Formel: 
(4,) Ni, x= 2 (M; — ix) (M, — ix) — 2 pi?x?— 9, ..0@ — My-1, 2-1. 
Die M; driicken sich vermége der Formel (10°) der I. Abthei- 
lung durch N aus; iiberhaupt muss man, ebenso wie in der Formel 
fir M;,, Alles zuniichst durch M, so in der Formel fiir N;,, Alles 
zuniichst durch N ausdriicken, ehe man sich damit befassen kann, 
auch N;, als Function von M darzustellen. Indess wiirde fiir diesen 
Zweck auch schon die Kenntniss von g;,, néthig sein. Wir bediirfen 
daher noch einer anderen Beziehung zwischen M;,, und N,, x. 


B. Diese wird nun aber durch die Berechnung der gemeinsamen 
Lésungen (pq) von 2 Determinanten pz,, und qz,, des Systems (2) 
mit f(y) = 0 geliefert. Da das Verfahren, welches uns hier zutn Ziele 
fiihrt, von dem oben fiir das System (1) eingeschlagenen nicht ver- 
schieden ist, so geniigt es, die in die Formel I. des § 6. der Abhand- 
lung iiber Elimination einzusetzenden Werthe anzugeben. 

Wir stellen die Lésungen auf fiir: 


*) Dass nicht eine weitere Beschriinkung durch die 6 +d Basispunkte des 
Biischels eintritt, ergiebt sich daraus, dass jede Forme! fiir Beriihrungen nicht nur 
fiir die ebene Curve f eine Bedeutung hat, sondern zugleich gewisse Singularitiiten 
eines Gebildes in einem mehrfachen Raume angiebt. Die Singularititen eines 
solchen hiingen im Allgemeinen von seinem Grade M, seinem Geschlechte p und 
der Zahl der Riickkehrelemente 6 ab, kénnen aber explicite von den Zahlen o 
und d, welche durch den Zusammenhang des Gebildes mit der Curve f erzeugt 
sind, ohne dass dieselben eine Eigenthiimlichkeit des Gebildes an und fiir sich 
ausdriicken, in keiner Weise abhiingig sein. 
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Die erste Determinante hat, als Function von y betrachtet, fiir y= 
einen «(x — 1) fachen Punkt; die zweite ebenda einen x (i — 1) fachen. 
Man hat also zu setzen: 

DP, = Nx; DP, = Nis 

hh = Nui; q = Ni; 

b=x(ti+1); ec=i(e+ 1) 

P os Q == N; + x+1- 

Es ist indess hier nothwendig zu bemerken, dass, fiir y = 2;, pz, y 
und g,,, einander gleich, = , werden. Dies liisst darauf schliessen, 
dass auch noch in der reducirten Resultante der Factor ® enthalten ist. 
Man erkennt aus einem speciellen Falle, z. B. wenn man f(x) = x, 
annimmt, leicht, dass derselbe nur noch einmmal als Factor auftritt. 
In 6*€—R ist mithin mit der (i + 1) x + 1'" Potenz von ® zu divi- 
diren und man erhalt mit Hinzufiigung wieder eines von B abhingigen 
Gliedes g;,, . 6 durch Einsetzung in die 2’ Formel (3): 


Ni2= i+1- Ny+1 + N;. Nz — i (x + 1) (Ni+1 + N,) 
— @2-B— [(¢@+1)%+ 1] Nine. — Mix 
eine Formel, die sich wieder dualistisch verdoppeln lisst. Zuvor wollen 


wir dieselbe in aibnlicher Weise, wie dies oben geschah, auf die ein- 
fachere Form bringen: 


Ni, x + Mi, 2 = [Nini — xi — x — 1] [N41 — xi — 7] 
(5*) + [N, — «i — x — 1] [N; — xi— ji 
—2i(@+ 1) (xt+%+ 1)p— oi. B, 
WO 0; x = Oj, — (ix +x%-+ 1). 
Durch dualistische Vertauschung erhiilt man, unter Beriicksich- 
tigung der in (I. § 4.) entwickelten Gleichung: 


(5) 


M, = N,4.1-1= x+1 
eine andere Gleichung, welche mit der (5) vollstindig tibereinstimmt, 
bis auf 6. @;., welches in @. 9; , tibergeht. Beide kénnen aber nur 
dann einander gleich sein, wenn jedes von ihnen gleich Null ist. 
Man hat somit: 


(5°) 0; x = 0; Qi,2=ixt+ut+i. 
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§ 3. 


Aufstellung der Werthe fiir Y/;,, und N;, ,. 


Eine directe Recursionsformel fiir N;, erhilt man, indem man 
die Gleichung (4) von (5) subtrahirt, nachdem man den Werth von 
o;, substituirt hat. Durch Umkehrung kommt eine solche fiir MV; ,. 
Indess kann man auch die Gleichungen (4), (4°) alternirend anwenden, 
indem man die oben erwiihnten Regeln beziiglich des Ausdrucks in M 
bezw. N beriicksichtigt. 

Der Werth von No,, wird direct erhalten. Die Zahl der gemein- 
samen Nullpunkte der Determinanten des unvollstiindigen Systems: 


| P(x)... peta) 
aa) RE 
ap mit f(7)=0, f(y)=9, f(y.) =9, ete. 
Ys). GMs) | 
ist nimlich gleich der Anzahl der Nullpunkte der Determinante, welche 
durch Auslassung der obersten Horizontalreihe entsteht, mal der Zahl 
der Nullpunkte der durch Auslassung der untersten entstehenden Deter- 
minante. Die letztere verschwindet fiir den Punkt y = a (x + 1) fach, 
und man hat demnach: 


No, x = (M — x — 1) Ny41. 
Daher: 


My, x = (Nz — % — 1) N, = (M, —«— 1) My41- 
Da der Ausdruck fiir Mo,, in die Formel (4*) eingesetzt werden soll, 
so haben wir denselben erst als Function von N dargestellt (I. § 5.). 
Setzt man die obigen Werthe in (4) und (4*) ein, nachdem man x 
mit x — 1 vertauscht hat, und addirt dann beide Formeln, so kommt: 


M,, x + Ni, 2 =2(M— x) (N, — «) — 2px?—@,,. 8B 
+ 2(Ne+1 — *) (MN, — %) — 2px? — O1,2-0 
— (M— x) N, —(M,—») My, 
wo jetzt M; = N,+2—; und a = N,+2 ist. Andererseits ergiebt aber 
die Formel (5): 
My,» + Ni, x = (N, — 2% — 1) (Ne41 — # — 1) 
+ (N, — 2x —1)(M— «x—1) 
—2(x+1)(2x%+1)p. 
Indem man mit Benutzung der Formeln I. § 5. beide aufeinander 
reducirt, erhilt man die Bedingungsgleichung : 








Q1,2=2. 


Hiermit lisst sich M,,, und N;,, vollstiindig bestimmen. Setzt man 
36 
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diese Werthe wiederum in (4) und (4*) ein, nachdem man zuvor fiir x 
x —1 gesetzt und M,,,—, durchaus in N, M,,,—; durchaus in M 
ausgedriickt hat, addirt und vergleicht mit (5), so erhilt man den 
Werth fiir g2,,. Indem man so fortfaihrt, erhilt man in jedem Falle: 


@i,2=2. 
Fiir M;,, und N;,, aber ergeben sich die Werthe: 
6) Nee— (N41 — G+ 0 +0) Me — C40 FD] +0 +00 : 
— ixB + G41) (+1) (M—i—x—)), ) 
M;, » = Nj-1, 2-1 — 2ix|M + (p —1) @+%—1) —fB| —204+)6, ( 
wo die N, sich aus den Formeln (10) des § 5., I. Abthig., ergeben. 
Den directen Beweis dieser Formeln fiihrt man auf folgende Weise. 


Zuniichst erkennt man leicht, dass die eine aus der anderen durch 
dualistische Vertauschung ableitbar ist. Dies liisst sich ohne miihsame ( 
Rechnung ausfiibren mit Hiilfe der Formeln fiir NV, sowie der folgenden : 
(7) N, = N, x-+1 

Ni+x = N; mae N, = 2ix(p an 1) am B, 
welche sich leicht aus Friiherem ergeben. ‘ 


Man nehme nun die Formel fiir N;,, als bewiesen fiir den Fall 
N;-1,—1 an. Durch Substitution des Werthes hiervon in die Glei- 
chung (4) erhailt man den Werth von M;, , ausgedriickt durch Q;, x. 
Durch dualistische Vertauschung erhilt man auch N;,, durch 9;, , 
ausgedriickt. Addirt man beide Werthe, nachdem man M&M statt N in 
N;, . eingefiihrt hat, mit Hiilfe der Formeln I. § 5., so muss das Resultat 
identisch mit der rechten Seite der Gleichung (5) itibereinstimmen [cfr. 
Gl. (5»)|. Diese Forderung lisst aber die Bestimmung von g;, , zu. 

Man erhilt @;,, 2. Durch Einsetzung in die friiher erhaltenen 
Werthe von M;,, und N;,, ergeben sich alsdann Ausdriicke, welche 
leicht auf die Form (6) gebracht werden kénnen. Somit ist also der 
Schluss von i— 1, x — 1 auf i, x gerechtfertigt. Da die Formel (6) 
fiir den Fall 0, x, wie wir oben gezeigt, direct bewiesen werden kann, 
so ist der Beweis fiir jene Formeln geliefert. 

Wir haben es vorgezogen, den Gang der Rechnung — denn auf 
eine solche reducirt sich der Beweis — nur anzudeuten. Die Aus- 
fiihrung, die sich bei passender Verwendung der Formeln (7) ohne 

*  Miihe bewerkstelligen lisst, bietet kein besonderes Interesse. 


§ 4. 
Geometrische Anwendungen. 


Mit Riicksicht auf die im Schlussparagraphen des I. Abschnittes 
gemachten Bemerkungen geniigt es, einige geometrische Resultate aus 
dem Vorstehenden beispielsweise anzufiihren. 
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Die Zahl der Tangenten einer Raumcurve, welche dieselbe noch 

einmal (in einem fremden Punkte) treffen, ist: 

M,, 5 = 2 (M — 2) (M — 3) + 2p (M— 6) — MB. 
Ebenso ist N;,2 gleich der Zahl der Schmiegungsebenen, welche eine 
fremde Tangente enthalten. 

Die Zahl der Congruenzen 1" Ordnung, welche mit einer ge- 
gebenen windschiefen Fliiche an einer Stelle derselben ¢ aufeinander 
folgende Erzeugende, an der anderen x solche gemeinsam haben (wo 
i,x=1,2,3,4 und i+ «<5 ist) und ausserdem durch 5 — i — x 
beliebige Gerade im Raume gehen, ist = UV; ,. 

Die Zahl der Complexe 1'* Ordnung, welche mit der windschiefen 
Fliche ein ¢fache und eine xfache Beriihrung gemeinsam haben und 
durch 5*) — i— x beliebige Gerade im Raume gehen, ist 


a=: N; x. (i, x= 1,2, 3,4; i+x*<5*)). 


*) In der erwihnten Note in den Gdttinger Nachrichten steht beidemal 6 
statt 5. Ich verdanke Herrn Klein die Berichtigung dieses Fehlers. 


Darmstadt, im Juli 1871. 











Formules relatives 4 la théorie des intégrales définies. 


Par M. AnprEtewsky 3 VARSOVIE. 


Cette note a pour objet l'indication d’un nouveau moyen par lequel 
on peut obtenir quelques relations entre certaines intégrales définies. 

Nous avons pris, comme point de départ, pour la présente recherche 
une formule de M. Lejeune-Dirichlet, qu'il a si bien employée 
dans son mémoire ,,sur les séries, dont le terme général dépend de 
deux angles“ (Journal de Crelle, t. XVII); cette formule est la 
suivante: 

*a *a (ra *a 
(1) [rac f “r@, nay=f “auf Fe, naz, 
"0 0 0 y 

ot f(x, y) désigne une fonction quelconque, continue entre les limites 
des intégrations. 

La formule (1) se démontre tres facilement 4 l’aide de considéra- 
tions géométriques. (On peut voir cette démonstration aussi dans le 
cours de calcul différentiel et intégral de M. Serret, t. Il. p. 295.) 

En voulant donner une démonstration analytique de la formule 
(1), nous avons trouvé en méme temps un corollaire intéressant de 
cette formule et qui, il me semble, n’a pas été encore remarqué. 

Pour démontrer (1), nous posons: 


f(a, y) = 299 _ ov 9) 


oy 0x ? 


et nous aurons: 


J fe.n ay =9(e, 2) — 9,0), 


0 . 
J f(a, y)da = ¥(a,¥) — vy, 9), 
¥ 
aprés quoi la formule (1) devient: 
Jie @, 2) — 9(@, 0) de = f “fv (a, 9) — vy, 9) ay. 
0 “0 


Cette équation peut étre présentée sous la forme: 
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2) fee, 2) +0, \\de= "Ip @,0) + vl, a de, 
0 0 

ou p(x, y) et w(x, y) désignent deux fonctions de x, y continues 
entre les limites des intégrations et satisfaisant 4 la condition: 
99 (#9) _, 29 @9) . 
(3) oy (tC 
La formule (2) est justement le corollaire, mentionné plus haut, de 
la formule (1); il est clair, que réciproquement, si la formule (2) est 
démontrée indépendamment de (1), alors la formule (1) sera un corol- 
laire de (2). 

Occupons-nous maintenant de démontrer la formule (2). Pour 
cela, nous remarquons, qu’en vertu de l’équation (3), on a: 
(4) p(x, y)da + w (a, y)dy = dl(a, y). 
Au moyen d’une formule connue, nous déduisons dici la fonction 
FI (x, y) et nous écrivons sa valeur de la manieére suivante: 


Fe, N= v@,yde +f va, ade+6, 
a 0 


(C étant une constante arbitraire). 
Pour y = x, cette équation devient: 


F (x, x) -/| “9 (2, x) dz +f ‘Y (a,z)dz+C. 
a a 
D’un autre coté, en posant y = dans (4), nous aurons: 
dF (x, 2) = [9 (c, 2) + ¥(@, a)\ dz, 
et, par conséquent: ; 
©) five, +0, de =f oe, ode +f Wa, jae +0. 
a 0 


Pour passer maintenant a lintégrale définie: 
p 


(6) Jv.) +¥@, a) de 


nous remarquons, que pour 7a et «=, le second membre de 
(5) preud successivement les valeurs: 


*a 0 
fv@adte, f'o@, d+ 
0 a 

dont la ditfférence est: 


a *0 
J y(a,z)dz—] gz, 0)dz, 
0 a 
ou, en remplagant z par x et renversant les limites de la seconde 
intégrale: 
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{oe 0) dx +f “va, x)dz. 


Telle est la valeur de lintégrale (6), et, par conséquent, la formule 
(2) est démontrée. 

Il est évident, que, dans la démonstration précédente, la limite 
inférieure de lintégration peut étre un nombre quelconque; il faut 
seulement que les fonctions (x,y), w(x, y) restent continues entre 
les limites des intégrations. 

Ainsi, la formule (2) peut étre remplacée par une autre plus gé- 
nérale, & savoir: 


2) fo, 2) + ¥(@, ade = "lp (e, «) +40, ade. 


Si dans les deux membres de cette équation on change les lettres a, b 
Yune dans l’autre, elle deviendra: 


Jie) +0, ade ftp (x, 0) + ¥(, 2) de, 


et, en renversant ici les limites de l’intégration, et multipliant les 
deux membres de |’équation par — 1, nous aurons: 


(8) Je (2, x) + o(a, x) dx =/"Ie (x, b) + H(a, x)| dz. 


La comparaison des formules (7) et (8) entre elles nous améne a cette 
conclusion, que dans le second membre de chacune de ces formules 
on peut transmettre sous le signe d’intégration les lettres a, b, sans 
aucune influence sur la valeur de |’intégrale. 

La formule (7) facilite, en général, la recherche de lintégrale 
J’ (p (a, z) + ¥(a, )] dx puisqu’elle permet d’y substituer & la fonction 


gy (x, x) + (a, x) une autre, plus simple: g(x, a) + (bd, x). 

Pour montrer maintenant, comment la formule (7) peut servir 
pour la déduction des relations entre certaines intégrales définies, nous 
agissons ainsi: prenons une fonction quelconque de la variable imagi- 


naire « + y/—1, par exemple F(x + y/— 1), et mettons-la sous 
la forme: 


F(e¢+yV—1)=9(@,y) +) —I w(x, Y), 
ou p(x, y) et w(x, y) sont deux fonctions réelles de x, y. 
On sait, que quelque soit la fonction F’, les fonctions g et » 
satisferont aux deux conditions: 
Op(x,y) __ aw (a, y) Op(u,y) ___—s O(a, y) | 
as: “Sar. rs 0x 
Par conséquent, en supposant, que p(z, x) et w(x, 2) restent 











(12) 


(12) 
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continues entre les valeurs des variables 7 = a, « =), nous pourrons 
appliquer aux fonctions p(x, z)+ (2, x), p(x, x)—w(z, 2) la 
formule (7), et nous recevrons: 


) fr @, 2+, ode =f"lv, a) +96, a) dz, 


0) f"[p(w, 2) —v@, ad = "lp @, a) — ¥Q, alae, 


dou il suit, que la fonction F(a + V—}) étant mise sous la forme: 
F(z+2V—1)=0(«)+Y—1o(2), 
les intégrales définies: 


J “ewes, | obbde 


a 

peuvent étre exprimées par d’autres intégrales définies, en général 
plus simples que les premieres. 

Soit, par exemple: 
F(a+ yV¥—1) =e +e = & ™, &* (cos 2ay— Y—1 sin 2zy), 
et par suite: 

ar 22 i. 

(1) 9% y=". cos2ay, — ¥(a, y)—=—e 

y (x, 4) = cos 22’, wy (~7, 2) = — sin 22? 


*.é sin 2ay 


et, en vertu des formules (9), (10), o& nous prendrons 0 pour la limite 
inférieure et a pour la limite supérieure, nous aurons: 

*a sy P (* . 
J [cos 2a? — sin 2a?|dx =e “ e& cos2ax dz 


0 0 


> ;. . 
J “[cos 2 a? + sin 2 x*| dx =| ‘e- "da +e “f "e™ sin 2axdz. 
e 

0 0 0 

En transmettant dans les seconds membres des formules (9), (10) 
sous les signes d’intégration les lettres a, b [en ayant égard a la re- 
marque faite plus haut relativement aux formules (7), (8)] et en les 
appliquant ensuite aux fonctions (11), on trouve: 


*a *a ie ce . 
J [cos 2 7? — sin 22] dx =| e * dx — | e* sin2axdxu 
0 0 : 0 
(13) ‘. ae Se 
‘ : 4 a* —x 
J [cos 22° + sin 22*| dz = q] e ” cos 2axdz. 
” . 0 
La comparaison des formules (12), (13) entre elles donnera les 
relations: 
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*a -s @ *a oe =~ @ "a 2 ‘ 
ec” dt =e ée ~ sn2axdz+e e cos 2axz dz, 


0 0 0 
“a —z? e a? “a — 2? —@ "a ge ¢ 
e*~dxt=e e cos 2ax dx —e & sin2axdz. 
0 0 0 
Prenons encore la fonction: 
ee — = [a cos by + y sin by + Y— 1 (a sin by — y cos by)| a 9 
atyV—1 : . a+ y 


ou b est différent de zéro. 
Dans le cas actuel: 





ba . bx . 
e’* (x cos by + y sin by) e'” (x sin by — y cos by) 
7 (x, y) — x + y? tea y (x, y) — a + ye = ? 
bx i bx . 
kis e’* (2 cos ba + «sin bx) — e°* («sin ba — x cos bx) 
Pp (x, 2) — 2 x ? (a, x) — ee 


et les formules (9), (10) fourniront les relations: 


. _ . ° ° 
@ &* sin bx 4 | *cosbada« . { “xsinbad« 
———_ dz = ae . ste] —T —y 
x 2+a p2 
0 0 0 


2 2 , a 2 
**cosbe ,. ge , [ “sin badx , [ ‘xcosbada 
_—— dx = — dx — ae = + riw 
x x w2+a z+a 
0 0 0 0 


Nous croyons, que les exemples cités ci-dessus montrent déja suffi- 
samment la possibilité de déduction des formules (9), (10) de plusieurs 
relations entre différentes intégrales définies. 

Revenons maintenant au théoréme exprimé par la formule (7); 
nous allons montrer comment ce théoreme peut étre généralisé, c’est 
dire, comment on peut |’étendre au cas de plusieurs variables. 

Nous nous bornerons 4 donner son extension au cas de trois va- 
riables, car apres cela il sera facile de faire la méme chose pour un 
nombre quelconque de variables. Le théoreme relatif 4 la formule (7), 
étendu au cas de trois variables s’exprime ainsi: 

Si p(x, y, 2), v(a, y, 2), B(x, y, 2) sont trois fonctions de 
x“, y, @ satisfaisant aux trois conditions: 

(14) dp _ 0b @7 0% ay ae 


oy ex? az Ox’? oz ay 
et restant continues entre les valeurs des variables « = y= z = a et 
“z= y=—2=b), on aura: 


5) fw @, 2,2) + ¥(@,2, 2) + 90, «, a) dx 


=/" Ive, b,b) + y(a, z, a) + #(a, db, x)| dz. 


Pour démontrer ce théoreme, nous ne pouvons plus nous servir de la 
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formule (1) de M. Lejeune-Dirichlet, parce que cette formule se 
rapporte seulement au cas de deux variables; mais la démonstration 
analytique que nous avons proposée pour cette formule peut étre aussi 
appliquée avec succes & la formule (15). 

Ainsi, des conditions (14) nous concluons, que: 


(16) 9 (x, Y; 2) dz+y (x, Y; 2) dy + o (x, y,2)dz= dF (x, Y, 2). 


Cette équation, & Taide d’une formule connue, nous permet de pré- 
senter la valeur de la fonction I’ (x, y, 2) sous cette forme: 


F (a, y, 2) = .* (u, y, 2)du +f" (a, u, 2) du +9 b,u)du+C. 
a b b 

En posant ici, dans les deux membres, y = 2 = x, on trouve: 

F (a, x, x) =/"9 (u, x, x) du +f (a, u, x) du +[o@ b,u)du-+ C, 
@ b b 

’ ou dapres légalité (16): 

Siw (a, v7, x4) + v(x, xv, x) + (ax, x, x)| dx 
=/"9 (u, x, x) du +7 (a, u, x) du +f°° (a,b, u)du+C. 
a i ‘ 


Pour « = b et «=a, le second membre de cette équation prend suc- 
cessivement les valeurs: 


J's (u, b, b) du + C, 
[‘v (a, u, a) du +f (a,b, u)du+C, 
* “ 
dont la différence peut étre écrite ainsi: 
Jo (u,b, b) + H (a, u, a) + 4 (a, b, w)] du, 
dou résulte Vexactitude de la formule (15). 


Si dans cette formule (15) on change les lettres a, b l'une dans 
autre, et qu’on multiplie ensuite ses deux membres par — 1, on aura: 


Je (a, x, 2) + W(x, 2, 2) + O(a, x, x)| dx 


=f "19 @, 4,0) +96, 2,0) +96, a,2)] de. 


En comparant cette équation avec l’équation (15), nous voyons, 
que dans le second membre de cette derniére il est permis de trans- 
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mettre sous le signe de lintégration les lettres a, b sans aucune in- 
fluence sur le résultat final de l’intégration. 

Quelques-uns des résultats trouvés ci-dessus peuvent étre encore 
généralisés. 

En effet, supposons qu’une intégrale définie de la forme: 


» 
[tea Hae, 


c’est & dire, qui contient sous le signe d’intégration les limites a, b, 
comme paramétres, peut étre transformée de quelque maniére en une 


autre intégrale définie: 
b 
J y (x) dx, 


ayant les mémes limites a, b, mais ne les contenant plus sous le signe 
dintégration, ét proposons nous de chercher la forme de la fonction 
y (x), satisfaisant & l’équation: 


(17) J f@, 4, dae =f"9@ar, 


que nous admettons comme possible. 

Pour cela, différentions les deux membres de l’équation (17) par 
rapport & l’une des limites, par exemple par rapport a b, en consi- 
dérant 6, comme un paramétre; nous aurons: 


fb, 0,0) +f FG) dz (0). 


Les lettres a, b, désignant des nombres quelconques, on peut faire 
dans la derniere équation b = a, et alors elle devient: 


f(@, a, @) = 9 (a), 
ou en remplagant la lettre @ par a: 


p (4) =f (&, @, x). 
Telle est lexpression de la fonction inconnue g (x) au moyen de 
la fonction donnée f(z, a, b). 
Nous avons done ce résultat Silabininaih. que si l’équation (17) 
existe, elle est nécessairement de la forme: 


(18) J[t@.a,d)de=f"r(@, 2, 2) ax, 


et, en vérité les cas d’existence de la formule (17), que nous avons 
trouvés (7), (15) rentrent dans la formule (18). 

En changeant dans (17) les lettres a, b l'une dans lautre, et 
multipliant ensuite les deux membres par — 1, nous avrons: 
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Jt (x, b, a) dx ={"s (2) de, 


et, en comparant avec (17): 
6 6 
[rea nae=f"F@,d, ade, 


cest & dire, que: si |’équation (17) est possible, on pourra transposer 
les lettres a, b sous le signe d'intégration, sans changer la valeur de 


Vintégrale [° f (x, a, b) dx. 














On a surface of the eighth order. 
By A. Cayuey. 


I reproduce in an altered form, so as to exhibit the application 
thereto of the theory of the six coordinates of a line, the analysis by 
which D'- Hierholzer obtained the equation of the surface of the 
eighth order, the locus of the vertex of a quadricone which touches 
six given lines. 

I call to mind that if (@, B, y, 4), (a, BY, y’, 0’) are the coor- 
dinates of any two points on a line, then that the quantities (a, b, ¢, 
f, g, h) which denote respectively . 

(By— By, ye—ya, af’—aB, ad — ed, Bd — Bd, yd — 79), 
and which are such that af + bg + ch =O, are the six coordinates 
of the line.*) 

Consider the given point (7, y, 2, w) and the given line (a, b, ¢, 
f; g, h), and write for shortness 

P= - hy—gz+auw, 
=—hx- + fze+ bw, 
R= gux—fz- +cw, 
S =— ax — by—cz 
then taking (X, Y, Z, W) as current coordinates, the equation of 
the plane thro’ the given point and line is 
PX+0Y+RZ+SW=0. 

Considering in like manner the given point (x, y, z, w) and the 
three given lines (a,, b,, ¢,, f,, Gi» hy), (Go, - ++), G3, +--), then we 
have the three planes 


P,X+ OY + R,Z+ S,W=0, 

P,X + Q.¥ + R,Z + 8,W= 0, 

P;X+4Y+R,Z2+5,W=0, 
and if these planes have a common line, the point (7, y, 4, w) is 
*) Cayley, On the six coordinates of a line. Camb. Phil. Trans. t. XI. 
(1869), p. 290—323. 
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in a line meeting each of the three given lines; that is the locus of 
the point is the hyperboloid thro’ the three given lines. It follows 
that the equations 


| P,, 1; R,, 8, 
P;, Q., R,, S, 
| P;, Q3, R,, 8, 
reduce themselves to a single equation, that of the hyperboloid in 
question. 
I write for shortness 


(000) = (agh) a + (bhf) y*® + (cfg) 2 + (abe) wv? 
+ [(abg) — (eah)| aw 
+ (ch) — (abf)] yw 
+ [(caf) — (beg)| ew 
+ [(f9) + (hf) yz 
+ [(egh) + (fg) ex 
+ [(ahf) + (bgh)| zy, 
viz. (123) will mean (a, g, h,) x? + ete. where (a, g, hs) ete. denote 
as usual the determinants 
| ay, Ni» hy 
Q, Jo, hy 
G3, 93, hs 
then the equations in question are found to be x (123) = 0, y (123) = 0, 
z (123) = 0, w(123) = 0, reducing themselves to the single equation 
(123) = Q, which is accordingly that of the hyperboloid thro’ the three 
lines. * 

2 now to the above mentioned problem, we have the 
point (vw, y, 2, w), and the six lines (a,, b,, ¢,, (1, Giy 4), (Gey «++) ete., 
say the lines 1, 2, 3, 4, 5, 6: the six planes 

PX+40,Y+ Rh, 7+ 8,W =), ete. 
must be tangents to the same quadricone; that is, considering the 
sections by the plane W = 0, the six lines 
P,X+0,Y+ R,Z=0, ete. 
must be tangents to the same conic, and the condition for this is 
[123456] =—0 

where the symbol stands for the determinant 

P,’, bal hy, Oh, RP, P 1 

| #9" . | 





| 
| = 0 
| 
| 


ete. 











*) This equation is given in the paper above referred to, p, 111. 
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But as well known this equation may be written 
(*) (126) (346) (145) (235) — (146) (236) (125) (345) = 0 
where (126) ete. denote the determinants 
P,, %, BR, | 
P,, Q R, 
P. 3? Qs; R, 
or what is the same thing they denote the functions above represented 
by the like symbols (126) = (a, g, hy) x? + ete. The equation (*) just 
obtained is Hierholzer’s equation for the surface of the eighth order, 
the locus of the vertex of a quadricone which touches six given lines. 
I remark that in my Memoir on Quartic surfaces Proc. Lond. 
Math. Soc. vol. III. (1870), p. 19—69. I obtained the equation of 
the surface under the fore going form [123456] = or say 
[(P, @, R)*] = 0, noticing that there was a factor w', so that the 
order of the surface was = 8; and further that the equation might 
be written 


w8 exp. + {x(g0.— hdr) + y(hda — fo.) + 2(f% — g @a)} [(a, b, ¢)?] =O 


where exp. © (read exponential) denotes e%, and [(a, b, c)*] denotes 


ete. 








a,?, 5,?, ¢,?7, b,¢,, ¢,a,, a), 

a,?, .. 
Also that the equation contains the four terms 
a* (a, —h, 9)"| + ¥ [A 6, —f)*] + 8 (— gf, &)*] + w8[a, b, €)?] =0. 
Cambridge, 12. Sept. 1871. 














Ueber die Ausartungen einer Curve dritter Ordnung. 


Von S. GuNDELFINGER in TUBINGEN. 


Die vorliegende Arbeit beschiiftigt sich mit den verschiedenen 
Singularitiiten, die bei einer ebenen Curve 3' Ordnung auftreten 
kénnen, Es werden nicht nur die hinreichenden und nothwendigen 
Bedingungen fiir das Stattfinden der verschiedenen Fiille, sondern 
namentlich auch Methoden entwickelt werden, um die singuliiren Punkte 
und deren Verbindungslinien zu bestimmen. 


Die Behandlung dieser Art von Aufgaben bietet die grdéssten 
Schwierigkeiten dar und wird sogar sehr oft unméglich, so lange man 
bloss Covarianten und zugehdrige Formen als analytische Hilfsmittel 
einfiihrt. Es ergeben sich jedoch mit Leichtigkeit tibersichtliche Re- 
sultate, sobald man Zwischenformen in den Kreis der Betrachtungen 
zieht, d. h. sobald man die besondern Punkte und die durch sie ge- 
legten Geraden gleichzeitig zu berechnen sucht. Es tritt dies am auf- 
fallendsten hervor, wenn die Curve 3'** Ordnung in ein Dreieck zer- 
fallt. Wiahrend die Covarianten und Contravarianten gar keinen Ansatz 
zur Erledigung dieses Falles bieten, gewihrt die Einfihrung der 
Awischenformen u,, 0 und B= XY -+ co fe us eine Liésung, die an 

i 
Einfachheit nichts zu wiinschen iibrig lisst. 

Den Inhalt dieses Aufsatzes hatte ich bereits Mitte April dieses 
Jahres gefunden und zum gréssten Theil meinem hochverehrten Lehrer, 
Herrn Prof. Clebsch, schriftlich mitgetheilt, als die Note Gordans 
ytiber Curven 3" Ordnung mit zwei Doppelpunkten“ (Band III dieser 
Annalen, Schluss) erschien. Die Gerade, welche die beiden Doppel- 
punkte verbindet, wird dort vermittelst der Covarianten f und A be- 
rechnet. Eine etwas einfachere Bestimmung dieser Linie, sowie der 
beiden Doppelpunkte selbst, werden wir hier vermittelst der Zwischen- 
formen K und © geben. 
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1 
Curven 3 Ordnung mit einem Doppelpunkte. 


Dieser Fall ist bereits vollstindig von Aronhold erledigt worden. 
Die hinreichende und nothwendige Bedingung dafiir, dass die Curve 
St Ordnung: 


f= (4,2, + 2%, + a323)° = az" = b,° =e, = --- = 0 
einen Doppelpunkt besitze , ist: 
S'— T?—0, 


und die Coordinaten des Doppelpunktes bestimmen sich durch die 
laufende Proportion: 


eee a |. Se = ‘ a” ee # 
By tL Ly 2 Ly Hy: 2 XXX = Pins * Piso * Pits * > Prox *)- 


Il. 
Existenz eines Riickkehrpunktes. 
Soll die Curve f einen Riickkehrpunkt haben, so muss bekanntlich: 
S=0 und T=0 


sein. Dieses wohl zuerst von Salmon aufgestellte Resultat ergiebt 
sich auf folgende Weise. Sind x; die Coordinaten des Riickkehrpunktes 
und v; die Coordinaten der Riickkehrtangente, so bestehen die Glei- 
chungen: 


(1) Uj + Ug Hy + V3, = 0 
(2) APE =fix=—vim 3; it und k—1, 2, 3. 


6 0x, 02, 
Durch Combination dieser Gleichungen folgt fiirs erste ganz wie 
im Falle I: 
(3) S’— T?=—0. 
Eine zweite Bedingung bekommt man durch Elimination der 2; 


und «; aus dem System (2). Um das Eliminationsresultat zu erhalten, 
erinnern wir an die bekannte Formel: 


Su,? aes ZZO0x2 4 fy" 7h 


*) Die Formen von f, mit passenden numerischen Factoren versehen, werden 
wir ganz nach der Abhandlung in Bd. IV. dieser Annalen, 8. 141 ff. benennen. 
**) Es ist: 


0 = (abu)? a,b, = 220,100) 
x 


(f, 1)" = 2(feefss — fos*) » (Ff, £)*> = 2(fiohis — firfes) U. 8. w. 
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worin die u; und 4; vollig willkiihrlich sind. Wenn speciell die x; dem 
Systeme (2) geniigen, wird die rechte Seite der letzten Relation iden- 
tisch Null und daher muss auch: 

S=0 
sein. Diese Gleichung, sowie die (3) ziehen als uothwendige Be- 
dingungen fiir einen Riickkehrpunkt: 
(4) =(Q und T=0 
nach sich. Dass dieselben auch hinreichend sind, werden wir auf 
eine Art erhiirten, die uns gleichzeitig die Coordinaten des Riickkehr- 
punktes finden lehrt. 

Zuniichst ist Z; ein vollstiindiger Cubus. Es wird niimlich am 
Schlusse dieser Arbeit bewiesen werden, dass eine terniire cubische 
Form die dritte Potenz eines linearen Ausdrucks ist, wenn ihre 
Zwischenform © identisch verschwindet. Nun ist aber (Band IV. dieser 
Annalen 8. 159): 


= 8S0+47TH—SK, 

d. h. beim Bestehen von (4) gleich Null. Man kann daher: 

Ty = (uy t, + Uyt, + gts)? = a5 
setzen, in welcher Formel die ¢ nicht bloss symbolische, sondern 
wirkliche Werthe und zwar gerade die Coordinaten des Riickkehr- 
punktes (bis auf einen unbestimmten Factor) bedeuten, Zu dem Zwecke 
ist zu zeigen, dass die Gleichungen: 

az>=0 und (abu)*?a,b, =0 
durch die W erthe x; = ¢; fiir beliebige u; befriedigt werden, oder mit 
andern Worten, dass: 

a>=O und (abu) ab, =0.- 


Die erste dieser Gleichungen driickt aus, dass 7’ verschwindet. 

Die zweite wird gleichzeitig mit dieser anderen: 
(abu)? aby . um =O 

erwiesen sein, da im allgemeinen 7;*) und also auch «, von Null ver- 
schieden ist. 

Bekanntlich aber ist (s. Gordan in Bd. |. dieser Annalen p. 110 
oben): 

(abu)? aby = S . S;, 

somit im vorliegenden Falle Null. Als das Resultat unserer Unter- 
suchung haben wir also: 

Die hinreichenden und nothwendigen Bedingungen dafiir, dass die 
Curve f = 0 einen Riickkehrpunkt besitze, sind S = 0 und -T = 0. 


*) Man zeigt diess leicht an einem speciellen Beispiele. 
Mathematische Annalen IV, 
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Die Coordinaten des Riickkehrpunktes bestimmen sich durch die laufende 
Proportion: 


Site: xe Se. « . al , ‘ ; 
Uy 2 Lye 2 Hy Hy tes + + 2 Wy MyM, = by cbs tbyyg tes + 2 biog. 


II. 
Vorhandensein zweier Doppelpunkte *). 


Die meisten zur Discutirung dieses Falles néthigen Formeln hat 
bereits Gordan in der oben citirten Note gegeben. 
Sind: 


$,* = s,? = $2? = ---=( und r,=—0 





die Gleichungen des Kegelschnitts und der Geraden, in welche die 
Curve 3' Ordnung zerfallt, so wird: 
(1) f= a,° = rz . 8°. 
Durch Differentiation erhilt man hieraus unmittelbar die fiir alle 
Werthe der 2;, y; und z; bestehenden Formeln: 
3AzGy? = 2rySy8z + rzS,’, 
3 Az AyA; = 1zSy8; + Sz (1:8, + yz). 
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit }, und ersetzt 
iiberdiess die y; durch die Unterdeterminanten b, u, — b,u,, b,u, — b, us 
etc., so folgt: 
3(abu)* arb, = 2(rbu) (sbu) seb. + red, (shu). 
Indem man in dieser Relation die Glieder rechter Hand vermittelst des 
Systems (2) berechnet, erhailt man nach einer kleinen Reduction: 
90 = 9(abu) azbe = 4r,7(ss'u)? — 28, (s'ru)? 
(3) + u,* (rss)? — 4uzrz(rss’) (ss'u). 
Nimmt man in diesem Ausdruck wu; = ¢;¢, an und multiplicirt mit 
€z, so ergiebt sich: 
9(abe)*? debele = 41r,7(8 8'C)* Ce — 28,¢,(sre)? + ¢,3 (rss) 
— 4¢,?rz(rss’) (ess’), 


(2) 


eine Formel, welche, der Kiirze wegen 

(4) i=(rs's") 

gesetzt, unter Anwendung von (2) iibergeht in: 

(5) 27 (abc)? a,b,c, = 27A = 27 a,* = 4r,} . (ss’s")? — 3if. 


*) Die Ergebnisse dieser Nummer konnten rascher durch Anwendung der 
canonischen Form: 
f= ax? + 6ba,2,2, 
abgeleitet werden. Wir ziehen jedoch die im Texte gegebene Methode als eleganter 
vor, wie dies auch Gordan gethan hat. 
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Durch Differentiation dieser Gleichung erhalten wir die fiir be- 
liebige Werthe der y; und x; geltende Relation: 


(6) 27 a,? a, = 4r,?r,(sss")? — 3ia/Pa,r. 
Indem wir hierin die y; durch die Unterdeterminanten b,u, — b,u., 
b,u, — b,u, ete. ersetzen und mit b, multipliciren, folgt: 


(7) 81H = 81(aau)? a,a, = 4r,?(sru)? (ss‘s”)? — 910. 

Nimmt man dagegen in (6) die y; gleich den Unterdeterminanten 
B,u,; — B,u., B,u, — B,u, u. s. Ww. an und multiplicirt mit B,, so er- 
giebt sich: 

(8) 8K = 9 (a@Bu)? o,B, = 9770 — 8i(ss's”)? (rsu)?r,?. 

Um S; zu finden, leiten wir aus dem Ausdrucke von © durch 

Differentiation der u; die Formel ab: 
18(abu) (abv) arb, = 8r,2(ss'u) (ss'v) — 48,2. (s'ru) (s'rv) 

+ 2uz . v2(rss’)? — 4vz . re(rss’) (uss’) — 4tterz(rss’) . (vss). 

Ersetzt man hierin die v; durch die symbolischen Buchstaben ¢; 
und die x; durch die Unterdeterminanten ¢,u, — ¢,u, etc., so hat man 
soforte 
(9)  S;= (abe) (abu) (acu) (beu) = . (rs“u)? (ss‘u) (rss’). 


Indem wir dasselbe Verfahren auf H anwenden, bekommen wir: 
(10) T, = (aba) (au) (bau) (abu) = — 4 iS;. 

Die Aunahmen u,%u, = d,dad, in den zwei letzten Gleichungen 
liefern die Werthe der beiden Invarianten: 
(11) of 81S = 7. 
(12) — BT = i. 

Die nunmehr aufgestellten Formeln reichen vollstindig zur Erle- 
digung des vorliegenden Falles aus. 

Die Bestimmung der beiden Doppelpunkte und der sie verbindenden 
Geraden liefert die Gleichung (8), welche sich auch in der Form 
schreiben liisst: 


(13) K— SQO= — + i. (ss's”)? (rsu)?r,?. 
Will man das Produkt der Doppelpunktgleichungen fiir sich haben, 
so braucht man in (13) bloss 7,1, 2, =O, 2,0 anzunehmen, 


und indem man den sich so ergebenden Ausdruck zweiten Grades in 
den uw; von K — SO absondert, bekommt man r,” (natiirlich abgesehen 
von constanten Factoren). 

Aus den Gleichungen (9)—(12) leitet man als nothwendige Be- 
dingung fiir das Vorhandensein zweier Doppelpunkte: 
(14) P, = TS; — ST; =0 
ab. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. 
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Die Formel: 


2 ol; af 
K oe SO = 9 = ou, oa, _ 2Tu,? 


(vergl. Band IV. dieser Annalen, 8. 151, Gleichungen (5) und (7)) 
geht niimlich durch Multiplication mit S beim Bestehen von (14) 
iiber in: 


S. o¢ 
S(K + 80) =2T & aks of _ Su.) —2TH 


OU; Ox; 
oder in: 
SK—2TH+ S00. 
Multiplicirt man diese Relation wieder mit S und erinnert sich, 
dass: 


Sp, = — 4(S3 — T?), 
dass also wegen (14) S® gleich 7? ist, so bekommt man: 
(15) SK —2STH+ T?70=—0. 


Die letzte Gleichung stimmt in ihrer linken Seite vollstindig mit 
O7;—s. iiberein und sagt demnach nichts anderes aus, als dass 7’f/— SA 
ein vollstiindiger Cubus ist und dass daher: 

(16) Tf— SA =(r, 4, + 7% + 7,2, = r25 

gesetzt werden kann. Nach dieser Formel muss die Gerade r, = 0 
dureh jeden der 9 Schnittpunkte von f und A gehen, was nur mig- 
lich ist, wenn 7, sowohl in f als auch in A als Factor enthalten ist. 


It’. 


Die Curve besteht aus einem Kegelschnitt und einer denselben 
beriihrenden Geraden. 


In den Formeln des vorhergehenden Falles sei jetzt: 
i = (ssr)? = 0, 
d. h. die Gerade vr, beriihre den Kegelschnitt s,?._ Die Relationen (5) 
und (9) in III zeigen, dass alsdann: 
DB = G44, 0)° + 34120)? @, +--+ -- + 6 493% HX; 

der dritten Potenz von r,* proportional und dass S;==0 den Cubus 
der Gleichung des Beriihrungspunktes darstellt. Ueberdiess wird der 
Ausdruck von 7; gleich Null. Umgekehrt driickt das identische Ver- 
schwinden von 7; stets aus, dass die Curve 3’ Ordnung einen Kegel- 
schnitt und eine ihn beriihrende Gerade darstellt. 

Wenn niamlich fiir alle Werthe der w;: 

T; = sa u,> + son Uy? Uy freee ft ie U, Uy Us, =O, 


so sind die Invarianten: 
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oT oT 
bay, “1 + 2= Aneto + las a 6T 


A a tn + <a bet yo, =OT = 6S? 
ebenfalls Null. Nach der Formel fiir K + SO in III verschwindet 
daher auch K, d. h. A ist die dritte Potenz eines linearen Ausdrucks. 
Gemiiss der bekannten Salmon’schen Identitiit muss aber dieser in f 
einfach enthalten sein, und es liegt somit der vorhergehende Fall vor, 
mit der Besonderheit, dass: 


Sun. Fuad 


OA 
und: 


oder. dass: 


In Worten: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Curve 
3’ Ordnung f = 0 aus einem Kegelschnitt und einer thn beriihrenden 
Geraden bestehe, ist T;==0. Die Coordinaten x; des Beriithrungspunktes 
bestimmen sich aus der laufenden Proportion: 


(ss‘r)? = 


snd opty -s . _~ = *@ ee . ee % 

ee Al See Ae SE Oe Oe ee ee SPS nd De 
die andes u; der Tangente dagegen aus: 

U1? 5 Wy 7 Wy 3 Uby2 Uy So 0 oF Uy Uy My SS Oyyy 2 Oyo 3 Myyg te oof Byog 


\ 


IV. 
Curven 3 Ordnung mit drei Doppelpunkten. 


Zerfallt der Kegelschuitt der Nummer III s,* in 2 Gerade, d. h. 
ist: 
Sx~ == Px ° Ca 7 
so besteht die Curve f aus 3 Geraden. Es wird dann: 


(ss'u)? = — 4 (pqu)? 
(sru)? = — vig w) (qru) 
(rss’) (ss'u) = — + (par) (paw) 
om (etry — 5 (par)? 
(sss"? == 0, 2 


und fiir die Formen von f hat man folgende Ausdriicke: 


*) Wenn die Seip siimmtlich gleich Null, d. h. wenn S; identisch verschwindet, 
ist f die Summe zweier Cuben. Dieser Fall, sowie mehrere andere, die keine 
rechte geometrische, sondern nur eine algebraische Deutung zulassen, werden wir 
spiiter behandeln. 
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[= Prez + : 
90 = — 2r?(pqu)* + 2pede - (rpu) (aru) — = us" (par)? 

+ 2u2t2(pqu) (par), 

oder, wenn man auf das letzte Glied rechts die bekannte Identitiit: 

(2) (pqr) Us = (pqu)rs + (gru) pe + (rpu) de 

anwendet : 

(3) 2 © + + (par)tust = (pqu)re - (qru) pe + (Gre) Pe - (7PU) Ge 
+ (rpu) de. (pgu) re. 


(4) 18A = (par)? 
95, = (par) (pau) (aru) (rpu). 
(5) 162 T; = — 1818S; = (par)’ (pau) (qru) (rpu). 


4.81S = (pqr)'. 
98 . 25 7 == (pqr)*. 


(6) —7B——}(2+h5 5s") 


2 On OX, * 
= ((pqu) rz — (Gru) pz) (VU) Pe— (PU) de) ((T PU) Ge— (Pq) rz), 
Multiplicirt man die Gleichungen (2), (3) und (5) beziehungsweise 
mit (pqr)*, mit (pqr)® und (pqr)*.f und setzt: 
(7) v4, =(par)’ (aru) pe » Y= (par) (PU) de » ¥3= (par)? (pau)re, 
so findet man mit Riicksicht auf die Werthe von S und 7' unmittelbar 
die Beziehungen: 
4.81. Sue=% + 42+ 49s, 
(8) 9.4. (TO + Ste") = W142 + Yrs + Ys» 
9.242. T;,. f= WYoYs, 
welchen noch die weitere: 
(9) 27. 9" T° BY = (y, — Y2)? (V2 — Ys)? (Ys — 1)? 
hinzugefiigt werden kann, indem man (6) quadrirt und mit (pqr)' 
multiplicirt. 
Die Relationen (8) zeigen, dass die y; die Wurzeln der cubischen 
Gleichung: 
a y —3.48u,?.y? +3:.4.81(70+ S?u,”?) y—9.3. 2°77, f=. 
Diese Gleichung lisst sich in bekannter Weise auflésen. (Vergl. 
z. B. Band III. dieser Annalen, 8. 272.) 
Nennen wir die vollstindigen Cuben: 


4 1(6fT; — 2Tu.> — 18SOu, + 93 /— 67 B) und 


4 T(6f 1, — 2Tu,® — 18SOu, — 9° /— 6T B) 
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beziehungsweise M* und N°, bezeichnen wir ferner mit «¢ eine beliebige 
der beiden imaginaren Cubikwurzeln der positiven Einheit, so hat man 
mit Riicksicht auf den-Ausdruck der Discriminante in (9): 


(10) y: = 27[4Su, + &M + ei N]*); i=1, 2, 3. 


In diesem Werthe von y' ist es gleichgiltig, welche der 3 Cubik- 
wurzeln man fiir M nimmt, wiihrend N durch die Beziehung be- 
stimmt ist: 


(11) MN = 4(S?u,2 — 370). 


Aus den Ausdriicken von f und A in (1) und (4) ersieht man, dass: 


Umgekehrt muss die Curve f in 3 Gerade zerfallen, wenn diese 
Zwischenform fiir alle Werthe der x; und w; verschwindet. Es ist 
dann offenbar f mit A proportional, d. h. die Hessiane der Curve 
3 Ordnung fallt mit dieser zusammen; was nur méglich ist, wenn 
f aus 3 Geraden besteht. 

Dass im Falle der Proportionalitiit von f mit A die Curve 3'" Ord- 
nung in ein Dreieck ausartet, lisst sich auch folgendermassen zeigen. 
Setzen wir: , 


(12) A= «,' = of, 
so gehen die Gieichungen: 
(aba)? a,b,0,=—S.f 
(abe) (aba) (aca) (bea) = 6T 
(abu) (aba) (aau) (bau) = T; 


unmittelbar in die folgenden iiber: 


= 
(13) eg =T 
T= oS;. 


Durch Combination dieser Formeln erhalt man: 
TS, — ST;=0, 
so dass man: 
(14) 7 f ome 2 Sx" 


*) Mit diesen Entwicklungen ist gleichzeitig eine neue Bestimmung der Wende- 
punkte einer allgemeinen Curve 3'** Ordnung gegeben. Dieselbe enthilt nicht so 
hohe Irrationalitiiten, als die von Clebsch in Band II. dieser Annalen, 8. 382 
mitgetheilte. 
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annehmen kann. Der Kegelschnitt s,? muss aber nothwendigerweise 
in ein Geradenpaar zerfallen. Aus (14) folgt naémlich nach der Nummer III: 


Tf—SA =  S(ss's")? 1,3, 


27 
wahrend aus den Relationen (12) und (13): 
Tf—SA=0 


hervorgeht. Es muss also das Produkt S . (ss’‘s’)* gleich Null sein. 
Schliessen wir den Fall aus, dass A selbst identisch verschwindet, so 
kann og und daher S nicht Null werden, sondern man hat: 


(ss‘s")? = 0, 
wie zu beweisen war. 


V. 
Existenz eines dreifachen Punktes. 


Die Curve ist jetzt ein System von 3 Geraden, die sich in einem 
Punkt schneiden. Daher hat mau in den Formeln der vorhergehenden 
Nummer (pqr) = 0 und: 


(1) ~ 90 = (ps? + qe? + 12°) (pruy?, 


anzunehmen, welche Relation zur Berechnung der Coordinaten (a;) des 
dreifachen Punktes (a) dient. Diese letzteren liefern ihrerseits die 
Bestimmung der 3 Geraden, aus denen die Curve besteht, in folgender 
Weise. Sind 0; und ¢; vollig willkiihrliche Gréssen, so fiihren wir 
durch die Gleichungen: 

(2) =A YAO, YH Ys L=ALY, AD QY 7 CQY3 T= AY, +b; Yo+ Cy Ys 
ein neues Coordinatendreieck ein, dessen Seiten y, =O und y, = 0 
sich in dem Punkte a schneiden. Die Relation f(7,, 2, x,) =O geht 
durch diese Transformation in eine homogene Gleichung zwischen y, 
und y, iiber, da y, ganz herausfallen muss. Zerlegt man diese Glei- 
chung dritten Grades in 3 Factoren und ersetzt darin y, und y, durch 
ihre Ausdriicke in den z;, so hat man die 3 Geraden einzeln darge- 
stellt. Diese Lésung stimmt vollig iiberein mit derjenigen, die Hesse 
im 56. Bde. des Borchardt’schen Journals fiir eine beliebige Anzahl 
von Variabeln gegeben hat. Durch die dortigen allgemeinen Unter- 
suchungen ist auch erwiesen, dass A = 0) die hinreichende und noth- 
wendige Bedingung fiir das Zerfallen einer Curve 3’ Ordnung in ein 
Biischel von 3 Geraden bedeutet. 














Ausartungen einer Curve 3'* Ordnung. 


VI. 


Die Curve besteht aus einer doppelt und einer einfach zu 
rechnenden Geraden. 


Wofern die beiden Geraden p, und g, in der vorhergehenden 
Nummer zusammenfallen, wofern also: 


(1) f= 42" x 
findet man: 
(2) — 5 0 = 4g. (qru)’. 


Aus dieser Gleichung findet man gleichzeitig die Doppelgerade 
qz wnd den Schnittpunkt von g, mit r, Die hinreichende und noth- 
wendige Bedingung fiir diesen Fall ist offenbar / = 0. Die reciproke 
Form F gleich Null gesetzt, repriisentirt niimlich die Bedingung fiir 
die Coordinaten einer geraden Linie, die f in 2 zusammenfallenden 
Punkten schneidet. Wenn die Curve f aus einer doppelt und einer 
einfach zu nehmenden Geraden besteht, wird sie von ‘jeder Geraden 
in 2 zusammenfallenden Punkten geschnitten, d. h. / muss identisch 
verschwinden. Umgekehrt, wenn JF’ fiir alle Werthe der u; gleich 
Null, wird { von jeder Geraden in 2 zusammenfallenden Punkten ge- 
schnitten. Dieser Fall kann nur eintreten, wenn f das System einer 
Doppel- und einer einfachen Geraden ist; wie man auch analytisch 
leicht zeigen kénnte. 

Stimmen endlich g, und r, gleichfalls mit einander iiberein, d. h. ist: 


Vil. 


Die Curve eine dreifach zu nehmende Gerade. 


Alsdann wird: 
(1) *” © = (abu)? aby = 0. 
Diese Bedingung ist auch hinreichend. In der Theorie der Kegel- 
schnitte wird niimlich gezeigt, dass beim Bestehen von (1) der Aus- 
druck a,a,? in Bezug auf die y; ein vollstiindiges Quadrat ist, d. h. 
dass : ~ 

Az Ay? = Q(UY) + U2Y2 + Us¥3)? 

gesetzt werden kann, worin @ wnd die wu; noch von den 2; abhingig 
sein kénnen. Indem wir in der letzten Gleichung der Reihe nach: 
L,=1, 4 =—0, 2, = 0, 4, =0, = 1, 4=0, 2, =0, 2, =0, 4, —1. 
annehmen, bekommen wir Formeln von der Gestalt: 

Gy 41 2 Byy9 Myon 2 Ayyg % Byoy ? Bygqg == Uy? 2 Uy Uy 2 Uy? 2 U, Uy 2 Uq Mg 2 Uy” 
(2) Gays t Aayg ? Magy  Mq43 2 Aq5? Gogg = 0472 Vy V_ t V_? = Vj Vg z VQVs ? V3? 
Ag14 2 Ugy9 2 Agn9 t By13 2 Agog 2 Aggg = Wy? 3 Wy Wet We? 2 W, Ws? We Ws: We”, 


572 ; S. GunpELFINcER. 


Aus dén beiden ersten dieser Proportionengleichungen zieht man: 


Bs 19 2 Bao t Bog == Uy 2 My Uy == V, 2 Uy 2 U5, 
so dass man in der zweiten Formel des Systems (2) die «; an Stelle 
der v; schreiben kann. In ganz derselben Weise lassen sich auch in 
der dritten die w; durch die wu; ersetzen, und man kann die Relationen 
(2) jetzt in die eine zusammenfassen: 

By4y 2 Biya 2 Byyg fo oo 3 Ayog == Uy? 2 Hy 72 My 2 Hy 72My 2... 5 Hy Ugly, 
womit die Behauptung erwiesen ist. 


Tiibingen, Ende August 1871. 




















Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie.*) 


Von Fenix Kier in Gérrincen. 


Die nachstehenden Erérterungen beziehen sich auf die sogenannte 
Nicht-Euklidische Geometrie von Gauss, Lobatschefsky, Bolyai 
und die verwandten Betrachtungen, welche Riemann und Helm- 
holtz tiber die Grundlagen unserer geometrischen Vorstellungen an- 
gestellt haben. Sie sollen indess nicht etwa die philosophischen Specu- 
lationen weiter verfolgen, welche zu den genannten Arbeiten hingeleitet 
haben, vielmehr ist ihr Zweck, die mathematischen Resultate dieser 
Arbeiten, soweit sie sich auf Parallelentheorie beziehen, in einer neuen 
anschaulichen Weise darzulegen und einem allgemeinen deutlichen Ver- 
stiindnisse zugiinglich zu machen. 

Der Weg hierzu fiihrt durch die projectivische Geometrie. Man 
kann niimlich, nach dem Vorgange van Cayley **), eine projectivische 
Massbestimmung im Raume construiren, welche eine beliebig anzu- 
nehmende Fliiche 2'" Grades als sogenannte fundamentale Fliiche be- 
nutzt. Je nach der Art der von ihr benutzten Fliche 2'" Grades ist 
nun diese Massbestimmung ein Bild fiir die verschiedenen in den vor- 
genannten Arbeiten aufgestellten Parallelentheorieen. Aber sie ist 
nicht nur ein Bild fiir dieselben, sie deckt geradezu, wie sich zeigen 
wird, deren inneres Wesen auf. 

Ich beginne damit, die in Rede stehenden Parallelentheorieen kurz 
auseinander zu setzen (§ 1.). Sodann wende ich mich der Cayley’- 
schen Massbestimmung zu, die ich im Zusammenhange entwickele, so 
zwar, dass fortwiihrend auf die verschiedenartigen Parallelentheorieen 
Bezug genommen wird. Ich bin dabei um so lieber in ausfiihrlichere 
Erérterungen eingegangen, als die bez. Cayley ’schen Untersuchungen 
nicht hinlinglich bekannt geworden zu sein scheinen, dann aber auch 


*) Vergl. eine unter demselben Titel mitgetheilte Note in den, Gétt. Nach- 
richten. 1871. Nr. 17. 

**) Im Sixth Memoir upon Quantics. Phil. Transactions. t. 149, 1859. Vergl. 
die Fiedler’sche Uebersetzung von Salmon’s Kegelschnitten. 2. Aufl. (Leipzig 
1866), oder auch Fiedler: Die Elemente der neueren Geometrie und der Algebra 
der biniiren Formen (Leipzig 1862). 
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bei ihnen der leitende Gesichtspunkt ein anderer ist, als der hier vor- 
liegende. Bei Cayley handelt es sich darum, nachzuweisen, dass die 
gewohnliche (Euklidische) Massgeometrie als ein besonderer Theil der 
projectivischen Geometrie aufgefasst werden kann. Zu diesem Zwecke 
stellt er die allgemeine projectivische Massbestimmung auf und zeigt 
sodann, dass aus ihren Formeln die Formeln der gewéhnlichen Mass- 
geometrie hervorgehen, weun die fundamentale Fliiche in eimen be- 
stimmten Kegelschnitt, den unendlich fernen imaginiren Kreis, dege- 
nerirt. Hier dagegen handelt es sich darum, den geometrischen Inhalt 
der allgemeinen Cayley’schen Massbestimmung méglichst deutlich 
darzulegen und zu erkennen, nicht nur, wie sie durch eine geeignete 
Particularisation die Euklidische Massgeometrie ergiebt, sondern wesent- 
lich, dass sie in ganz derselben Beziehung zu den verschiedenen Mass- 
geometrieen steht, die sich den genannten Parallelentheorieen an- 
schliessen. 

Bei diesen Auseinandersetzungen ergeben sich einige neue Be- 
trachtungen. Ich rechne dahin, abgesehen von den Detailausfiihrungen, 
namentlich die Art und Weise, wie die Cayley’sche Massbestimmung 
durch Betrachtung wiederholter riumlicher Transformationen begriindet 
wird. Sodann hebe ich noch die Form hervor, unter welcher in § 7. 
und § 14. der Begriff des Kriimmungsmasses auftritt. 

Es ist iibrigens die Definition, welche ich fiir die projectivische 
Massbestimmung aufstelle, etwas allgemeiner, als die von Cayley 
selbst gegebene. Um die Entfernung zweier Punkte zu bestimmen, 
denke ich mir dieselben durch eine gerade Linie verbunden. Dieselbe 
schneidet die Fundamentalfliche in 2 weiteren Punkten, welche mit 
den beiden gegebenen ein gewisses Doppelverhiiltniss besitzen. Den 
mit einer willkiirlichen, aber fest gewiihlten Constante ¢ multiplicirten 
Logarithmus dieses Doppelverhiiltnisses bezeichne ich als die Entfernung 
der beiden Punkte. Um den Winkel zweier Ebenen zu bestimmen, 
lege ich durch deren Durchschnittslinie die beiden Tangentialebenen 
an die Fundamentalfliche. Dieselben bilden mit den beiden gegebenen 
Ebenen ein gewisses Doppelverhiltniss. Als Winkel der beiden ge- 
gebenen Ebenen bezeichne ich sodann den mit einer anderen willkiir- 
lichen, aber fest gewiihlten Constanten ¢ multiplicirten Logarithmus dieses 
Doppelverhiltnisses. Die hiermit aufgestellten geometrischen Defini- 
tionen stimmen mit den analytischen, von Cayley gegebenen iiberein, 
sobald man noch ¢ und © particuliire Werthe ertheilt, namlich beide 


gleich = setzt.*) Es ist aber fiir das Folgende wesentlich, die 


2 

*) Gelegentlich bezeichnet Cayley auch den ,,Quadranten“ als Einheit. Dies 

V—1 
n 


kommt darauf hinaus, ¢ und ¢’ gleich zu nehmen. 
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Constanten ¢ und ¢ beizubehalten, da z. B. ¢ gerade der in der Nicht- 
Euklidischen Geometrie vorkommenden charakteristischen Constanten 
entspricht (vergl. auch § 4.). 


$ 1. 


Die verschiedenen Parallelentheorieen. 


Das 11" Axiom des Euklides ist, wie bekannt, mit dem Satze 
gleichbedeutend, dass die Summe der Winkel im Dreiecke gleich zwei 
Rechten ist. Nun gelang es Legendre, zu beweisen*), dass die 
Winkelsumme im Dreiecke nicht grésser sein kann, als 2 Rechte; er 
zeigte ferner, dass, wenn in einem Dreiecke die Winkelsumme 2 Rechte 
hetriigt, dass dann ein Gleiches bei jedem Dreiecke der Fall ist. Aber 
er vermochte nicht zu zeigen, dass die Winkelsumme nicht mdglicher- 
weise kleiner ist, als 2 Rechte. 

Kine thnliche Ueberlegung scheint den Ausgangspunkt von Gauss’ 
Untersuchungen iiber diesen Gegenstand gebildet zu haben. Gauss 
war der Auffassung, dass es in der That unmdglich sei, den Satz von 
der Gleichheit der Winkelsumme mit 2 Rechten zu beweisen, dass man 
vielmehr auf Grund der vorangehenden Axiome eine in sich consequente 
Geometrie construiren kénne, bei der die Winkelsumme kleiner ausfillt. 
Gauss bezeichnete diese Geometrie als Nicht-Euklidische **); er hat 
sich mit ihr viel beschiftigt, leider aber, von einigen Andeutungen ab- 
gesehen, nichts tiber dieselbe verdffentlicht. In dieser Nicht-Euklidischen 
Geometrie kommt eine gewisse, fiir die riiumliche Massbestimmung charak- 
teristische Constante vor. Ertheilt man derselben einen unendlichen 
Werth, so erhiilt man die gewdhnliche Euklidische Geometrie. Hat 
aber die Constante einen endlichen Werth, so hat man eine abweichende 
Geometrie, fiir welche unter Anderem folgende Gesetze gelten: 

Die Winkelsumme im Dreiecke ist kleiner, als 2 Rechte, und zwar 
um so mehr, je grésser die Fliiche des Dreiecks ist. Fiir ein Dreieck, 
dessen Ecken unendlich weit entfernt sind, ist die Winkelsumme gleich 
Null. — Durch einen Punkt ausserhalb einer Geraden kann man 2 
Parallele zu der Geraden ziehen, d. h. Linien, welche die Gerade auf der 
einen oder anderen Seite in einem unendlich fernen Punkte schneiden. 
Die durch den Punkt gehenden Geraden, welche zwischen den beiden 
Parallelen verlaufen, schneiden die gegebene Gerade gar nicht. 


*) Dieser Beweis, sowie der sich auf den niimlichen Gegenstand beziehende 
Beweis von Lobatschefsky setzt die unendliche Liinge der Geraden voraus, 
Liisst man diese Annahme fallen (vergl. den weiteren Text), so fallen auch die 
Beweise, wie man daraus deutlich iibersehen mag, dass dieselben sonst in gleicher 
Weise fiir die Geometrie auf der Kugel gelten miissten. 

**) Vergl. Sartorius v. Waltershausen, Gauss zum Gediichtniss, p. 81. 
Sodann einige Briefe in dem Briefwechsel von Gauss und Schumacher. 
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Auf eben diese Nicht-Euklidische Geometrie ist Lobatchefsky*), 
Professor der Mathematik an der Universitit zu Kasan, und, einige 
Jahre spiiter, der ungarische Mathematiker J. Bolyai**) gefiihrt 
worden, und haben dieselben den Gegenstand in ausfiihrlichen Ver- 
dffentlichungen behandelt. Indess blieben diese Arbeiten ziemlich un- 
bekannt, bis man durch die Herausgabe des Briefwechsels zwischen 
Gauss und Schumacher, die 1862 erfolgte, auf dieselben aufmerk- 
sam gemacht wurde. Seitdem verbreitete sich die Auffassung, dass 
nunmehr die Parallelentheorie in ihrer realen Unbestimmtheit er- 
kannt sei. 

.Aber diese Auffassung muss wohl einer wesentlichen Modification 
unterliegen, seit im Jahre 1867 nach Riemann’s Tode dessen Habili- 
tationsvorlesung: ,,Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu 
Grunde liegen“‘ erschienen ist und bald darauf Helmholtz in den 
Gottinger Nachrichten (1868. Nr. 6.) seine Untersuchungen: ,, Ueber 
die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen“, veréffentlichte. 

In Riemann’s Schrift ist darauf hingewiesen, wie die Unbegrinzt- 
heit des Raumes nicht auch nothwendig dessen Unendlichkeit mit sich 
fiihrt. Es wire vielmehr denkbar und wiirde unserer Anschauung, die 
sich immer nur auf einen endlichen Theil des Raumes bezieht, nicht 
widersprechen, dass der Raum endlich wiire und in sich zuriickkehrte: 
die Geometrie unseres Raumes wiirde sich dann gestalten, wie die 
Geometrie auf einer in einer Mannigfaltigkeit von 4 Dimensionen ge- 
legenen Kugel von 3 Dimensionen. — Diese Vorstellung, die sich auch 
bei Helmholtz findet, wiirde mit sich bringen, dass die Winkelsumme 
im Dreiecke (wie beim gewoéhnlichen sphiirischen Dreiecke) grésser***) 
ist, als 2 Rechte, und zwar in dem Masse grosser, als das Dreieck 
einen grésseren Inhalt hat. Die gerade Linie wiirde alsdann keine 
unendlich fernen Punkte haben, und man kénnte durch einen gege- 
benen Punkt zu einer gegebenen Geraden iiberhaupt keine Parallele 
ziehen, 

Eine auf diese Vorstellungen gegriindete Geometrie wiirde sich in 
ganz gleicher Weise neben die gewdhnliche Euklidische Geometrie 


*) Im Kasan'schen Boten 1829, — Schriften der Universitit Kasan, 1836—38. 
— Crelle’s Journal, t. XVII. 1837. (Géométrie imaginaire.) — Geometrische Unter- 
suchungen zur Theorie der Parallellinien. Berlin 1840. — Pangéométrie. Kasan 
1855. (Die Pangéométrie findet sich in italienischer Uebersetzung im t. V. des 
Giornale di Matematiche. 1867.) 

**) In einem Appendix zu W. Bolyai’s Werke: ‘Tentamen juventutem .... 
Maros Vasarhely. 1832. Cf. eine italienische Uebersetzung desselben im t. VI. des 
Giornale di Matematiche, 1868. 

***) Die entgegenstehenden Beweise von Legendre und Lobatchefsky 
setzen, wie bereits bemerkt, die Unendlichkeit des Raumes voraus, 
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stellen, wie die soeben erwihnte Geometrie von Gauss, Lobatchefsky, 
Bolyai. Wiahrend letztere der Geraden 2 unendlich ferne Punkte er- 
theilt, giebt diese der Geraden iiberhaupt keine (d. h. 2 imaginire) 
unendlich ferne Punkte. Zwischen beiden steht die Euklidische Geo- 
metrie als Uebergangsfall; sie legt der Geraden 2 zusammenfallende 
unendlich ferne Punkte bei. 

Kinem in der neueren Geometrie gewéhnlichen Sprachgebrauche*) 
folgend, sollen diese 3 Geometrieen beziiglich als hyperbolische, als 
elliptische und als parabolische Geometrie im Nachstehenden bezeichnet 
werden, je nachdem die beiden unendlich fernen Punkte der Geraden 
reell oder imaginir sind oder zusammenfallen. 

Diese dreierlei Geometrieen werden sich nun im Folgenden als 
besondere Fille der allgemeinen Cayley’schen Massbestimmung er- 
weisen. Zu der parabolischen (der gewéhnlichen) Geometrie wird 
man gefiihrt, wenn man die Fundamentalfliche der Cayley’schen Mass- 
bestimmung in einen imaginaren Kegelschnitt degeneriren lisst. Nimmt 
man fiir die Fundamentalfliche eine eigentliche Fliche 2" Grades, 
die aber imaginir ist, so erhilt man die elliptische Geometrie. Die 
hyperbolische Geometrie endlich erhilt man, wenn man fiir die Fnn- 
damentalfliiche eine reelle, aber nicht geradlinige Fliche 2'" Grades 
nimmt und auf die Punkte in deren Innerem achtet. 

Ich wende mich jetzt zu der Aufstellung der allgemeinen Cayley’- 
schen Massbestimmung, zuniichst fiir die Grundgebilde erster Stufe. 
Dabei erértere ich jedesmal, wie sich unter die projectivischen Vor- 
stellungen die Vorstellungen der elliptischen und hyperbolischen Geo- 
metrie subsumiren. 

Es mag hier iibrigens noch des Zusammenhangs gedacht werden, 
in welchem sich die in Rede stehenden geometrischen Dinge mit den 
Betrachtungen befinden, die sich auf Massbestimmung in beliebig aus- 
gedehnten analytischen Mannigfaltigkeiten beziehen. 

Herr Beltrami hat zuerst gezeigt**), wie der planimetrische 
Theil der hyperbolischen (Nicht-Euklidischen) Geometrie seine Inter- 
pretation in der gewodhnlichen Metrik der Flichen mit constantem 
negativem Kriimmungsmasse findet. In der hyperbolischen Geometrie 
ist also die Ebene wie eine Mannigfaltigeit von 2 Dimeusionen mit 
constantem negativem Kriimmungsmasse, Als darauf die bez. Rie- 


*) Man bezeichnet z. B. die Punkte einer Fliiche als hyperbolische oder ellip- 
tische oder parabolische, je nachdem die Haupttangenten reell oder imaginir sind 
oder zusammenfallen. Steiner nennt die Involutionen hyperbolisch oder elliptisch 
oder parabolisch, je nachdem die Doppelelemente reell oder imaginiir sind oder 
zusammenfallen u. s. f. 

**) Saggio di interpretazione della Geometria non-euclidea. Giornale di Ma- 
tematiche. 1868, 
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mann’sche Arbeit erschien, i1 der zum ersten Male der Begriff des 
Kriimmungsmasses auch fiir héhere Mannigfaltigkeiten aufgestellt wurde, 
dehnte Beltrami seine Untersuchungen auf Riume mit beliebig vielen 
Dimensionen aus.*) Insbesondere zeigte er, dass bei der hyperbolischen 
Geometrie dem gewohnlichen Raume (von 3 Dimensionen) auch wieder 
ein constantes negatives Kriimmungsmass beigelegt wird, dass geradezu 
die Annahme eines constanten negativen Kriimmungsmasses sich mit 
der Annahme der hyperbolischen Geometrie deckt. Die elliptische 
Geometrie dagegen, oder, wie er sie bezeichnet, die sphiirische **) 
(denn die gewodhnliche sphirische Geometrie gehért hierher), wiirde 
dem Raume ein constantes positives Kriimmungsmass beilegen. Bei 
der parabolischen Geometrie endlich wiirde das Kriimmungsmass auch 
constant, aber gleich Null sein. 


Da nun, wie im Folgenden gezeigt werden soll, die allgemeine 
Cayley’sche Massbestimmung im Raume von 3 Dimensionen gerade 
die hyperbolische, elliptische und parabolische Geometrie umfasst, sich 
also mit der Annahme eines constanten Kriimmungsmasses deckt, so 
wird man zu der Vermuthung geleitet, dass auch bei beliebig vielen 
Dimensionen die allgemeine Cayley’sche Massbestimmung und die 
Annahme eines constanten Kriimmungsmasses iiberein kommen. Dieses 
ist, wie indess nicht weiter gezeigt werden soll, in der That der Fall. 
Man wird also fiir Raiume mit constantem Kriimmungsmasse ohne 
Weiteres die Formeln benutzen kénnen, die im Folgenden unter An- 
nahme von 2 und 3 Dimensionen aufgestellt werden. Es schliesst dies 
ein, dass in solehen Kiiumen die kiirzesten Linien wie gerade Linien 
durch lineare Gleichungen dargestellt werden kénnen***); dass die 
unendlich fernen Elemente eine Fliche 2'" Grades bilden u. s. w. Es 
sind dies Resultate, welche bereits Beltrami, von anderen Betrach- 
tungen ausgehend, nachgewiesen hat 7); auch ist, um von den For- 
meln von Beltrami zu denen von Cayley zu gelangen, kaum noch 
ein Schritt zu thun. 

Zugleich mag hiermit der Zusammenhang angedeutet sein, der 
zwischen dem Nachstehenden und den allgemeinen Untersuchungen 


*) Teoria fundamentale degli spazii di curvatura costante. Annali di Mate- 
matica. Serie Il. t. Il. 1868/69, 
**) Dem gegeniiber bezeichnet er die hyperbolische Geometrie als ,,pseudo- 
sphiirische “. 
#**) Tusbesondere also wird fiir Riume mit constanter Kriimmung die projec- 
tivische Geometrie gelten. Vergl. § 17. des Textes. 
+) Zuniichst fiir Flichen von constantem Kriimmungsmasse in einem Auf- 
satze: Risolutione del problema di riportare i punti di una superficie etc, Annali 
di Matematica. Serie I. t. VII. 1866. Sodann allgemein in der genannten Ab- 
handlung: Teoria generale etc. 
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der Herren Christoffel*) und Lipschitz**) itiber Differential- 
ausdriicke besteht. 


§ 2. 
Allgemeines iiber riiumliche Massbestimmung. 


Alle riiumlichen Massbestimmungen Jassen sich bekanntlich auf 
2 fundamentale Aufgaben zuriickfiihren: auf die Bestimmung der Ent- 


" fernung zweier Punkte und auf die Bestimmung der Neigung zweier 


sich schneidender Geraden; wie denn die Instrumente, mit denen der 
praktische Geometer arbeitet, im Allgemeinen Strecken oder Winkel 
messen; alle iibrigen zu bestimmenden Dinge kénnen aus diesen be- 
rechnet werden. 

Im Sinne der projectivischen Geometrie wird man diese beiden 
Grundaufgaben als das Problem der Massbestimmung auf den Grund- 
gebilden erster Stufe bezeichnen kénnen. Das Messen der Entfernung 
zweier Punkte entspricht der Massbestimmung auf der geraden Punkt- 
reihe; das Messen der Neigung zweier sich schneidender Geraden der 
Massbestimmung im ebenen Strahlbiischel. Die Massbestimmung im 
Ebenenbiischel endlich ist von der im ebenen Strahlbiischel nicht ver- 
schieden, da als Neigung zweier Ebenen die Neigung solcher zwei 
sich schneidender Linien anzusehen ist, in welchen die beiden Ebenen 
durch eine auf ihrer Durchschnittslinie senkrechte Ebene geschnitten 
werden. Es bleiben sonach nur zu betrachten die Massbestimmung 
auf der geraden Punktreihe und die Massbestinmung im ebenen Strahl- 
biischel, und von ihnen soll hier zuniichst gehandelt werden. 

Sofern man die gerade Punktreihe und das ebene Strahlbiischel 
als in der Ebene gelegen betrachtet, sind sie durch das Princip der 
Dualitit verkniipft. Nicht so die fiir dieselben geltenden Massbestim- 
mungen, die im Gegentheil wesentlich verschieden sind, z. B.: 


Die Entfernung zweier Punkte ist eine algebraische, der Winkel 
zweier Geraden eine transscendente (cyclometrische) Function der Coor- 
dinaten. 

Die Linge einer unbegrinzten geraden Punktreihe ist unendlich 
gross; dagegen ist die Summe der Winkel im Strahlbiischel endlich. 

Kine Strecke ist (bis aufs Vorzeichen) eindeutig bestimmt, ein 
Winkel nur bis auf Multipla einer Periode. Entsprechend kann die 
Strecke auf einfache Weise in eine beliebige Anzahl gleicher Theile 
getheilt werden; nicht so der Winkel, bei dem im Allgemeinen nur 
die Zweitheilung gelingt etc. 


*) Borchardt’s Journal. t. 70. p. 46. 


**) Borchardt’s Journal, t. 70. p. 71; t. 72. p. 1. 
Mathematische Annalen IV, 
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Trotz dieser Unterschiede haben beide Arten von Massbestimmun- 


gen etwas Gemeinsames, und dieser Umstand wird gestatten, beide als 
besondere Fiille unter eine allgemeinere Massbestimmung zu subsu- 
miren. Dieses Gemeinsame ist zweierlei Art. 

Erstens gilt fiir beide Massbestimmungen das Gesetz, dass sich 
die Massunterschiede addiren*), d. h. dass der Massunterschied 12, 
vermehrt um den Massunterschied 23, gleich ist dem Massunterschiede 
13, in Zeichen 12+ 2313. Diese Addirbarkeit der Massunterschiede 
ist ein allgemeines Gesetz, welches bei allen Massbestimmungen in 
Mannigfaltigkeiten einer Dimension von vorn herein gegeben ist.**) 
Dasselbe hat fiir die Bestimmung derjenigen Function der Coordinaten, 
welche den Massunterschied darstellen soll, den Werth einer Func- 
tionalgleichung. — Mit dieser Addirbarkeit der Massunterschiede kén- 
nen wir gleich die weitere Eigenschaft verkniipfen, die ebenfalls bei 
allen Massbestimmungen in Mannigfaltigkeiten einer Dimension hervor- 
tritt, niimlich die, dass die Entferung eines Elementes von sich selbst 


gleich Null ist: 110. Hieraus und aus der eben genannten Kigen- 


schaft folgt noch insbesondere: 12 = — 21. 

Zweitens haben die hier zu betrachtenden Massbestimmungen noch 
eine zweite Eigenschaft, welche sie eben geeignet macht, zur Messung 
im Raume angewandt zu werden. Diese Eigenschaft ist die, durch 
eine Bewegung im Raume nicht geiindert zu werden. Der Winkel zweier 
Geraden eines Biischels findert sich inbesondere nicht, wenn man das 
Biischel in seiner Ebene um seinen Mittelpunkt eine Rotation aus- 
fiihren lisst; ebenso wenig die Entfernung zweier Punkte einer Ge- 
raden, wenn man die Gerade in sich verschiebt. 

Die genannten beiden Eigenschaften reichen hin, um beide Mass- 
bestimmungen zu charakterisiren; sie treten auch in deutlichster Weise 
hervor bei der Art, wie wirkliche Messungen ausgefiihrt werden. Man 
bedient sich dazu, sowohl beim Winkel- als beim Streckenmessen, 
einer Scala dquidistanter Elemente, die man beliebig an den zu mes- 
senden Gegenstand anlegt.***) Die Zahl der Scalentheile, welche 
*) Bei der Winkelmessung gilt dies natiirlich nur so weit, als man nicht, 
was man immer kann, den Winkeln 12 etc. unabhiingig von einander Multipla 
von 22 zufiigt. 

**) Dasselbe gilt z. B., wenn wir die Zeit oder Gewichte oder Intensitiiten 
messen, 

***) Beim Streckenmessen bedient man sich, in Uebereinstimmung mit dem im 
Texte Gesagten, einer Scala iiquidistanter, auf einer Geraden gelegener Punkte, 
eines Massstabs. Dagegen wendet man beim Winkelmessen nicht cine Winkel- 
scala, sondern einen getheilten Kreis an, der eine Winkelscala vertritt. Im Texte 
soll aber an der Vorstellung einer Winkelscala festgehalten werden, weil ein Kreis 
nicht im Sinne der projectivischen Geometrie ein Grundgebilde ist. 
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zwischen den beiden Elementen liegen, deren Massunterschied zu be- 
stimmen ist, ergiebt geradezu den gesuchten Massunterschied. Dabei 
soll nicht weiter discutirt werden, wie die Zahl dieser Scalentheile im 
Aligemeinen keine ganze und nicht einmal eine rationale ist, wie man 
damit zusammenhingend auch den Massunterschied zweier Elemente 
nie genau, sondern nur innerhalb gewisser Fehlergriinzen wird be- 
stimmen kénnen. — Dagegen mégen wir des Niheren betrachten, wie 
die genannten beiden Eigenschaften der Massbestimmung in der hier 
mit geschilderten Operation des Messens zu Tage treten. Die erste 
Eigenschaft, die Addirbarkeit der Massunterschiede, ist unmittelbar 
darin ausgesprochen, dass wir als Massunterschied zweier Elemente 
schlechthin die Zahl der zwischen ihnen befindlichen Scalentheile 
nehmen. Die zweite Eigenschaft tritt namentlich darin hervor, dass 
wir fiir den Massunterschied dieselbe Zahl finden, unabhingig von der 
Art und Weise, wie wir die Scala an das zu Messende anlegen. Zu 
diesem Zwecke muss die Scala die EKigenschaft haben, sich selbst zu 
decken, wenn man: sie an sich selbst beliebig anlegt. Oder, mit an- 
deren Worten: Uebt man auf die Scala eine Bewegung aus, bei der 
die gerade Punktreihe bez. das Strahlbiischel, welche ihre Trager sind, 
unverandert bleiben, bei der ferner ein Scalentheil in den niichstfol- 
genden iibergeht, so geht jeder Scalentheil in den nachstfolgenden tiber. 

Diese letztere Eigenschaft der Scala gestattet es, dieselbe durch 
eine wiederholte Bewegung anzufertigen. 

Insbesondere, um eine Scala auf der geraden Punktreihe zu con- 
struiren, nehme man zwei Punkte (1) und (2) als Granzpunkte eines 
ersten Scalentheils an. Sodann verschiebe man die Gerade in sich, 
bis (1) in (2) fallt. So ist (2) in einen Punkt (3) geriickt, welcher 
der dritte Scalentheilpunkt sein soll. Verschiebt man noch einmal um 
ein gleiches Stiick, so riickt wieder (1) in (2), (2) in (3), endlich (3) 
in einen neuen Scalentheilpunkt (4) u. s. w. 

Ebenso, will man eine Scala auf dem ebenen Strahlbiischel con- 
struiren, so nehme man zuvérderst 2 Strahlen (1) und (2) an als 
Grinzstrahlen eines ersten Scalentheils*). Eine Drehung des Biischels 
in seiner Ebene um seinen Mittelpunkt bringe (1) in die Lage von 
(2), so hat (2) eine Lage (3) angenommen, welches der dritte Theil- 
strahl ist u. s. f. 

Verschiebung einer Punktreihe oder Drehung eines Strahlbiischels 
in sich fallen nun beide vom Standpunkte der projectivischen Geometrie 
aus unter den allgemeineren Begriff einer linearen Transformation, 


*) In praxi wird man fiir den Scalentheil einen solchen Winkel nehmen, dass 
der rechte Winkel durch eine ganze Anzahl Scalentheile ausgedriickt wird, was 
hier nicht in Betracht kommt. 


* 38* 
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welche das betreffende Grundgebilde in sich tiberfiihrt. Hiernach wird 
man sofort eine allgemeinere Construction einer Scala fir die gerade 
Punktreihe oder das Strahlbiischel und damit eine allgemeincre Mass- 
bestimmung auf diesen Grundgebilden concipiren, die dann die wirklich 
angewandten Constructionen und Massbestimmungen als besondere 
Fille umfasst. Man wird sich niimlich dadurch, sei es fiir die Punkt- 
reihe oder fiir das Strahlbiischel, eine Scala construiren, dass man auf 
ein Element des betreffenden Gebildes eine beliebig anzunehmende 
lineare Transformation, durch weiche das Gebilde in sich iibergeht, 
wiederholt anwendet. Das anfinglich gewihlte Element erzeugt 
dabei eine Elementenreihe, welche eben die Scala ist. Als Massunter- 
schied zweier Elemente gilt die Zahl der zwischen den beiden Elemen- 
ten befindlichen Scalentheile.*) Ist hiernach zuniichst nur der Mass- 
unterschied solcher Elemente definirt, welche gerade um eine ganze 
Anzahl von Scalentheilen von einander abstehen, so wird ‘man durch 
fortgesetztes Unterabtheilen der Scalentheile (vergl. den folgenden Para- 
graphen) auch den Massunterschied zweier Elemente festlegen kénnen, 
die um eine rationale Zahl von Scalentheilen unterschieden sind; man 
wird endlich, indem man den Begriff der irrationalen Grinze aufnimmt, 
von einem Massunterschiede zweier beliebiger Elemente reden kénnen. 

Diese allgemeinere Art der Massbestimmung auf den Grundgebilden 
erster Stufe soll in dem folgenden Paragraphen niher untersucht werden. 
Man wird dabei so viele wesentlich verschiedene Massbestimmungen 
erhalten, als es wesentlich verschiedene lineare Transformationen im 
Grundgebilde erster Stufe giebt. Nun giebt es aber solcher Trans- 
formationen nur zweierlei Arten: 

1) Solehe, bei denen zwei (reelle oder imaginire) Elemente des 
Grundgebildes fest bleiben. (Allgemeiner Fall.) 

2) Solche, bei denen nur ein (doppeltziihlendes) Element des Grund- 
gebildes ungefndert bleibt. (Specieller Fall.) 

Entsprechend wird es auch nur zwei wesentlich verschiedene Arten 
projectivischer Massbestimmung auf den Grundgebilden erster Stufe 
geben: eine allgemeine, welche Transformationen erster Art, eine spe- 
cielle, welche Transformationen zweiter Art benutzt. 

Die gewoéhnliche Massbestimmung im Strahlbiischel ist von der 
ersten Art. Denn bei einer Rotation des Biischels um seinen Mittel- 
punkt in seiner Ebene bleiben zwei getrennte Strahlen desselben, die- 





*) Hierdurch wird die Art der’ zu benutzenden linearen Transformation be- 
schriinkt. In erster Linie muss die lineare Transformation eine reelle sein, welche 
ein reelles erstes Element in ein reelles zweites iiberfiihrt. Sodann ist auch noch 
erforderlich, dass die Scalentheilelemente in der Reihenfolge ihrer Entstehung 
aufeinander folgen, und nicht etwa das erste und zweite Element durch das dritte 
und vierte getrennt werden. Vergl. den weiteren Text. 
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jenigen, welche nach den unendlich fernen imaginiren Kreispunkten 
hingehen, ungeiindert. 

Dagegen ist die gewéhnliche Massbestimmung auf der Geraden 
von der zweiten Art. Denn bei einer Verschiebung einer Geraden in 
sich selbst bleibt nach der Aunahme der gewoéhnlichen parabolischen 
Geometrie nur ein Punkt derselben, der unendlich ferne Punkt, un- 
geindert. — 

Hiermit ist denn bereits angedeutet, wie nach der Annahme der 
hyperbolischen bez. der elliptischen Geometrie die Massbestimmung 
auf der Geraden den speciellen Charakter verliert, den ihr die para- 
bolische Geometrie beilegt. Die hyperbolische Geometrie ertheilt der 
Geraden zwei reelle, die elliptische zwei imaginiire unendlich ferne 
Punkte. Sie hat dementsprechend eine Verschiebung einer Geraden 
in sich als eine allgemeine lineare Transformation aufzufassen, welche 
zwei getrennte Punkte, die beiden unendlich fernen Punkte, ungein- 
dert lisst. Es wird dies im Folgenden noch niher erértert werden. 


§ 3. 
Die allgemeine projectivische Massbestimmung auf den 
Grundgebilden erster Stufe. 


Wir wollen hier zunichst nur den allgemeinen Fall der eben auf- 
gestellten projectivischen Massbestimmung ins Auge fassen, dass nim- 
lich zwei getrennte Elemente bei der die Scala erzeugenden linearen 
Transformation vorhanden sind. Dieselben mégen als die beiden Fun- 
damentalelemente hezeichnet werden. In sie verlegen wir die beiden 
Grundelemente einer Coordinatenbestimmung, welche jedes weitere 
Element durch das Verhiiltniss zweier homogener Veriinderlichen «, : x, 
festlegt. Den Werth dieses Verhiiltnisses mégen wir kurz durch z 
bezeichnen , sodass also z=0 und z= oo die beiden Fundamental- 
elemente vorstellt. Alsdann ist die lineare Transformation, von der 
wir bei der Construction der Scala ausgehen wollen, durch eine Glei- 
chung von der folgenden Form gegeben: 

g=Az, 
wo A eine die Transformation bestimmende Constante ist.*) — Wenden 


*) Dieses 4 darf nach einer oben gemachten Bemerkung nicht ganz beliebig 
sein, weil wir bei der Construction der Scala nur reelle Elemente des Grund- 
gebildes ins Auge fassen. Es muss 4 zuniichst der Beschriinkung geniigen, dass 
durch die Transformation z’= 12 reelle Elemente in reelle tibergehen (unabhingig 
davon, ob die beiden Fundamentalelemente z=0, z= reell oder imaginiir 
sind), Sodann muss 4 (vergl. den weiteren Text) bei reellen Fundamentalelemen- 
ten positiv sein. 


















584 


Feux Kuein, 


wir nun diese Transformation wiederholt auf ein willkiirlich angenom- 
menes Element z = 2, an, so erhalten wir eine Elementenreihe: 

a, aa, Ba, Ma,,.... 
und diese Elementenreihe ist unsere Scala. Dieselbe geht, wie a priori 
ersichtlich, durch die erzeugende Transformation in sich iiber. 

Bezeichnen wir nun den Scalentheil als Einheit der Entfernung, 
so wird die Entfernung der Elemente z,, 42,, 4°z,, 4°z,, ... von dem 
Elemente z, bez. gleich 0, 1, 2, 3,.... 

Jetzt werden wir, um auch die Entfernung anderer Elemente von 
dem Elemente z, messen zu kénnen, die Scalentheile unterabtheilen, 
etwa zuniichst in » (gleiche) Theile. Man erreicht dies, indem man 
auf das eine Griinzelement eines Scalentheils diejenige lineare Trans- 
formation (x — 1) mal anwendet, welche nach »maliger Wiederholung 
die Transformation z= Az ergiebt, d. h. also die Transformation: 

1 
a=A".z. 
Dabei wird man die n° Wurzel des Niheren so wiihlen*), dass das 
1 
Element 4” z zwischen die Elemente z und dz zu liegen kommt. 

Ist diese Unterabtheilung ausgefiihrt, so kann man nunmehr die 
Entfernung aller Elemente von z, angeben, deren Coordinate z sich 
auf die folgende Form bringen lasst: 


at f 
e=A ary T 


wo «, 6 ganze Zahlen sind. Diese Entfernung wird geradezu gleich 
dem Exponenten @ + f. 


Indem man sich nun die Untertheilung der Scala unbegriinzt fort- 
gesetzt denkt, ist ersichtlich, dass iiberhaupt als Entfernung eines 
Elementes z von dem Elemente z, derjenige Exponent a anzusehen 
ist, zu welchem 4 erhoben werden muss, damit 4*z, = ist. Es ist 
dabei @ irgend eine rationale oder irrationale Zahl. 


*) Warum gerade diese Bestimmung, iibersieht man am besten an dem Bei- 
spiele der Kreistheilung. Soll bei einem Kreise ein Scalentheil, etwa ein Grad, 
untergetheilt werden, so ist das zuniichst noch eine unbestimmte Aufgabe, weil 
der gegebene Scalentheil nur bis auf Multipla der Periode 2 x gegeben ist. Diese 
Unbestimmtheit wird durch die Festsetzung im Texte aufgchoben, — Bei recellen 

1 4 
Fundamentalelementen geniigt es, 2” einfach als die reelle m'* Wurzel von 2 zu 
definiren. Damit es aber eine solche giebt, muss 2 positiv sein, was schon oben 
angegeben wurde. Bei negativem 4 wiirde man fiir die Scala eine Elementen- 
reihe erhalten, deren Elemente nicht in der Reihenfolge ihrer Entstehung aufein- 
ander folgten. 
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Wir kénnen dies, da offenbar « = log 2 : log a ist, auch so aus- 
1 
sprechen : , 
Die Entfernung eines Elementes z von dem Elemente z, ist gleich dem 


Logarithmus des Quotienten & , dividirt durch die Constanté log i. 
1 


Das Element 2, ist dabei uur zufillig als Anfangselement der 
Scala gewihlt, aber nicht weiter ausgezeichnet gewesen; man kann 
dasselbe durch eine lineare Transformation, welche die beiden Funda- 
mentalelemente und also die ganze Massbestimmung nicht indert, 
iiberall hinbringen. Man hat also: 

Die Entfernung zweier belicbiger Elemente z und z# ist gleich 
log : : log 4, wie man noch verificiren mag, indem man die Entfer- 


nungen der beiden Elemente z und 2’ von 2,, niimlich log : : log 2 
1 


, 


2 . . 
und log —: log 4 von einander subtrahirt. 
i 


4 
: 1 
Statt der Constanten ;— 

log 4 
eine Bezeichnung, die im Folgenden immer angewendet werden soll. 
Dann ist also die Entfernung zweiter belicbiger Elemente z und 2 


wollen wir jetzt kiirzer c schreiben *), 


gleich c - log - . 

An diesem Ausdrucke fiir den Massunterschied zweier Elemente 
verificirt man leicht das Vorhandensein derjenigen Eigenschaften, durch 
deren Forderung wir ihn construirt haben. Zuniichst findet die Addir- 
barkeit der Massuuterschiede statt: 


. ¢ log 2, = clog 4 + ¢ log <,. 
Es ist ferner die Entfernung eines Elementes von sich selbst gleich Null: 
¢. log ’ == (), 


Endlich bleibt die Eutfernung zweier Elemente: 


c log = 
5 2 
ungeiindert, wenn man auf z und @ gleichzeitig eine lineare Trans- 
formation anwendet, bei der die beiden Fundamentalelemente : 
s= 0, Z2= & 

*) Entsprechend den Beschriinkungen, die der Constanten 4 aufgelegt waren, 
wird man Beschriinkungen fiir die Constante ¢ erhalten, Dicselben gehen dahin, 
dass ¢ reell oder rein imaginiir sein muss, je nachdem die Fundamentalelemente 
reell oder imaginiir sind. Wiihlte man ¢ anders, so wiirde man noch immer 
den hier gewonnenen analytischen Ausdruck als Massunterschied bezeichnen kén- 
nen, aber der Massunterschied zweier consecutiver reeller Elemente wire dann 
imaginiir. 


















5R6 Fenix Kuen. 
ungeindert bleiben, also eine Transformation, welche z und z’ gleich- 
zeitig in Multipla ihrer selbst iiberfiihrt. — 

Der hiermit fiir die Massbestimmung gewonnene analytische Aus- 


druck lisst sich einfach geometrisch interpretiren. Der Quotient ’ 


hat, wie bekannt, die Bedeutung des Doppelverhiiltnisses der Elemente 
z, & zu den beiden Fundamentalelementen z = 0, 2 = ov. 

Es wird also bei unserer Massbestimmung die Entfernung zweier 
Elemente des Grundgebildes gleich dem mit einer gewissen Constanten 
multiplicirten Logarithmus des von denselben mit den beiden Funda- 
mentalelementen gebildeten Doppelverhiiltnisses. 

Die fragliche Constante ¢ ist dabei unbestimmt und willkiirlich 
anzunehmen. 


g 4. 


Uebergang zu complexen Elementen. Verallgemeinerung der 
Coordinatenbestimmung. 


Wir haben bei der Construction der Scala und also bei der Defi- 
nition des Massunterschiedes zweier Elemente seither nur reelle Ele- 
_mente des Grundgebildes betrachtet. Nun wir aber den analytischen 
Ausdruck fiir den Massunterschied zweier Elemente gewonnen haben: 


2] ad 
CS 7? 


so kénnen wir auch unmittelbar von einem Massunterschiede zweier 
complexen Elemente des Grundgebildes sprechen. Dabei tritt dann in 
Allgemeinheit eine Erscheinung auf, die wir beim Winkel kennen und 
die, wie im nichsten Paragraphen weiter erdrtert werden soll, bei 
reellen Elementen immer dann in Evidenz tritt, wenn die Fundamental- 
elemente imaginiir sind. Es ist dies, dass der Massunterschied zweier 
Elemente keine eindeutig bestimmte, vielmehr eine unendlich vielwerthige 
Function mit einem Periodicitiitsmodul ist. 

Dieser Periodicititsmodul betriigt, da die Function des Logarithmus 
die Periode 2 zi hat, 2 czi. 

Da ferner der Logarithmus unendlich gross wird, wenn sein Ar- 
gument 0 oder oo betriigt, so sind offenbar solche Elemente unendlich 


° : ee z : ° 
weit von einander entfernt, fiir welche 7 =9 oder =co wird. Dies 


tritt dann und nur dann ein, wenn eines der beiden Elemente mit 


einem der beiden Fundamentalelemente (¢ = 0, z= oo) zusammen- 
fallt. Also: 
Bei unserer Massbestimmung erhilt das Grundgebilde zwei (reelle 


oder imaginire) wnendlich ferne Elemente: die beiden Fundamental- 
elemente. 
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Die Entfernung dieser Elemente von einem beliebigen anderen ist 
in derselben Weise unendlich gross, wie log 0 oder log oo. 

Die beiden Fundamentalelemente sind logarithmisch unendlich weit. 

Wir mégen nun auch die beschrinkende Annahme fallen lassen, 
welche wir seither hinsichtlich der Coordinatenbestimmung gemacht 
hatten. Die beiden Fundamentalelemente mégen nicht mehr mit den 
Grundelementen der Coordinatenbestimmung zusammenfallen, sondern 
sollen durch eine allgemeine Gleichung 2'* Grades gegeben sein: . 

Q=az2+2b2+ce=—0, 
oder, homogen geschrieben : 
ax,? + 2ba,2, + cx? =0. 
Um den Massunterschied zweier Elemente mit den homogenen Coor- 
dinaten 2,, 2, und y,, y, anzugeben, hat man nur das Doppelverhiilt- 
niss derselben zu den beiden Elementen 2 = 0 zu bilden. Dieses 
letztere wird aber nach bekannten Regeln: 
— Sev t+ V By — Son Ry, 
Qey nt V%, apie Qee Qyy 
wo Q,2, Qy,, Qry, die folgenden Ausdriicke bedeuten. Es ist Q,., 
Q,, dasjenige, was aus Q entsteht, wenn man statt der Variabeln 
bez. z,, Z und y,, y, einsetzt, also: 
Qee = a4,’ + 2 bx, £, + cx,’, Qyy = ay,” + 2 by, Hy + cy,’. 

Sodann Q,, bedeutet den Ausdruck: 


Qe y = AL, Yy + D(X, Yo + L,Y) + Cy Yo - 
Bei Anwendung dieser Bezeichnung wird jetzt der Massunterschied 
zweier Elemente gleich: 
2 

«tog et VB Bey 

Qry = V2, — 242 Qyy 
und dies ist der allgemeine analytische Ausdruck fiir den Massunterschied. 
Gelegentlich werden wir statt des Logarithmus einen Arcus Co- 

sinus einfiithren. Es ist bekanntlich: 








2 a+1 
c log a = 2ic. are cos _ 
2Va 
Also auch unser Massunterschied: 
: Q 
= 2ic. arc cos ———X— - 
V a2 7 Quy 


Dies ist diejenige Form des analytischen Ausdrucks, welche bei Cayley 
vorkommt; Cayley hat nur, wie bereits erwihnt, der Constanten c 


den particuliren Werth — + beigelegt, sodass bei ihm der Massunter- 


schied geradezu gleich wird dem betreffenden Arcus Cosinus. 
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§ 5. 
Besondere Betrachtung der reellen Elemente des Grundgebildes. 


Wir wollen nunmehr betrachten, wie sich die in den vorigen 
beiden Paragraphen entwickelte Massbestimmung auf den Grundgebil- 
den erster Stufe des Niheren fiir die reellen Elemente des Gebildes 
gestaltet. Dabei werden die beiden Fiille zu unterscheiden sein, dass 
die Fundamentalelemente reell oder dass sie imaginiir sind. Der be- 
stimmteren Vorstellung wegen wollen wir dabei insbesondere die Mass- 
bestimmung auf der geraden Punktreihe ins Auge fassen; fiir das 
Strahlbiischel gelten selbstverstindlich die nimlichen Dinge. 

Es mégen erstens auf der Geraden zwei reelle Fundamentalpunhte 
0, o gegeben sein. 

Sind dann x und y reelle Punkte der Geraden, so haben x, y zu 
0, 0 ein negatives oder positives Doppelverhiltniss, je nachdem die 
Strecke zy von der Strecke 00 getrennt wird oder nicht. Im ersten 
Falle ist also der Logarithmus des Doppelverhiiltnisses rein imaginiir, 
im zweiten (bis auf imaginire Perioden) reell. Stellen wir also die 
Forderung, dass die Entfernung zweier aufeinander folgender Punkte 
der Geraden reell sei, so miissen wir die den Logarithmus multipli- 
cirende Constante ¢ ebenfalls reell nehmen. Dann gilt der Satz: 

Die Entfernung zweier Punkte x, y ist cine imaginiire oder eine 
reelle Grosse, je nachdem die Strecke xy von der Strecke oo’ getrennt 
wird oder nicht. 

Man kénnte natiirlich c (wie dies bei Cayley geschieht) einen 
rein imaginaéren Werth beilegen; dann wiirden sich in dem vorstehen- 
den Satze die Worte reell und imaginiir vertauschen. Von vornherein 
ist dies gerade so zulissig, wie die andere Annahme. Nur wiirde da- 
durch die Massbestimmung einen ganz anderen Charakter fiir reelle 
Punkte bekommen, als die von uns gewohnlich angewandte ist. Woll- 
ten wir z. B. eine Scala solcher Punkte construiren, 1, 2, 3 ..., die 
jedesmal um die Einheit der Entfernung von einander abstehen, so 
wiirde 2 von 1 und 3 durch oo’ getrennt sein und die Entfernung 
13 nur insofern gleich zwei Einheiten sein, als man von 1 zuerst zu 2, 
von 2 sodann zu 3 geht, wihrend 13 unmittelbar gemessen einen ima- 
giniren Werth ergiebt u.s.f. Desshalb soll die Annahme eines ima- 
giniren ¢ hier ausgeschlossen sein. 

Bei reellem c haben wir zuniichst den eben angegebenen Satz. 
Wir werden uns dementsprechend auf die Betrachtung der einen der 
beiden Strecken beschriinken, in welche die Gerade durch die beiden 
Fundamentalpunkte zerlegt wird. Jede dieser beiden Strecken ist un- 
endlich lang, insofern ihre beiden Grinzpunkte, die Fundamentalpunkte, 
von allen anderen Punkten unendlich fern sind. 





















Ueber die Nicht -Euklidische Geometrie, 589 

Man stelle sich nun vor, dass man in einen Punkt der Strecke 
oo’, die wir gerade betrachten, gesetzt wiire und dass man sich nicht 
anders auf der Geraden fortbewegen kénne, als vermége solcher linearer 
Transformationen, welche die Punkte @, 0’ und also die Massbestim- 
mung ungedndert lassen. Wir wollen dann auch von einer Geschwin- 
digkeit der Bewegung sprechen, indem wir darunter das Verhiltuniss 
des durchlaufenen Raumes (gemessen in unserer Massbestimmung) zu 
der gebrauchten Zeit verstehen. Wenn man sich dann mit constanter 
Geschwindigkeit in dem einen oder dem anderen Sinne auf der Ge- 
raden bewegt, so wird man sich dem Punkte o oder o’ bestindig 
nihern, man wird ihn aber, da er unendlich fern ist, nie erreichen. 
In die zweite Strecke o’o aber, auf der man sich gerade nicht befindet, 
wird man nie gelangen, sodass man sich von ihrem Vorhandensein nicht 
wird tiberzeugen kinnen. 

Dies ist nun gerade diejenige Vorstellung, welche man sich in 
der hyperbolischen Geometrie von dem Messen auf der geraden Linie 
bildet. Die hyperbolische Geometrie ertheilt der Geraden zwei unend 
lich ferne Punkte. Ob jenseits der beiden unendlich fernen Punkte 
noch ein Stiick der Geraden existirt, welches das im Endlichen ge- 
legene Stiick zu einer geschlossenen Curve ergiinzt, ist nicht zu sagen, 
da uns unsere Bewegungen nie an die unendlich fernen Punkte hinan, 
geschweige denn iiber dieselben hinausfiihren. Jedenfalls wird man 
aber ein solches Stiick als ein gedachtes, ideales der geraden Linie 
hinzufiigen kénnen. 

Wir wollen nun gweitens annehmen, die beiden der Massbestim- 
mung auf der Geraden zu Grunde zu legenden Fundamentalpunkte 
seien (conjugirt) imaginaér. Dann ist das Doppelverhiltniss der beiden 
Fundamentalpunkte zu zwei beliebigen reellen Punkten z, y negativ, 
der Logarithmus also rein imaginair. Wir miissen also ¢ einen rein 
imaginaéren Werth c,7 ertheilen, damit die Entfernung reeller Punkte 
reell sein kaun. Dann aber ist zugleich die gegenseitige Entfernung 
aller reeller Punkte reell. Unendlich ferne reelle Punkte giebt es nicht. 
Die Linie kehrt wie eine geschlossene Curve in sich zuriick. Die reelle 
Entfernung zweier Punkte ist nicht vollstiindig bestimmt, sondern nur 
bis auf Multipla einer reellen Periode, welche die Gesammtlinge der 
Geraden vorstellt. Dicselbe betriigt 2imc = — 2a¢,. Die Mass- 
bestimmung auf der Geraden ist dann ganz so, wie die gewohnliche 
Massbestimmung auf einem Kreise mit dem Radius ¢,. 

Die hiermit geschilderte Massbestimmung auf der Geraden ist 
gerade diejenige, welche die elliptische Geometrie anzunehmen hat. — 

Was wir jetzt fiir die gerade Punktreihe ausgefiihrt haben, kon- 
nen wir genau in derselben Weise fiir das Strahlbiischel aussprechen. 
Sind die beiden der Massbestimmung im Strahlbiischel zu Grunde 
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liegenden Fundamentalstrahlen reell, so hat der Biischel zwei reelle 
Strahlen, welche einen unendlich grossen Winkel mit allen iibrigen 
einschliessen. Eine Rotation eines Strahles im Biischel — entsprechend 
definirt, wie eben die Bewegung eines Punktes auf der Geraden — 
fiihrt den Strahl nie an diese beiden Griinzstranlen hinan oder gar 
iiber dieselben hinaus. Eine solche Massbestimmung liegt unserer ge- 
wohnlichen Wiukelbestimmung gewiss nicht zu Grunde, da eine fort- 
gesetzte Rotation eines Strahles um einen auf ihm gelegenen Punkt 
den Strahl nach endlicher Zeit in seine Anfangslage zuriickfiihrt. 
Vielmehr verlangt diese Thatsache imaginiire Fundamentalstrahlen. 
Und in der That erkannten wir bereits in § 2., dass die gewéhnliche 
Winkelbestimmung zwei imaginire Fundamentalstrahlen benutzt, naim- 
lich diejenigen beiden Strahlen des Biischels, welche durch die unend- 
lich fernen imaginiiren Kreispunkte durchgehen. Bei der hyperbolischen 
und elliptischen Geometrie bleibt die Winkelbestimmung im Strahl- 
biischel ganz die gewolnliche; die beiden Fundamentalstrahlen werden 
nur nicht mehr als diejenigen beiden Strahlen definirt, welche durch 
die Kreispunkte hindurchgehen, sondern als diejenigen, welche einen 
bestimmten Kegelschnitt, den in diesen Geometrieen vorkommenden 
unendlich fernen Kreis (vergl. § 8.) beriihren. 

Die in der allgemeinen Formel des § 4. unbestimmt bleibende 
Constante c ist, damit dieselbe fiir die gewéhnliche Winkelbestimmung 


gilt, gleich + ai zu setzen. Zuniichst muss sie, nach den vorstehend 


bei der geraden Punktreihe ausgefiihrten Betrachtungen, rein imaginiir 
=-+¢,i sein. Alsdann wird die Summe der Winkel im Strahlbiischel 
gleich 2 zc,, und da dieselbe bei der gewéhnlichen Bestimmung gleich 


° : 1 , . 
ax gesetzt wird*), so ist ¢, = -— zu nehmen. Unter dieser Annahme 


ergiebt die Formel des § 4. in der That die gewdhnlich bei der 
Winkelbestimmung benutzte Formel. Seien « und y rechtwinklige 
Coordinaten in der Ebene. Der Mittelpunkt des Strahlbiischels, wel- 
ches wir betrachten, soll in den Coordinatenanfangspunkt fallen. So 
sind die beiden nach den Kreispunkten gehenden Strahlen: 


’#+y=0. 

Mégen sodann zwei Strahlen durch die homogenen Coordinaten x, y 

und 2’, y’ festgelegt sein. So wird, nach der Formel des § 4., indem 
wir noch ¢ = > setzen, ihr Winkel 

*) Unter der Summe der Winkel im Strahlbiischel ist hier derjenige Winkel 

zu verstehen, den ein sich um einen seiner Punkte drehender Strahl durchlaufen 

muss, um zum ersten Male wieder mit seiner anfiinglichen Lage zusammen zu 

fallen. Es ist dies die Hiilfte desjenigen Winkels, den éin Punkt auf der Peri- 

pherie eines Kreises durchlaufen muss, um zur Anfangslage zuriick zu gelangen. 
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xx + yy 


= arc COS 





V+ yp Vote 
und dieses ist ersichtlich die gewéhnliche Winkelbestimmung. 
Der Winkel zweier Geraden ist also im Sinne der projectivischen 


2 
jenigen Doppelverhiltnisses, welches die beiden Geraden mit den von 
ihrem Schnittpunkte nach den beiden unendlich fernen imaginiren Kreis- 
punkten gehenden Linien bilden. 

Gerade Linien bilden mit einander insbesondere einen rechten 
Winkel, wenn dieses Doppelverhiltniss ein harmonisches ist. Die Be- 
zeichnung eines solehen Winkels (oder auch einer entsprechenden 
Strecke) als eines Rechten werden wir in der Folge gelegentlich auch 
bei der allgemeinen Massbestimmung anwenden. 





Geometrie zu definiren, als der mit multiplicirte Logarithmus des- 


§ 6. 


Die specielle Massbestimmung bei zusammenfallenden 
Grundelementen. 


Bisher hatten wir den besonderen Fall noch nicht in Betracht 
gezogen, der bei dem Zusammenfallen der beiden Fundamentalelemente 
der Massbestimmung eintritt. Unsere allgemeine Formel 


a 


‘ Q 
2%¢ arc cos ——-*— 


ergiebt dann, unabhiingig von den Werthen, die man & und y bei- 
legen mag, als Entfernung der beiden Elemente Null. Aber eine 
Massbestimmung bleibt nach wie vor mdglich, da die Art, wie die 
Entfernungen verschiedener Elemente beim Zusammenfallen der Fun- 
damentalelemente Null werden, eine ganz bestimmte ist. Es ist offenbar: 
Qea » Nyy — Vey = (4, Y, — YM)”. A, 

wo A die Discriminante (ac — b*) der quadratischen Form Q ist. 
Deshalb kénnen wir die allgemeine Formel fiir die Massbestimmung 
auch so schreiben: 
(212 = Yr) & | 

ae. 2yy 
Fallen jetzt die beiden Fundamentalelemente zusammen, so wird Q 
ein vollstiindiges Quadrat eines linearen Ausdruckes p,2, + p.@ = pr 
und A verschwindet.. Wir kénnen deshalb zunachst den are sin dem 
sinus selbst gleich setzen, also die Entfernung schreiben: 


2ic. are sin 





2ich - SR=MF | 
V 202 Qyy 
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oder, wenn wir fiir 2.2, Qyy noch bez. p? und p? einfiihren: 





9; U1 Yo — YirXe 

200M oa F ats) (Pith + Pade) 
Den verschwindenden Factor A vereinigen wir mit dem 2ic, dem wir 
einen beliebig grossen Werth beilegen kénnen, zu einer neuen Con- 
stanten k. So erhalten wir denn fiir den Massunterschied die Formel*): 

k- Yo — YiXs 
(21% + PeXe) (P11 1+ Pe Ye)’ 

wo p =O das doppeltzihlende Fundamentalelement vorstellt. 

Dass dieser Ausdruck, den wir durch einen Grinziibergang ge- 
funden haben, in der That den Forderungen geniigt, die wir nach 
§ 2. an ihn zu stellen haben, ist leicht zu verificiren. 

Wir wollen ihn zu dem Zwecke in der etwas anderen Form 
schreiben : 





Pik + Pol, = PAY + Ped’ 
wo 4,, 7. im Uebrigen beliebige Gréssen sind, welche die Bedingung 
befriedigen : 
UP. — Dido =k. 
An dieser Form tritt zuvérderst die Addirbarkeit der Massunterschiede 
ohne Weiteres in Evidenz. 

Sodann aber auch die Unverinderlichkeit derselben durch die- 
jenigen speciellen linearen Transformationen, welche das Fundamental- 
element p= 0 doppeltzahlend ungefndert lassen. Diese Transforma- 
tionen fiihren p in ein Multiplum seiner selbst iiber; jeden anderen 
linearen Ausdruck, also auch q, in dasselbe Multiplum seiner selbst, 
vermehrt um ein Vielfaches von p: 


p= op 

{=o + op. 
Der Quotient ) faindert sich dabei also um die Constante o, und der 
Massunterschied zweier Elemente, der die Differenz zweier solcher Quo- 


tienten ist, bleibt véllig ungeiindert, w. z. b. 
Geometrisch definirt sich die hiermit gefundene Massbestimmung 
folgendermassen. Der Quotient oe stellt, wie bekannt, das Doppel- 
x 


verhialtniss des Punktes x und desjenigen Punktes, fiir welchen P den 
t 


Werth 1 annimmt, zu den beiden Punkten p==0, g =O dar, also 
za dem gegebenen doppeltzihlenden Fundamentalelemente und einem 
beliebig gewiihlten hinzutretenden Elemente. Die Differenz der Werthe 





*) Cayley leitet diese Formel in ganz aibnlicher Weise ab. 
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dieses Doppelverhiiltnisses, gebildet fiir zwei Elemente, stellt den Mass- 
unterschied der beiden Elemente dar. 

Diese Massbestimmung, die sich als ein Grinzfall der allgemeinen 
ergab, soll der letzteren gegeniiber fortan als specielle Massbestimmung 
bezeichnet werden. Dieselbe besitzt im Gegensatze zu der allgemeinen 
besonders die folgenden beiden Eigenschaften: 


Sie ist nicht mehr mehrdeutig, sondern eindeutig definirt. 

Sie besitzt nicht zwei logarithmisch unendlich ferne Elemente, 
sondern nur ein algebraisch unendlich weites (das doppeltziihlende 
Fundamentalelement). 

Unter diese specielle Massbestimmung subsumirt sich insbeson- 
dere, wie bereits in § 2. angedeutet, die gewdhnliche (Kuklidische, 
parabolische) Massbestimmung auf der geraden Linie. Desshalb hat 
die Gerade bei der gewéhnlichen Anschauung auch nur einen unend- 
lich fernen Punkt. Diesem Punkte kann man sich auf der einen oder 
der anderen Seite unausgesetzt niihern, ohne ihn allerdings zu er- 
reichen. Die gerade Linie ist bei der parabolischen Geometrie, im 
Gegensatze zu der elliptischen, unendlich lang. Aber ein ideales 
Stiick, wie bei der hyperbolischen Geometrie, besitzt sie nicht mehr; 
sie hingt im Unendlichen zusammen. 


§ 7. 


Specielle Massbestimmung, welche eine allgemeine in einem 
Elemente beriihrt. Kriimmung der letzteren. 


Wir wollen uns jetzt auf einem Grundgebilde erster Stufe zwei 
Massbestimmungen denken, eine allgemeine und eine specielle. Die-’ 
selben sollen in einer besonderen gegenseitigen Beziehung stehen, die 
als Beriihrung der beiden Massbestimmungen in einem Elemente be- 
zeichnet werden wird.” Welcher Art diese Beziehung ist, wird man 
am besten an einem Beispiele erkennen. 

Auf einer geraden Linie sei eine gewéhnliche Massbestimmung 
gegeben, die den unendlich fernen Punkt der Geraden als Doppel- 
element benutzt. Die Punkte der Geraden seien durch eine nicht 
homogene Coordinate z vorgestellt, wo 2 geradezu den Abstand vom 
Coordinatenanfangspunkte bedeuten mag. 

Sodann construire man auf der Geraden in der folgenden Weise 
eine allgemeine Massbestimmung. In dem Abstande 1 von der gege- 
benen Geraden und auf der im Coordinatenanfangspunkte errichteten 
Senkrechten sei der Mittelpunkt eines Strahlbiischels gelegen. Fiir 
dieses Strahlbiischel sei wiederum die gewéhnliche Massbestimmung, 
d. h. jetzt die fiir das Strahlbiischel gewéhnliche Winkelbestimmung, 
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gegeben. Diese Massbestimmung kann man auf die gegebene Gerade 
iibertragen, indem man als Massunterschied zweier Punkte der Geraden 
den Winkel definirt, den die durch sie hindurchgehenden Strahlen des 
Biischels bilden. Sei z die Coordinate eines der Punkte, so ist der 
Winkel, den der hindurchgehende Strahl des Biischels mit dem durch 
den Coordinatenanfangspunkt gehenden bildet, gleich are tang 2; 
iiberhaupt wird also bei dieser Massbestimmung der Massunterschied 
zweier Elemente z und 2’: 
= are tang z — arc tang 2’. 

Die Fundamentalelemente dieser Massbestimmung sind imaginir und 
des Niheren bestimmt durch 2 = + 7. 

Zwischen der angenommenen speciellen Massbestimmung und der 
jetzt hinzutretenden allgemeinen besteht nun die Beziehung, dass sie 
fiir Werthe von z, die sehr wenig von z = 0 abweichen, nahezu iiber- 
einstimmen, da ja fiir sehr kleine Winkel der Unterschied zwischen 
Winkel und trigonometrischer Tangente verschwindet. 

Am deutlichsten tritt dies hervor, wenn wir fiir den are tang z 


seine Reihenentwickelung setzen: = 2 — £ a = —-+--- Beide 


Massbestimmungen sind also in der Nihe von 2 =O bis auf Grissen 
hiherer Ordnung identisch. Diese Beziehung der beiden Massbestim- 
mungen ist es, welche als Beriihrung derselben bezeichnet sein soll. 

Wenn sich, wie im Vorstehenden, eine allgemeine und eine spe- 
cielle Massbestimmung beriihren, so ist augenscheinlich der Beriihrungs- 
punkt der vierte harmonische Punkt zu den beiden Fundamentalpunkten 
der allgemeinen und dem doppeltzihlenden Fundamentalpunkte der 
speciellen Massbestimmung. Will man also, wenn auf einem Grund- 
gebilde eine allgemeine Massbestimmung gegeben ist, eine specielle 
Massbestimmung construiren, welche die gegebene in einem bestimm- 
ten Elemente beriihrt, so suche man zuerst zu diesem und zu den 
beiden Fundamentalelementen der allgemeinen Massbestimmung das 
vierte harmonische. Dieses ist als Doppelelement der gesuchten Mass- 
bestimmung zu benutzen. Es sind dann nur noch die absoluten 
Werthe der in der letzteren vorkommenden Constanten so zu bestim- 
men, dass in der Nahe des gegebenen Elementes zwischen beiden 
Massbestimmungen Uebereinstimmung stattfindet. Diese Ueberein- 
stimmung ist dann wegen der besonderen Lage des doppeltziihlenden 
Fundamentalelementes sofort eine innigere, eine Beriihrung. 

Nun findet ein charakteristischer Unterschied statt zwischen der 
allgemeinen Massbestimmung mit imaginiiren und der allgemeinen 
Massbestimmung mit ree!len Fundamentalelementen. 

Sind die beiden Fundamentalelemente imaginir, so eilt die in 
einem Punkte beriihrende specielle Massbestimmung der allgemeinen 
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voran. Das heisst, fiir das eben gebrauchte Beispiel, der Abstand 
eines Punktes ¢ vom Nullpunkte, gemessen in der tangirenden spe- 
ciellen Massbestimmung, ist immer groésser, als der Abstand derselben 
beiden Elemente, gemessen in der gegebenen allgemeinen Massbe- 
stimmung. Man iibersieht dies deutlich, wenn man bedenkt, dass die 
ganze Linie, gemessen in der speciellen Massbestimmung, eine unend- 
liche Linge hat, wihrend sie in der gegebenen allgemeinen Massbe- 
stimmung von endlicher Linge ist. Nur fiir Punkte, die unendlich 
nahe an dem Beriihrungspunkte (¢ = 0) gelegen sind, stimmen beide 
Massbestimmungen iiberein. 

Sind dagegen die beiden Fundamentalelemente der gegebenen all- 
gemeinen Massbestimmung reell, so bleibt umgekehrt die in einem 
Punkte beriihrende specielle Massbestimmung hinter der gegebenen 
zuriick. In der That, die von den beiden Fundamentalelementen be- 
grenzte Strecke ist in der gegebenen allgemeinen Massbestimmung 
bereits unendlich gross, waihrend sie fiir die beritihrende Massbestimmung 
noch endlich ist. 

Dieses Zuriickbleiben resp. Voraneilen der allgemeinen Massbe- 
stimmung, gegeniiber der speciellen tangirenden, bezeichne ich als die 
Kriimmung der allgemeinen Massbestimmung, zunichst im Beriihrungs- 
elemente. Die Kriimmung soll positiv heissen, wenn die Fundamental- 
elemente imaginiir, negativ, wenn sie reell sind. Als Mass der Kriim- 
mung bezeichne ich, schlechthin ausgesprochen, die Grésse des 
Zuriickbleibens resp. Voraneilens. Dieses Kriimmungsmass erhilt, wie 
ich jetzt zeigen will, fiir alle Elemente des Gebildes denselben Werth. 


- 1 ° . 
Fiir denselben kann — Ta@ genommen werden, wo ¢ die charakteri- 


stische Constante der allgemeinen Massbestimmung ist. 

Die beiden Fundamentalelemente der allgemeinen Massbestimmung 
mégen, wie oben in dem Beispiele, harmonisch zu ¢ = 0 und zu 
# = oo gelegen sein, und zwar seien sie durch: 

2=—a 
bestimmt. Ist dann c, wie immer, die charakteristische Constante der 
Massbestimmung, so findet man fiir den Abstand eines Elementes 2 - 
vom Coordinatenanfangselemente : 


2ci arc tg - =e 
Va 
oder, in eine Reihe entwickelt: 
at. Oe pa Bhp 4... 
—": oe) ee 
Die im Elemente z = 0 tangirende specielle Massbestimmung ist die- 


jenige, welche als Entfernung des Elementes z vom Elemente z = 0 


das erste Glied der Reihenentwicklung, also den Ausdruck: 
Mathematische Annalen IV, 39 
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2c 
Va 
benutzt. Ais Abweichung der allgemeinen Massbestimmung von der 
tangirenden speciellen, oder als Kriimmungsmass der ersteren, kann 
man dann definiren: das negativ genommene zweite Glied der Reihen- 
entwicklung, dividirt durch die dritte Potenz des ersten Gliedes. Dies 
1 

ia’ 

Dieser Ausdruck fiir das Kriimmungsmass hat auch das oben fest- 
gesetzte Vorzeichen. Bei reellen Fundamentalelementen muss man 
($ 4.) ¢ ein positives Vorzeichen ertheilen, das Kriimmungsmass wird 
also negativ; bei imaginaren Fundamentalelementen dagegen ist ¢ rein 
imaginaér zu nehmen, somit das Kriimmungsmass positiv. Das Kriim- 
mungsmass einer speciellen Massbestimmung wird Null. Denn wir 
mussten im vorigen Paragraphen, um durch einen Grenziibergang zu 
der speciellen Massbestimmung zu gelangen, ¢ einen unendlich grossen 
Werth ertheilen. 

Endlich ist auch die Kriimmung in allen Elementen dieselbe, in- 
sofern ¢ fiir alle Elemente dieselbe Bedeutung hat. 

Das hiermit aufgestellte Kriimmungsmass einer allgemeinen Mass- 
bestimmung kann noch in der folgenden Weise definirt werden. 


In § 5. wurde gezeigt, dass die Linge der ganzen Linie bei 
imaginaren Fundamentalelementen und der Constanten ¢,i gleich 2c, 
wird. Der mit x? multiplicirte reciproke Werth des Quadrats dieses 
Ausdruckes ist aber das Kriimmungsmass. Das Kriimmungsmass ist 
gleich der Fiche eines Kreises, der einen Radius gleich dem reciproken 
Werthe der scheinbaren Liinge der ganzen Geraden hat. 

Bei reellen Fundamentalelementen kann man folgende Betrach- 
tung machen. Der gegenseitige Abstand der beiden Fundamental- 


°& 


aber ergiebt den eben angegebenen Ausdruck — 


elemente 2 = + //a, gemessen in der tangirenden speciellen Massbe- 
stimmung, ist gleich 4c. Das Kriimmungsmass wird also gleich dem 
mit — 4 multiplicirten reciproken Quadrate des in der tangirenden 
speciellen Massbestimmung gemessenen Abstandes der beiden Fun- 
damentalelemente. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass die dreierlei Massbestimmungen, 
welche die elliptische , die hyperbolische und die parabolische Geometrie 
auf der geraden Linie annehmen, zu einander in dem Verhiiltnisse der 
Beriihrung stehen. Die Beriihrung findet jedesmal in demjenigen 
Punkte Statt, den wir gerade ins Auge fassen, von dem aus wir im 
Sinne der hyperbolischen oder der elliptischen oder der parabolischen 
Geometrie messen. Die Massbestimmung der parabolischen Geometrie 
ist die specielle Massbestimmung, welche die allgemeine Massbestimmung 
der elliptischen bez. der hyperbolischen Geometrie tangirt. Sie kann 
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desswegen die letzteren fiir alle Punkte ersetzen, welche von dem 
Punkte, den wir gerade betrachten, wenig entfernt sind. 


§ 8. ' 
Die allgemeine projectivische Massbestimmung in der Ebene. 


Nachdem nunmehr die projectivische Massbestimmung auf den 
Grundgebilden erster Stufe auseinandergesetzt worden ist, kénnen wir, 
fast unmittelbar, zu den projectivischen Massbestimmungen auf den 
Grundgebilden zweiter und sodann beliebiger Dimension iibergehen. 
Wir finden sodann eine allgemeinere Massbestimmung, welche die von 
uns bei diesen Grundgebilden gewohnlich in Anwendung gebrachten 
Massbestimmungen, andererseits aber auch die Massbestimmungen, 
welche die elliptische und die hyperbolische Geometrie fiir die be- 
treffenden Gebilde aufstellt, als specielle Falle umfasst. Es soll die- 
selbe hier zuniichst fiir die Ebene auseinandergesetzt werden. Fiir den 
Punkt (als Strahlen- und Ebenenbiindel im Raume) gestaltet sich die- 
selbe ganz in gleicher Weise, wie in § 10. noch niaher erértert werden 
soll. 

So wie man bei der projectivischen Massbestimmung auf den Grund- 
gebilden erster Stufe zwei Elemente derselben als Fundamentalelemente 
benutzt, so legt man der projectivischen Massbestimmung in der Ebene 
einen Kegelschnitt zu Grunde, welcher der fundamentale Kegelschnitt 
heissen soll (bei Cayley ,,the absolute‘‘). An diesen fundamentalen 
Kegelschnitt kniipft sich zuniichst die Massbestimmung auf allen Grund- 
gebilden erster Stufe, welche der Ebene angehéren, d. h. die Mass- 
bestimmuug auf den Geraden und in den Strahlbiischeln der Ebene. 
Jede gerade Linie schneidet den fundamentalen Kegelschnitt in zwei 
(reellen oder imaginiéren oder zusammenfallenden) Punkten. Diese 
sollen die Fundamentalpunkte fiir die auf ihr zu treffende Massbestim- 
mung sein. Unter den Linien jedes Biischels finden sich zwei (reelle 
oder imaginiire oder zusammenfallende) Tangenten des Kegelschnitts. 
Dieselben sollen als Fundamentalstrahlen fiir die Massbestimmung im 
Strahlbiischel genommen werden. — Sodapn wollen wir noch eine 
Festsetzung hinsichtlich der Constanten ¢ machen, die in Anwendung 
zu bringen sind. Zur Massbestimmung auf allen geraden Punktreihen 
wollen wir dieselbe, iibrigens willkiirlich gewahlte Constante c¢ be- 
nutzen; ebenso zur Massbestimmung in allen Strahlbiischeln ein und 
dieselbe, iibrigens beliebig angenommene Constante c’. 

Fiir die hiermit eingefiihrte Massbestimmung wollen wir nunmehr 
den analytischen Ausdruck aufstellen. 

Die Gleichung des Fundamentalkegelschnittes in Punktcoordinaten 
mag sein: Q=0. 
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Sodann seien durch: 


Qee ? Qyy 

diejenigen Ausdriicke bezeichnet, welche entstehen, wenn man in Q- 
die Coordinaten z,, x,, 2, eines Punktes (#), resp. die Coordinaten 
Y:> Ye, Ys eines Punktes (y) einsetzt. Endlich bedeute: 

Qey 
das Resultat der Einsetzung der Coordinaten y in die Polare von (2), 
oder, was dasselbe ist, der Coordinaten x in die Polare von (y). Dann 
ist das Doppelverhiltniss der beiden Punkte (7) und (y) zu den beiden 
Schnittpunkten ihrer Verbindungsgeraden mit dem fundamentalen 
Kegelschnitt durch den Quotienten der Wurzeln der folgenden in 4 
quadratischen Gleichung gegeben: 

Qe + 2AQL, + Qyy =O. 

Das Doppelverhiltniss ist also gleich: 


Qey t+ V Mey — Paz Lyy 
2Q2y— V Bey — Lee Ly 
und die Entfernung der beiden Punkte wird: 


am ¢ log ey + V Mey — 222 yy 
$7 i ae ae” «6 
Qey a Way — 222 Qyy 














oder auch, was dasselbe ist: 
‘ Q, 
== 2ic . arc cos ———“~“—. - 
V2x2 Qyy 
Es sind dies also, bei der hier gebrauchten Bezeichnung, genau die- 
selben Ausdriicke, welche bei den Grundgebilden erster Stufe auftraten. 
Auf ganz gleiche Weise ergiebt sich der Winkel zweier Geraden 


mit den Coordinaten u,, u,, us; und v,, v,, v,, wenn: 

o=—0 
die Gleichung des fundamentalen Kegelschnittes in Liniencoordinaten 
ist, durch die folgende Formel. Der Winkel der beiden Geraden ist: 


e. + yo... Pax Pun Fo. 
? 
Sue ii V0 rz Cun Px 





’ 
= ¢ log 








oder, was dasselbe ist: 


== 2ic' are cos pn 








® 


uu vo 


Es entsteht nun zunichst die Frage: Wo liegen diejenigen Punkte 
(y), welche von einem Punkte () gleich weit abstehen? Da die Ent- 


fernung xy nur von: 


Qey 


VX Vy 
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abhiingt, so erhalten wir die Gleichung des geometrischen Ortes fiir 
(y), indem wir diesen Ausdruck gleich einer Constanten /, oder, was 
dasselbe ist, wenn wir: 
Q22y = PQ, Qyy 

setzen. Dies ist aber ein Kegelschnitt, welcher den fundamentalen 
Kegelschnitt Q,, — 0 in den beiden Durchschuittspunkten mit Q,, = 0, 
der Polare von (x) in Bezug auf den fundamentalen Kegelschnitt, 
beriihrt. 

Von dem Punkte (x) stehen alle diejenigen Punkte gleich weit ab, 
die demselben Kegelschnitte angehiren, welcher den Fundamentalkegel- 
schnitt in den beiden Durchschnitten mit der Polare des Punktes (x) 
beriihrt. 

Diese Kegelschnitte also sind es, die wir, gewéhnlichem Sprach- 
gebrauche folgend, bei unserer Massbestimmung als Kreise zu be- 
zeichnen haben. Der Punkt (x) ist das gemeinsame Centrum der 
Kreise. Unter dem Radius des Kreises haben wir die Entfernung 
eines beliebigen seiner Punkte (y) vom Mittelpunkte (7), das heisst 
den Ausdruck: 

2ic are cos k 
zu verstehen. 

Unter diesen um das Centrum (7) beschriebenen Kreisen findet 
sich insbesondere, k=O und also einem Radius gleich zic entsprechend, 
die Polare des Punktes (x). Es findet sich ferner unter ihnen (fiir 
k = 1) ein Kreis mit dem Radius Null. Derselbe besteht aus dem 
Paare der von (7) an den Fundamentalkegelschnitt gelegten Tangenten. 
Der Abstand zweier auf einer solchen Tangente gelegenen Punkte ist 
in der That immer Null, weil sie mit den Durchschnittspunkten ihrer 
Verbindungslinie mit dem Fundamentalkegelschnitt das Doppelverhilt- 
niss + 1 bilden. Man miisste denn der Constanten c einen unendlich 
grossen Werth ertheilen, was hier nicht angeht, da sonst die Ent- 
fernung aller nicht auf einer Tangente des Kegelschnitts gelegener 
Punkte. unendlich gross wiirde. Es bleibt natiirlich unbenommen, 
zur Massbestimmung auf den Tangenten des Kegelschnitts dem c einen 
besonderen unendlich grossen Werth beizulegen. Diese Massbestimmung 
ist dann aber nicht mehr mit der allgemeinen vergleichbar. — Es 
giebt endlich unter den in Rede stehenden concentrischen Kreisen, 
k = co entsprechend, einen mit unendlich grossem Radius. Dies ist 
der fundamentale Kegelschnitt selbst; wie denn auf jeder durch (z) 
hindurchgehenden Geraden die beiden Durchschnittspunkte mit dem 
fundamentalen Kegelschnitte die beiden unendlich fernen Punkte sind: 
Der Fundamentalkegelschnitt ist der Ort derjenigen Punkte, welche von 
einem beliebigen Punkte unendlich abstehen. 

Ganz entsprechende Betrachtungen, wie vorstehend fiir die Punkte 

















Feux Kem. 


600 


der Ebene, kann man ohne Weiteres fiir die Geraden derselben an- 
stellen: 


Diejenigen Geraden, welche mit einer festen Geraden (u) den niim- 
lichen Winkel ecinschliessen, umhiillen Kegelschnitie, welche den Fun- 
damentalkegelschnitt in den beiden Durchschnittspunkten mit (u) beriihren, 
unter denen sich also insbesondere der Pol von (u) (als Strahlbiischel 
gedacht) befindet. — Diejenigen Geraden, welche durch einen der Durch- 
schnittspunkte des Fundamentalkegelschnitts mit (wu) hindurchgehen, schlies- 
sen mit (u) einen Winkel Null ein. — Die Tangenten des fundamentalen 
Kegelschnitts bilden mit (u) einen unendlich grossen Winkel. 

Diejenigen Kegelschnitte also, welche den Fundamentalkegelschnitt 
zweimal beriihren, sind gleichzeitig Ort derjenigen Punkte, welche von 
einem festen Punkte, dem Pole der Beriihrungssehne, gleich weit ab- 
stehen, und werden umhiillt von denjenigen Geraden, welche eine feste 
Gerade, die Beriihrungssehne, unter constantem Winkel schneiden. 
Man bemerke ferner noch dies. Als parallele Linien wird man solche 
Linien bezeichnen, die sich unendlich weit, d. h. auf dem Fundamental- 
kegelschnitte schneiden. Der Winkel zweier paralleler Linien ist gleich 
Null. Aber es steht nichts im Wege, fiir ein Biischel paralleler Linien, 
indem man ¢ einen unendlich grossen Werth beilegt, eine specielle 
Massbestimmung einzufiihren. Auf die Kinfiihrung einer solchen speciellen 
Massbestimmung kommt es hinaus, wenn ‘wir in der gewoéhnlichen, 
parabolischen Geometrie von einem Abstande*) zweier Parallelen 
reden. 


g 9. 


Ueber diejenigen linearen Transformationen der Ebene, welche 
an Stelle der Bewegungen treten. 


Ein Kegelschnitt hat die Eigenschaft, durch dreifach unendlich 
viele lineare Transformationen der Ebene in sich iiberzugehen. Denn 
es giebt achtfach unendlich viele lineare Transformationen in der Ebene 
und nur fiinffach unendlich viele Kegelschuitte, so dass jeder Kegel- 
schnitt in jeden anderen, und also auch in sich selbst, durch dreifach 
unendlich viele lineare Transformationen iibergefiihrt werden kann. 

Bei einer solchen linearen Transformation der Ebene vertauschen 
sich die Punkte des Kegelschnittes unter sich, gerade so, wie bei 
einer linearen Transformation eines Grundgebildes erster Stufe, dessen 
Elemente unter einander vertauscht werden. Man wird hieraus schliessen, 
dass bei jeder solchen linearen Transformation zwei Punkte des Kegel- 


*) Es ist dabei eine Besonderheit der parabolischen Geometrie, wenn der Ab- 
stand zweier Parallelen gleich ist dem Minimalabstande zweier auf ihnen beweg- 
licher Punkte. 
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schnitts ungeiindert bleiben. In der That, man betrachte die beiden 
Strahlbiischel o(p,, p., py,..-) und o(p,’, po, p;..-), welche von 
einem festen Punkte o des Kegelschnitts nach beliebig gegebenen 
Punkten p,, p., p,.-. desselben und nach denjenigen Punkten p,’, p,’, 
p;... hingehen, die aus letzteren vermége einer linearen Transfor- 
mation der Ebene, die den Kegelschnitt ungeiindert lisst, entspringen. 
Die beiden Biischel sind projectivisch, denn o(p,, p., ps, +. -) ist pro- 
jectivisch mit o'(p,, p,.’, Py) -- +), wo o° den Punkt bezeichnet, in 
welchen o bei der Transformation iibergeht. Dieser Punkt o' ist aber, 
wie 0, ein Punkt des gegebenen Kegelschnittes, also ist o(p,', p,’, 
ps ++.) projectivisch zu o(p,’, po, ~s,---) und also letzteres auch zu 
O(P;, Poy Py>+-+), W. Z b. Sind aber die beiden Biischel o(p,, p,, 
Ps, +++) und 0(p,', po’, ps, - -) projectivisch, so haben sie zwei Strahlen 
ox, und oz, entsprechend gemein, mithin giebt es zwei Punkte z,, z, 
des Kegelschnittes, welche bei der Transformation ungeindert bleiben. 

Bleiben aber zwei Punkte des Fundamentalkegelschnitts ungeindert, 
so auch deren Verbindungslinie, die Tangenten in ihnen und deren 
Durchschnitt, iiberhaupt also das von der Verbindungslinie und den 
Tangenten gebildete Dreieck. Unter Zugrundelegung dieses Dreiecks 
als Coordinatendreieck ist die Gleichung des Kegelschnittes von der 
Form : 

Ly Ly — 2,2? = 0. 
Die lineare Transformation, durch welche er in sich selbst iibergeht, 
muss, da sie das Dreieck ungeiindert lisst, von der Form sein: 
DAY, » Te HY. , Ly = AY; - 

Als Bedingung dafiir, dass durch sie der Kegelschnitt ungeindert 
bleibt, kommt: 


a a, — a? =O, 

und da dies nur eine Bedingung fiir die drei homogenen @ ist, so giebt 
es einfach unendlich viele lineare Transformationen, die das Dreieck 
und den Kegelschnitt ungeiindert lassen. 


Durch diese Transformationen bleibt der Quotient ao unabhingig 
3 


von seinem Werthe ungeiindert. Es gehen also durch die nimlichen 
Transformationen alle Kegelschnitte von der Form: 
LL, — kx? =O 
in sich tiber*). 
Die hiermit niiher bestimmten linearen Transformationen der 
Ebene, die den Kegelschnitt in sich tiberfiihren, zerfallen nun, sofern 


*) Beiliufig bemerkt, sieht man hieraus: Nicht jede lineare Transformation 
fiihrt einen Kegelschnitt in sich selbst iiber; steht aber die Transformation zu 
einem Kegelschnitte in dieser Beziehung, so gleich zu unendlich vielen. 
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sie reell sind, in zwei Gruppen. Die Transformationen der ersten 
Gruppe kinnen durch Wiederholung einer reellen, unendlich . kleinen 
Transformation derselben Art erzeugt werden, die der zweiten nicht. 

Ist beispielsweise der Fundamentalkegelschnitt reell, ebenso die 
beiden festbleibenden auf ihm befindlichen Punkte 2, und z,, so hat 
man eine Transformation der ersten oder zweiten Gruppe, jenachdem 
a, = Va, a, oder a, = — Ya, a. Im letzteren Falle wird die Strecke 
,%, von je zwei entsprechenden Punkten des Kegelschnitts getrennt, 
im ersteren nicht. 

Die Transformationen der ersten Gruppe, durch die der Funda- 
mentalkegelschnitt ungeindert bleibt, sind es nun, welche als Be- 
wegungen der Ebene bezeichnet sein sollen. Dieselben gehen niimlich 
in den Cyclus der wirklichen Bewegungen der Ebene iiber, wenn wir 
den Fundamentalkegelschnitt in der Art passend particularisiren, dass 
die auf ihn gegriindete Massbestimmung in die wirklich angewandte 
iibergeht*). 

Bei dieser Definition kénnen wir den eben bewiesenen Satz, dass 
durch jede lineare Transformation, durch die der gegebene Kegel- 
schnitt in sich tibergeht, unendliche viele Kegelschnitte ungeiindert 
bleiben, so aussprechen: 


Bei einer Bewegung der Ebene geht nicht nur der Fundamental- 
kegelschnitt , sondern jeder Kegelschnitt (jeder Kreis) in sich iiber, welcher 
ihn in den beiden fest bleibenden Punkten beriihrt. 

Unter diesen Kegelschnitten findet sich namentlich auch der Punkt 
x, = 0, x =O, der gemeinsames Centrum der Kreise ist. Wir wollen 
die Bewegung als eine Rotation der Ebene um dieses Centrum be- 
zeichnen. 

Dann haben wir den Satz: 


Jede Bewegung der Ebene besteht in einer Rotation um einen Punkt. 
Alle anderen Punkte beschreiben um diesen Punkt als Centrum herum- 
gelegte Kreise. 


Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass bei der Bewe- 
gung die Polare des Rotationscentrums dualistisch dieselbe Rolle spielt, 
wie das Centrum, dass also bei unserer Massbestimmung Bewegung 
ein sich selbst dualistischer Begriff ist. Diese Dualitit wird erst auf- 
gehoben, wenn wir, um zur parabolischen Geometrie zu gelangen, 
den fundamentalen Kegelschnitt undualistisch particularisiren. 


**) Die andere Classe von Transformationen des Kegelschnittes in sich selbst 
liefert bei diesem Uebergange diejenigen Transformationen der Ebene, welche aus 
ebenen Figuren beliebig gelegene, invers congruente machen. 
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Unter den Bewegungen der Ebene giebt es noch einen ausgezeich- 
neten Fall, der dann eintritt, wenn das Centrum der Rotation unend- 
lich weit, d. h. auf den Fundamentalkegelschnitt riickt. 


Die Kreise, welche von den einzelnen Punkten der Ebene be- 
schrieben werden, sind dann Kegelschnitte, die den fundamentalen 
Kegelschnitt im Centrum vierpunktig beriihren. Diejenige Art der 
Bewegung, welche dieser Annahme bei der gewéhnlichen Massbestim- 
mung entspricht, bezeichnet man als Translation*). 


Es ist nun ersichtlich, dass, wenn man Bewegungen der Ebene 
so definirt, wie vorstehend geschehen, dann der Satz gilt: 


Bei den Bewegungen der Ebene bleiben die Massverhiltnisse un- 
gedndert. 


Denn da bei einer Bewegung der Fundamentalkegelschnitt in sich 
iibergeht, so wird bei derselben das Doppelverhiltniss zweier Punkte 
zu den beiden Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit dem Fun- 
damentalkegelschnitte erhalten. Also auch der mit einer Constanten 
multiplicirte Logarithmus des Doppelverhiiltnisses, d. h. die Entfernung 
der beiden Punkte. Aehnlich ist es mit dem Winkel zweier Geraden. 


Es gilt dies nicht nur fiir die Bewegungen der Ebene, sondern 
auch, und aus demselben Grunde, bei den Transformationen zweiter 
Art, die den Fundamentalkegelschnitt in sich iiberfiihren. 


Es gilt ferner etwas Aehnliches bei denjenigen reciproken (dua- 
listischen) Transformationen, die den Fundamentalkegelschnitt in sich 
iiberfiihren, namentlich fiir die durch denselben begriindete Polar- 
Reciprocitit. Denn zwei Punkten und den Durchschnittspunkten ihrer 
Verbindungslinie mit dem Fundamentalkegelschnitt, die ein gewisses 
Doppelverhiltniss besitzen, entsprechen bei diesen Transformationen 
zwei Linien und die beiden von deren Durchschnittspunkte an den 
Fundamentalkegelschnitt gehenden Tangenten, welche dasselbe Doppel- 
verhiltniss mit einander bilden. Nehmen wir also die beiden Con- 
stanten c und ¢ (§ 8.) der beiden Massbestimmungen gleich, so haben 
wir den Satz: 

Die Entfernung zweier Punkte ist gleich dem Winkel der ihnen 
entsprechenden Geraden, und wmgekehrt ; 
insbesondere: 


Die Entfernung zweier Punkte ist gleich dem Winkel ihrer Polaren. 


*) Eine durch die Particularisation des Fundamentalkegelschnitts herbeige- 
fiihrte Besonderheit ist er, wenn bei der parabolischen Geomctrie die Translationen 
ein geschlossenes System bilden und je zwei Translationen vertauschhar sind, 
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Wir werden hier diese Satze nicht weiter benutzen, und nur noch 
im folgenden Paragraphen auf den letzten derselben zuriickkommen. 
Unter ihn subsumirt sich niimlich der Satz aus der Geometrie der 
Kugel: dass sich die Seiten und Winkel eines sphiirischen Dreiecks 
beim Uebergange zum Polardreiecke vertauschen *). 


§ 10. 


Die allgemeine projectivische Massbestimmung im Strahlen- und 
Ebenenbiisehel. 


In ganz thnlicher Weise, wie in den beiden vorigen Paragraphen 
eine allgemeine projectivische Massbestimmung fiir die Ebene aufge- 
stellt wurde, wird man eine solche fiir das andere Grundgebilde zweiter 
Stufe, den Punkt (aufgefasst als Ebenen- und Strahlenbiindel), auf- 
stellen kénnen. Bei derselben wird man statt des fundamentalen Kegel- 
schnittes einen fundamentalen Kegel zweiten Grades benutzen. Als 
Winkel zweier Geraden, die sich im Mittelpunkte des Kegels schneiden, 
ist der mit einer Constanten c multiplicirte Logarithmus desjenigen 
Doppelverhiltnisses anzusehen, welches die beiden Geraden mit den 
beiden Erzeugenden des Kegels bilden, die mit ihnen in einer Ebene 
liegen; als Winkel zweier durch den Mittelpunkt gehenden Ebenen 
der mit einer (anderen) Constanten c¢ multiplicirte Logarithmus des 
Doppelverhiiltnisses der beiden Ebenen zu denjenigen beiden Tangenten- 
ebenen des fundamentalen Kegels, welche durch ihren Durchschnitt 
gehen. 

Der analytische Ausdruck dieser Massbestimmung ist genau der- 
selbe, wie derjenige, der oben fiir die Massbestimmung in der Ebene 
aufgestellt wurde. Man hat nur den Coordinaten (x), (y) bez. (wu), 
(v) in der Ebene die Bedeutung von Strahlen- und Ebenencoordinaten 
im Punkte zu geben. Auch alle anderen fiir die Ebene ausgefiihrten 
Entwickelungen lassen sich ohne Weiteres auf den Punkt iibertragen, 
welche Andeutung hier geniigen soll. 

Es ist nun leicht zu sehen, dass sich die gewéhnliche Massbe- 
stimmung im Punkte**), d. h. die gewohuliche Art und Weise, Winkel 
von Geraden oder Ebenen, die durch einen Punkt gehen, zu messen, 
als specieller Fall unter diese allgemeine Massbestimmung subsumirt. 
Dieselbe benutzt als fundamentalen Kegel zweiten Grades den Kegel, 


*) Vergl. Cayley, 1. c. 

**) Man spricht gewéhnlich nicht von der Massbestimmung im Punkte, son- 
dern von der Massbestimmung auf einer um ihn als Centrum herumgelegten Kugel 
(vom Radius 1). Im Texte ist die erstere Ausdrucksweise vorzuziehen, da der Punkt 
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der vom Punkte sich nach dem unendlich weit entfernten imagindren 
Kreise*) erstreckt; sie setzt iiberdies die beiden Constanten c und ¢' gleich 
| ae “a ; 
2 
Denn auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen, ist der 
Kegel, welcher von dem Punkte nach dem unendlich fernen imaginiren 
Kreise hingeht , dargestellt durch: 


at + yf + = 0, 
oder in Ebenencoordinaten durch: 
wt vt wr=0. 


Fiir den Winkel, den zwei gerade Linien mit den Coordinaten (x, y, 
2), (a, y’, 2) bez. zwei Ebenen (uw, v, w), (w’, v, w’) mit einander 
bilden, erhalten wir also nach den Formeln des § 8., indem wir noch 


,__ V1 
c= c¢ = —— setzen, bez.: 


we tyy tae 
Vat fe. Vat eye ye 
uu +ovv +ww 


Vat + v® + w? . Vu? + vo? + we? 


und dies ist die gewohnliche Winkelbestimmung. — Die Polare einer 
durch den Punkt gehenden Ebene mit Bezug auf den fundamentalen 
Kegel ist deren Senkrechte. Der letzte Satz des vorigen § geht also 
jetzt in den Satz iiber: Der Winkel zweier Ebenen ist gleich dem 
Winkel ahrer Normalen. Auf diesem Satze beruht das in der sphi- 
rischen Geometrie angewandte Princip, nach welchem in einem sphi- 
rischen Dreiecke und seinem Polardreiecke die Massverhiiltnisse dua- 
listisch dieselben sind, d. h. dieselben sind; wenn man die Seiten mit 
den Winkeln vertauscht. 


arc COS + 








und: 
are Cos - 








das einfache Grundgebilde ist, mit dem die projectivische Geometrie operirt. 
Dabei ist ein Unterschied nicht zu iibersehen, der auch schon auftritt, wenn man 
statt von der Massbestimmung im Strahlbiischel von der Massbestimmung auf dem 
Kreise spricht. Jeder durch den Punkt hindurchgehenden Geraden (jedem Strahle 
des Biischels) entsprechen zwei Punkte der Kugel (des Kreises). Dadurch wird 
fiir die Massbestimmung auf der Kugel (dem Kreise) noch ein Unterschied ge- 
schaffen, der hier nur unnéthigerweise compliciren wiirde. 

*) Bei der elliptischen und hyperbolischen Geometrie muss statt dessen ge- 
setzt werden: den Tangentenkegel, der sich von dem Punkte nach der unendlich 
fernen Fliche zweiten Grades erstreckt. 

**) Dies ist diejenige Annahme der Constanten, welche Cayley immer in 
Anwendung bringt. 
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§ 11. 


Die Massbestimmung in der Ebene bei imaginirem Fundamental- 
kegelschnitte. Die elliptische Geometrie. 


Die gewohnliche Massbestimmung im Punkte ist ein Bild dafiir, 
wie sich iiberhaupt die projectivische Massbestimmung in Punkt und 
Ebene stellt, wenn der fundamentale Kegel, resp. der fundamentale 
Kegelschnitt imaginiir ist. Die einzige bei der gewdhnlichen Massbe- 
stimmung im Punkte hinzutretende Particularisation ist, dass die beiden 


Constanten ¢ und c’ gleich = gesetzt werden. Hiitten wir: sie all- 
gemeiner gleich c, /—1 und ¢,///—1 gesetzt, so wiirden die Mass- 
unterschiede nur um Factoren 2c¢,, 2c,’ gewachsen sein: 
eee 
| Vit ete Vette te 
uu fovr'p-ow 
Vet + vt + wo? . Vu? + v2? + w?’ 
Ausdriicke, an welche man ohne Weiteres dieselben Entwickelungen 
ankniipfen kann, wie an die urspriinglichen. 


und 
2¢,'. are cos 





Ist also in der Ebene ein imaginiirer Fundamentalkegelschnitt ge- 
geben, so ist die Linge jeder reellen Linie endlich, ebenso die Summe 
der Winkel im Strahlbiischel. Behalten wir die Bezeichnung ¢, und 
ec; fir die durch i dividirten Constanten ¢ und ¢’ bei*), so ist die 
Lange der geraden Linie gleich 2c,2, die Summe der Winkel im 
Biischel gleich 2 ,’x. 

Es giebt weder reelle unendlich ferne Punkte, noch reelle Linien, 
welche mit anderen unendlich grosse Winkel bilden. Sodann werden 
sich auch alle Relationen zwischen den Winkeln von Linien und von 
Ebenen, die durch einen Punkt gehen, auf die Abstiinde von Punkten 
und die Winkel von Geraden in der Ebene iibertragen, wenn man 
nur vorher die Abstiinde durch 2c,, die Winkel durch 2c,’ dividirt. 
Die ebene Trigonometrie unter Zugrundelegung dieser Massbestimmung 
wird also sein wie die sphdrische Trigonometrie, nur mit dem Unter- 
schiede, dass man statt der Seiten der Dreiecke und ihrer Winkel die 
durch 2c, dividirten Seiten und die durch 2c,’ dividirten Winkel in 
die Formeln einzufiihren hat. 


*)c¢ und c’ sind in der That rein imaginir zu nehmen, aus demselben 
Grunde, aus dem in § 5. die Constante ¢ bei imaginiiren Fundamentalelementen 
imaginir gesetzt wurde. 
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Die hiermit geschilderte Massbestimmung in der Ebene ist nun 
gerade diejenige, welche die elliptische Geometrie anzunehmen hat. 
Man wird bei ihr noch insbesondere, damit die Winkelsumme im 
Biischel gleich a sind, die Constante c,’, wie bei der 'gewdhnlichen 
Massbestimmung im Punkte, gleich 4 setzen. Die Winkelsumme im 
ebenen Dreiecke ist dann, wie beim sphiirischen Dreiecke, grésser als 
2x, und wird nur gleich 2a beim unendlich kleinen Dreiecke u. s. f. 

Man hat hiernach ein Bild fiir den planimetrischen Theil der ellip- 
tischen Geometrie, wenn man sich in der Ebene einen imaginiiren 
Kegelschnitt ‘willkiirlich gegeben denkt und auf ihn eine projéctivische 
Massbestimmung griindet. Beispielsweise wihle man fiir den Kegel- 
schnitt denjenigen, in welchem die Ebene von dem Kegel geschnitten 
wird, der von einem bestimmten Punkte des Raumes nach dem un- 
endlich fernen imaginiiren Kreise hingeht. Sodann setze man ¢ und ¢ 


ct. So ist die Entfernung zweier Punkte oder der Winkel 


zweier Geraden der Ebene gleich dem Winkel, unter welchem die 
beiden Punkte, bez. die beiden Geraden von dem gewihlten Punkte 
aus erscheinen. — Andererseits: ist die uns thatsichlich gegebene Mass- 
geometrie die elliptische, so bilden die unendlich fernen Punkte der 
Ebene einen imaginiren Kegelschnitt, und die elliptische Geometrie 
fallt mit der auf diesen Kegelschnitt gegriindeten projectivischen Mass- 
bestimmung zusammen. 





gleich 


§ 12. 


Die Massbestimmung in der Ebene bei reellem Fundamental- 
kegelschnitt. Die hyperbolische Geometrie. 


Wir wollen uns jetzt in der Ebene einen reellen Hundamental- 
kegelschnitt gegeben denken. Es wird dies zu einer Massbestimmung 
fiihren, die fiir die Punkte innerhalb des Fundamentalkegelschnittes 
mit den Vorstellungen der hyperbolischen Geometrie iibereinkommt. 

Ist der fundamentale Kegelschnitt reell, so zerfallen die reellen 
Punkte und Geraden der Ebene, jede fiir sich, in zwei Classen. Es 
giebt Punkte, von denen aus sich zwei reelle, und solche, von denen 
aus sich keine reellen Tangenten an den Kegelschnitt legen lassen. 
Die ersteren bezeichnet man als die Punkte ausserhalb, die letzteren 
als die Punkte innerhalb des Kegelschnittes. Analog zerfallen die 
Geraden in zwei Gruppen, in solche, welche den Kegelschnitt in zwei 
reellen, und in solche, welche ihn in zwei imaginiren Punkten schneiden. 

Des Zusammenhangs mit der hyperbolischen Geometrie wegen 
wollen wir uns auf die Betrachtung der Punkte innerhalb des Kegel- - 
schnittes und der durch sie hindurchgehenden Geraden beschrinken. 
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Keins der Strahlbiischel, deren Mittelpunkte in den von uns be- 
trachteten Raum fallen, hat reelle unendlich ferne Elemente. Dess- 
wegen soll die Constante c’ rein imaginér, = ¢, i, genommen werden. 
Die Winkelsumme in einem beliebigen Biischel, dessen Mittelpunkt 
innerhalb des fundamentalen Kegelschnittes liegt, ist dann 2¢,'x. 

Dagegen hat jede Gerade, welche das von uns betrachtete Gebiet 
durchsetzt, zwei reelle (logarithmisch) unendlich ferne Punkte: ihre 
Durchschnittspunkte mit dem Fundamentalkegelschnitt. Desshalb werden 
wir der Constanten ¢ einen reellen Werth beilegen. 

Bei dieser Festsetzung der Constanten ¢ und ¢’ haben alle Punkte, 
welche innerhalb des Kegelschnittes liegen, einen reellen Abstand; 
ebenso bilden alle Geraden, die sich innerhalb des Kegelschnittes 
schneiden, mit einander einen reellen Winkel. Aber der Abstand 
zweier Punkte, die durch den Fundamentalkegelschnitt getrennt werden, 
ist imaginér. Der Fundamentalkegelschnitt ist der Ort der unendlich 
fernen Punkte. Zwei Gerade, die durch das Innere des Kegelschnittes 
verlaufen, aber sich ausserhalb desselben schneiden, bilden einen 
imaginiren Winkel. Zwischen ihnen und den Geraden, die sich inner- 
halb schneiden, bilden diejenigen den Uebergang, deren Schnittpunkt 
auf den fundamentalen Kegelschnitt, also unendlich weit fillt, d. h. 
diejenigen Linien, welche parallel (§ 8.) sind. Ihr Winkel ist gleich 
Null. 

Wir wollen uns jetzt deunken, dass wir uns an irgend einer Stelle 
im Inneren des Fundamentalkegelschnittes befiinden und dass wir uns 
auf der Ebene nur vermége derjenigen linearen Transformationen be- 
wegen kénnten, die den fundamentalen Kegelschnitt ungeiindert lassen, 
(vergl. § 5., § 9.). Wir werden uns dann, wie bei unserer gewohn- 
lichen Massbestimmung, um uns selbst drehen kénnen und nach end- 
licher Drehung in die Anfangslage zuriickkommen, wir werden eben- 
falls, wie bei der gewdhnlichen Massbestimmung, auf der geraden 
Linie nach der einen oder anderen Seite unausgesetzt fortschreiten 
kénnen. Aber wir werden nie den fundamentalen Kegelschnitt erreichen, 
geschweige denn iiberschreiten. Wir sind also in das Innere des Kegel- 
schnittes festgebannt; der Kegelschnitt begrenzt fiir uns die Ebene; 
ob jenseits desselben noch ein Stiick der Ebene vorhanden ist oder 
nicht, wiirden wir nicht sagen kénnen> Ein Beobachter, der, mit 
der gewohnlichen Massbestimmung ausgeriistet, uns auf den funda- 
mentalen Kegelschnitt zuschreiten sihe, wihrend wir die Bewegung 
gemiss der neuen Massbestimmung mit constanter Geschwindigkeit 
ausfiihren, wiirde bemerken, wie wir (von einer gewissen Stelle an) 
zusehens immer langsamer vorwirts kimen und die uns gegebene 
Grenze, den Fundamentalkegelschnitt, nie erreichten. 

Die hiermit geschilderte Massgeometrie entspricht nun durchaus 
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den Vorstellungen der hyperbolischen Geometrie, wenn wir noch die 
einstweilen unbestimmt gebliebene Constante c,’ gleich 4 setzen, damit 
die Winkelsumme im Strahlbiischel gleich 2 wird. Betrachten wir, 
um uns davon zu iiberzeugen, einige der Propositionen der hyperbo- 
lischen Geometrie etwas niiher (dieselben sollen in Anfiihrungszeichen 
aufgefiihrt werden). 


,,Wureh einen Punkt der Ebene giebt es zu einer gegebenen Ge- 
raden zwei Parallele, d. h. Linien, welche die gegebene Gerade in 
unendlich fernen Punkten schneiden.“ Es sind dies die beiden Ver- 
bindungslinien des Punktes mit den beiden Schnittpunkten der ge- 
gebenen Geraden und des Fundamentalkegelschnittes. 


», Die Neigung der beiden Parallelen, die durch einen Punkt zu 
einer Geraden gezogen werden kénnen, nimmt bei zunehmender Ent- 
fernung des Punktes von der Geraden zu, Riickt der Punkt unendlich 
weit, so wird dieselbe gleich a, d. h. in anderem Sinne gerechnet, 
die beiden Parallelen bilden einen Winkel gleich Null‘. In der That, 
wenn der Punkt auf den Fundamentalkegelschnitt riickt, so schliessen 
die beiden Parallelen, wie iiberhaupt zwei Gerade, die sich auf dem 
Fundamentalkegelschnitt schneiden, einen Winkel gleich Null ein. 
Daher auch der Satz: ,, Der Winkel zwischen einer Geraden und jeder 
ihrer Parallelen ist gleich Null‘. — Dass. auch fiir nicht unendlich 
ferne Punkte der ,,Winkel des Parallelismus,‘‘ den die hyperbolische 
Geometrie aufstellt, sich bei unserer projectivischen Massbestimmung 
wiederfindet, mag man daraus ersehen, dass, wie gleich gezeigt werden 
soll, tiberhaupt die trigonometrischen Formeln in beiden Fiillen itiber- 
einstimmen. 


»,»Die Winkelsumme im Dreiecke ist kleiner als 27; fiir ein Dreieck 
mit unendlich fernen Ecken ist die Winkelsumme gleich Null.“ Das 
letztere folgt daraus, dass diese Ecken des Dreiecks nothwendig auf 
dem Fundamentalkegelschnitt liegen, und je zwei Linien, die sich in 
einem Punkte des Fundamentalkegelschnittes schneiden, einen Winkel 
gleich Null einschliessen. Die allgemeine Giltigkeit des ersteren Satzes, 
der dadurch wahrscheinlich gemacht wird, dass fiir unendlich grosse 
Dreiecke die Winkelsumme 0, fiir unendlich kleine gleich 22 ist, 
folgt aus den noch niiher anzugebenden trigonometrischen Formeln. 


» 4wei Perpendikel, auf einer Geraden errichtet, schneiden sich 
nicht.“ Bei uns schneiden sie sich allerdings, nimlich in dem Pole 
der Geraden. Aber dieser liegt in dem Raume ausserhalb des Kegel- 
schnittes, von dessen Existenz wir durch unsere Bewegungen nichts 
wissen kénnen. KEKinen solchen Raum kénnen wir uns aber — und 
das geschieht auch in der hyperbolischen Geometrie — als einen ¢dealen 
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Raum *) adjungiren; ganz in demselben Sinne, wie man in der para- 
bolischen Geometrie den wirklich vorhandenen Elementen der Ebene 
eine (uneigentliche) unendlich ferne Gerade hinzufiigt. Ueber die 
Existenz des idealen Raumstiickes wird damit gar nichts ausgesagt; 
wir gebrauchen den Ausdruck nur als einen in sich nicht wider- 
sprechenden und bequemen Terminus. 

»Hin Kreis mit unendlich grossem Radius ist von einer Geraden 
verschieden.“ Kin Kreis mit unendlich grossem Radius bedeutet bei 
uns einen Kegelschnitt, der den Fundamentalkegelschnitt vierpunktig 
beriihrt. Dagegen wiirde die Gerade, d. h. eine Gerade, die durch 
das von uns betrachtete Innere des Kegelschnittes geht, ein Kreis sein, 
dessen Centrum (der Pol der Geraden) in das ideale Gebiet der Ebene 
fallt, und dessen Radius einen imaginiiren Werth hat. — 

Wir wollen uns noch eine Vorstellung davon machen, wie sich 
die Ebene in sich transformirt, wenn sie um einen unendlich fernen 
oder einen idealen Drehpunkt rotirt (§ 9.). Im ersteren Falle be- 
schreiben alle Punkte Kegelschnitte, die sich in unendlicher Entfer- 
nung vierpunktig beriihren. Im zweiten Falle beschreiben sie Kegel- 
schnitte, welche den fundamentalen Kegelschnitt in zwei reellen Punk- 
ten beriihren. Unter ihnen befindet sich eine im Endlichen gelegene 
Gerade, die Polare des idealen Drehpunktes. Diese Gerade verschiebt 
sich in sich; aber die iibrigen Punkte beschreiben nicht etwa, ent- 
sprechend den Vorstellungen der parabolischen Geometrie, parallele 
Gerade, sondern (in der Nahe der Geraden flachgestreckte) Kegel- 
schnitte, die den Fundamentalkegelschnitt in den beiden Durchschnitts- 
punkten mit der ausgezeichneten Geraden beriihren. 

Was nun endlich die trigonometrischen Formeln angeht, die bei 
unserer jetzigen Massbestimmung gelten, so erhilt man dieselben 
unmittelbar durch die folgende Ueberlegung. In § 11. haben 
wir gesehen, dass, bei Zugrundelegung eines imaginiiren Kegel- 
schnittes in der Ebene und bei der Annahme der Constanten c = ¢, i, 
c=—ci= cal. fiir die Ebene eine Trigonometrie gilt, deren For- 
meln sich aus den Formeln der sphirischen Trigonometrie ergeben, 
wenn man statt der Seiten die Seiten, dividirt durch 2c,, einfiihrt. 
Ein Gleiches wird nun auch gelten, wenn ein reeller Kegelschnitt zu 
Grunde gelegt wird. Denn die Geltung der Formeln der sphirischen 
Trigonometrie beruht doch auf analytischen Identititen, die unabhingig 
sind von der Frage nach der Art des zu Grunde gelegten fundamen- 
talen Kegelschnittes, Der einzige Unterschied, der nun, gegeniiber_ 


*) Man vergl. hierzu nameuntlich die Auseinandersetzungen, welche Herr 
Battaglini gegeben hat: Sulla geometria imaginaria di Lobatchefsky. Gior- 
nale di Matematiche. t. V. 1867. 
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dem friiheren Falle, eintritt, ist, dass ¢, = + nunmehr imaginir ge- 
worden ist. 

Die trigonometrischen Formeln, welche bei unserer jetzigen Mass- 
bestimmung gelten, ergeben sich aus den Formeln der sphirischen Tri- 
gonometrie, wenn man statt der Seiten die Seiten, dividirt durch + , 
einfiihrt. 

Das ist aber dieselbe Regel, nach welcher man in der hyper- 
bolischen Geometrie die trigonometrischen Formeln aufstellt. Die Con- 
stante c ist die in der hyperbolischen Geometrie vorkommende charak- 
teristische Constante. Man kann sagen, dass die Planimetrie sich nach 
der Annahme der hyperbolischen Geometrie so gestaltet, wie die Geo- 


. : . : as : c 
metrie auf einer Kugel mit dem imaginiren Radius —- 


Fiir die Vorstellungen der hyperbolischen Geometrie erhalten wir 
nach dem Vorstehenden sofort ein Bild, wenn wir einen beliebigen 
reellen Kegelschnitt hinzeichnen und auf ihn eine projectivische Mass- 
bestimmung griinden. Umgekebrt: ist die uns thatsiichlich gegebene 
Massbestimmung von der Art, wie sie sich die hyperbolische Geometrie 
vorstellt, so bilden die unendlich fernen Punkte der Ebene einen reel- 
len uns umschliessenden Kegelschnitt, und ist die hyperbolische Geo- 
metrie nichts Anderes, als die auf diesen Kegelschnitt gegriindete pro- 
jectivische Massbestimmung. F 


§ 13. 


Die specielle Massbestimmung in der Ebene. Die parabolische 
Geometrie. 


Die Massbestimmung der parabolischen Geometrie ist unter den 
bis jetzt betrachteten nicht mit enthalten, da sie keinen eigentlichen 
Kegelschnitt als fundamentales Gebilde benutzt. Vielmehr subsumirt 
sie sich unter einen Grenzfall der seither betrachteten allgemeinen 
Massbestimmung, der dann entsteht, wenn der fundamentale Kegel- 
schnitt sich in ein Punktepaar auflést. Dieses fundamentale Punkte- 
paar ist bei der parabolischen Geometrie imaginiir; es sind die beiden 
unendlich fernen imagindren Kreispunkte. 

Ein imaginiires Punktepaar kann, wie hier beiliufig auseinander- 
gesetzt werden mag, als Uebergang eines reellen Kegelschnittes zu 
einem imaginiiren angesehen werden, und stellt sich desswegen auch 
die parabolische Geometrie als Uebergangsfall zwischen die hyper- 
bolische und die elliptische. Sei beispielsweise eine Hyperbel gegeben, 
deren (imaginiire) Nebenaxe einen festen Werth hat, wihrend die 
Hauptaxe von einer gegebenen Grosse an allmihlich gegen Null ab- 
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nimmt und dann imaginir wird. An der Grenze Null fallen die beiden 
Aeste der Hyperbel in eine doppeltzihlende Gerade, die Nebenaxe, 
zusammen. Diese Linie vertritt den Kegelschnitt, insofern er durch 
Punkte erzeugt war. Aber sofern er von Linien umhiillt war, ist er 
in zwei conjugirt imaginare Punkte ausgeartet, welche im Abstande 
der constant gebliebenen Nebenaxe auf der doppelt zihlenden Geraden 
liegen. Alle Tangenten des Kegelschnittes sind beim Grenziibergange 
imaginiir geworden bis auf die eine Gerade, die jetzt den ganzen Kegel- 
schnitt reprisentirt und die als Doppeltangente desselben aufzufassen ist. 
Wird sodann auch die Hauptaxe imaginiir, so enthilt der Kegel- 
schnitt iiberhaupt keine reellen Elemente mehr. 

Doch wir wollen zuniichst allgemein eine solche Massbestimmung 
in der Ebene betrachten, die statt eines fundamentalen Kegelschnittes 
ein Punktepaar benutzt. Eine solche Massbestimmung soll eine specielle 
Massbestimmung heissen, im Gegensatze zu der bis jetzt betrachteten 
allgemeinen. Es versteht sich von selbst, dass man statt der Aus- 
artung des Kegelschnittes in ein Punktepaar auch die Ausartung des- 
selben in ein Linienpaar betrachten kénnte; wenn wir uns hier auf die 
erste beschriinken und ihr einen besonderen Namen geben, so geschieht 
dies, weil sie es ist, die unter sich die parabolische Geometrie begreift. 

Wenn der fundamentale Kegelschnitt in ein Punktepaar ausartet, 
so bleibt die Bestimmung des Winkels itihnlich wie im allgemeinen 
Falle. Jedes Strahlbiischel, dessen Mittelpunkt nicht gerade auf der 
Verbindungsgeraden der beiden Fundamentalpunkte, d. h. auf den fun- 
damentalen Kegelschnitt fallt, hat zwei getrennte Fundamentalstrahlen, 
diejenigen beiden, welche durch die Fundamentalpunkte durchgehen. 
Dagegen wird die Bestimmung des Abstandes zweier Punkte jetzt 
wesentlich anders als in dem allgemeinen Falle. Da der Fundamental- 
kegelschnitt jetzt aus einer doppeltzihlenden Geraden besteht, so 
schneiden ihn alle Geraden in zusammenfallenden Punktepaaren. Die 
auf ibnen zu messende Distanz wird also, so lange die Constante ¢ 
nicht einen unendlichen Werth bekommt, Null. Wir miissen, damit 
die Distanz endlich werde, ¢ einen unendlich grossen Werth ertheilen. 
Dann wird die Distanz gleichzeitig eine algebraische Function der 
Coordinaten. Aber die Vergleichbarkeit von Strecken und Winkeln, 
die bisher bestanden hatte, fallt fort; richtiger ausgesprochen: die 
Strecken sind nur noch unendlich kleinen Winkeln vergleichbar. Auch 
wenn wir ¢ einen unendlich grossen Werth ertheilen, bleibt die Ent- 
fernung solcher Punkte, deren Verbindungsgerade durch einen Funda- 
mentalpunkt durchgeht, gleich Null. Denn diese Linien entsprechen 
den Tangenten des friiheren Kegelschnittes. Einen Winkel gleich 
Null bilden solehe Geraden, welche sich in. einem Punkte der Verbin- 
dungsgeraden der beiden Fundamentalpunkte schneiden. 
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Als Kreise wird man diejenigen Kegelschnitte bezeichnen, welche 
durch die Fundamentalpunkte gehen; concentrische Kreise sind solche, 
die sich in den beiden Fundamentalpunkten beriihren. Unter jedem 
Systeme concentrischer Kreise findet sich einer mit dem Radius oo. 
Er ist in die doppeltziihlende Verbindungsgerade der beiden Funda- 
mentalpunkte ausgeartet. Die unendlich fernen Punkte bilden also jetzt 
eine doppeltziihlende Gerade. Die Kreise haben nicht mehr, wie friiher, 
eine sich selbst dualistische Bedeutung. Diejenigen Linien, welche 
eine gegebene Linie unter constantem Winkel schneiden, umhiillen 
nicht mehr einen eigentlichen Kreis, sondern einen unendlich fern lie- 
gendenden Punkt. Die Kreise mit unendlich fernem Centrum, welche 
den Fundamentalkegelschnitt im Centrum vierpunktig beriihrten, sind 
jetzt in die unendlich ferne Gerade und eine weitere Gerade zerfallen 
u. s. f. Alles das sind Dinge, die sich aus dem friiher Aufgestellten 
durch Grenziibergang ohne Weiteres ergeben. 

So wie wir nun unter Zugrundelegung eines Kegelschnittes eine 
dreifach unendliche Schaar linearer Transformationen der Ebene als 
Bewegungen bezeichnen konnten, so auch hier. Nur geniigt es nicht 
mehr, die Bewegungen als diejenigen linearen Transformationen (oder 
vielmehr als die eine Classe derselben) zu definiren, welche das funda- 
mentale Gebilde ungeiindert lassen, Denn ein Punktepaar geht nicht 
nur durch dreifach unendlich viele, sondern durch vierfach unendlich 
viele lineare Transformationen der Ebene in sich iiber. Unter ihnen 
aber sind dreifach unendlich viele dadurch ausgezeichnet, dass jede 
einzelne unter ihnen die Kreise eines concentrischen Biischels unge- 
iindert lisst. Diese selbst zerfallen wieder in zwei dreifach unendliche 
Gruppen. ~Die eine Gruppe umfasst die Bewegungen, die andere die- 
jenigen Transformationen der Ebene, welche ebene Figuren in invers 
congruente iiberfiihren. Die beiden Gruppen sind einfach dadurch zu 
trennen, dass die Bewegungen jeden einzelnen der beiden Fundamental- 
punkte ungeiindert lassen, wiihrend die anderen Trausformationen die 
beiden Fundamentalpunkte unter einander vertauschen. Jede Bewe- 
gung der Ebene besteht in einer Rotation um einen Punkt. Wird die 
Bewegung eine Translation, d. h. riickt das Rotationscentrum unend- 
lich weit, so beschreiben alle Punkte der Ebene parallele Gerade, 
d. h. Gerade, welche sich in demselben unendlich fernen Punkte 
schneiden. Es existirt jetzt der Begriff der Richtung; parallele Gerade 
haben gleiche Richtung. Die Bewegung hat den sich selbst dualistischen 
Charakter verloren, den sie im allgemeinen Falle besessen hatte. — 
Neben die Verwandtschaft der Congruenz, welche durch jede der drei- 
fach unendlich vielen Bewegungen, und der inversen Congruenz, welche 
durch die dreifach unendlich vielen Transformationen der zweiten 
Gruppe entstand, stellt sich jetzt, dem vierfach unendlichen Cyclus 
40* 
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linearer Transformationen entsprechend, welche das Fundamental- 
gebilde zulisst, die Verwandtschaft der directen und der inversen Aehn- 
lichkeit. Direct ist die Aehnlichkeit, wenn beide Fundamentalpunkte 
ungeiindert bleiben, invers, wenn sich die beiden Punkte vertauschen. 
Bei der Aehnlichkeit bleiben alle Winkel ungeindert, wiihrend die 
Entfernungen in Multipla iibergehen. Sei noch bemerkt, dass wir 
nunmehr durch die Bewegungen zu allen Punkten der Ebene hinge- 
langen kénnen, bis auf die Punkte der unendlich fernen Geraden. 
Ein ideales Gebiet, wie im Falle eines reellen Fundamentalkegelschnit- 
tes, giebt es nicht mehr, oder, wenn man will, es hat sich auf seine 
desswegen doppeltziihlende Begrenzung zusammengezogen. 

Die analytische Formel, welche jetzt die Entfernung zweier Punkte 


darstellt — und auf diese wollen wir uns beschriinken — nimmt fol- 
gende Gestalt an. Sei p, = p,2, + p,2, + p,27, =O die Gleichung 
der unendlich fernen Geraden, sei ferner P,, = 0 die Bedingung, 


unter welcher die Verbindungslinie von (7) und (y) durch einen der 
beiden Fundamentalpunkte geht. So wird die Entfernung der beiden 
Punkte 
CY Pry 
az Py Py , 
Die Entfernung zweier Punkte wird also eine algebraische Function 
threr Coordinaten. 
In der That wird man durch Grenziibergaug von dem allgemeinen 
Ausdrucke der Entfernung zu dieser Formel geleitet. Der allgemeine 
Ausdruck lisst sich so schreiben: 





ae 
2ic are sin —**___=*_#. 
V 222 Qyy 


Zerfillt nun Q = 0 in ein Punktepaar, so wird Q2, — Q.2Q,, iden- 
tisch Null, doch in der Art, dass es einen verschwindenden constanten 
Factor (die Discriminante) erhailt. Sondert man diesen ab, so bleibt 
von Q?2,—Qe2Q,, gerade noch P,, stehen, d. h. der Ausdruck, der, 
gleich Null gesetzt, die Bedingung ausdriickt, dass die Verbindungs- 
gerade von (x) und (y) eine Tangenté nunmehr des ausgearteten Kegel- 
schnittes sei. Aber wegen des verschwindenden Factors kénnen wir 
den Arcus Sinus dem Sinus selbst gleich setzen, und indem wir so- 
dann den verschwindenden Factor mit 2ic zu einer neuen Constante 
C vereinigen, endlich noch statt 2.2, 2), bez. p> und p? schreiben 
(da p? =O die Gleichung des ausgearteten Kegelschnittes in Punkt- 
coordinaten ist), so kommt der vorstehend angegebene Ausdruck. 
Aus ihm ergiebt sich der in der parabolischen Geometrie gewéhn- 
liche Ausdruck der Entfernung zweier Punkte ohne Weiteres, wenn 
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man die beiden Fundamentalpunkte so bezeichnet, wie man gewohn- 
lich die beiden Kreispunkte darstellt. Die unendlich ferne Gerade hat 
bei der gewohnlichen Bezeichnung die Gleichung: Constante = 0; es 
ist also p, =p, gleich einer Constanten k. Die Kreispunkte auf ihr 
stellt man in rechtwinkligen Coordinaten als ihre Durchschnitte mit 


dem Linienpaare 

s -- y? = 0 
dar. Die Bedingung, dass zwei Punkte (7, y) und (2, y’) so liegen, 
dass ihre Verbindungsgerade durch einen Kreispunkt geht, ist dann: 


(e#—xP+(y—y)?=0. 
Folglich wird die Entfernung der beiden Punkte 


=f -Ve—«F + U—yF. 


Werden schliesslich statt der 2 und y solche Multipla derselben ge- 
setzt, dass die Entfernung zweier Punkte auf der x-Axe bez. der y- 
Axe geradezu durch die Differenz der betr. Coordinaten vorgestellt ist, 
so kommt: 

Vie—xP+(y—yy, 
der gewohnliche Ausdruck fiir die Entfernung in rechtwinkligen Coor- 
dinaten. 

Wir wollen hier nicht weiter erértern, wie sich die Vorstellungen 
der parabolischen Geometrie mit ihren imaginéren Grundpunkten in 
die vorhergegangenen allgemeinen Betrachtungen einordnen.*) Wir 
wollen nur hervorheben, dass bei imaginiiren Fundamentalpunkten die 
trigonometrischen Formeln in die betr. Formeln der parabolischen Geo- 
metrie iibergehen, dass also die Winkelsumme im Dreiecke genau gleich 
2a wird, wihrend sie bei reellem Fundamentalkegelschnitt kleiner, 
bei imaginiirem grésser war. 


§ 14. 


Specielle Massbestimmung in der Ebene, welche eine allgemeine 
in einem Punkte beriihrt. Kriimmung der letzteren. 


So wie wir in § 7. eine specielle Massbestimmung auf der Ge- 
raden angeben konnten, welche mit einer gegebenen allgemeinen Mass- 
bestimmung in einem Punkte und in dessen Nahe. iibereinstimmte, 
welche, wie wir uns ausdriickten, die gegebene Massbestimmung in 
dem Punkte beriihrte, so werden wir auch in der Ebene von einer 
speciellen Massbestimmung reden kénnen, welche eine allgemeine ge- 


*) Vergl. Cayley, 1. c. 
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gebene in einem Punkte beriihrt. Dieselbe wird (§ 7.) als unendlich 
ferne Gerade die Polare des gegebenen Punktes mit Bezug auf den 
Fundamentalkegelschnitt der allgemeinen Massbestimmung benutzen, 
als Fundamentalpunkte die beiden Beriihrungspunkte der an den Fun- 
damentalkegelschnitt gelegten Tangenten. Dann stimmt fiir beide 
Massbestimmungen bei gehdriger Bestimmung der Constanten die 
Winkelbestimmung in dem gegebenen Punkte vollkommen iiberein, so 
wie, bis auf Gréssen héherer Ordnung, die Bestimmung des gegen- 
seitigen Abstandes aller von ihm unendlich wenig verschiedenen Punkte, 
Kreise, welche um den gegebenen Beriihrungspunkt in der allgemeinen 
Massbestimmung herumgelegt sind, d. h. also Kegelschnitte, welche 
den Fundamentalkegelschnitt in den beiden Fundamentalpunkten der 
tangirenden speciellen Massbestimmung beriihren, sind auch Kreise 
mit Bezug auf letztere. Insbesondere wird der Fundamentalkegelschnitt 
selbst, der fiir die allgemeine Massbestimmung der Kreis mit unendlich 
grossem Radius ist, fiir die tangirende specielle Massbestimmung ein 
Kreis sein, aber ein Kreis mit endlichem Radius. Fiir die Grésse dieses 
Radius findet man die Constante 2¢. Denn auf jeder durch den ge- 
gebenen Beriihrungspunkt hindurchgehenden Geraden bestimmen die 
gegebene allgemeine und die tangirende specielle Massbestimmung zwei 
eben solche Massbestimmungen, die auch in dem Verhiiltnisse der Be- 
riihrung stehen. Die Fundamentalpunkte der auf der Geraden ge- 
troffenen allgemeinen Masshestimmung sind aber die Durchschnitte 
der Geraden mit dem Fundamentalkegelschnitt. Deren Abstand; ge- 
messen in der tangirenden speciellen Massbestimmung (§ 7.), ist aber. 
gleich 4c; deshalb der gesuchte Radius gleich 2 c. 


Wir wollen nun insbesondere diejenigen beiden Fiille der allge- 
meinen Massbestimmung ins Auge fassen, die in § 11. und § 12. be- 
trachtet wurden und die Bilder fiir die elliptische und hyperbolische 
Geometrie ergeben, dass niimlich entweder der Fundamentalkegelschnitt 
imaginiir ist oder dass er reell ist und uns umschliesst. 


Die in einem Punkte beriihrende specielle Massbestimmung hat 
in beiden Fallen imaginiére Fundamentalpunkte, da die Polare des Be- 
riihrungspunktes den Fundamentalkegelschnitt nicht in reellen Punkten 
schneiden wird. Aber es findet dabei zwischen den beiden Arten all- 
gemeiner Massbestimmung ein Unterschied statt, analog demjenigen, 
der in § 7. bei den betreffenden Massbestimmungen auf der geraden 
Linie eintrat. Ist der Fundamentalkegelschnitt imaginiir, so eilt die 
specielle Massbestimmung der allgemeinen voran, d. h. die Entfernung 
eines Punktes vom Beriihrungspunkte, gemessen in der speciellen Mass- 
bestimmung, ist immer grésser als die Entfernung, gemessen in der 
gegebenen allgemeinen. Umgekehrt ist es bei reellem Fundamental- 
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kegelschnitt *): die specielle Massbestimmung bleibt hinter der allge- 
meinen zuriick. Dieses Voraneilen, resp. Zuriickbleiben der speciellen 
Massbestimmung soll als Kriimmung der allgemeinen Massbestimmung 
bezeichnet werden, und zwar soll die Kriimmung im ersten Falle eine 
positive, im zweiten eine negative genannt werden. Als Mass der 
Kriimmung soll derselbe Ausdruck betrachtet werden, der nach § 7. 
die Kriimmung der allgemeinen Massbestimmung auf einer durch den 


gegebenen Beriihrungspunkt laufenden Geraden angiebt, nimlich — ia 
Dieser Ausdruck ist unabhiingig von dem Beriihrungspunkte, den man 
urspriinglich gewiihlt hat, und von der Geraden, die man durch ihn 
hindurchgelegt hat. Wir haben also den Satz: 


Das Kriimmungsmass der allgemeinen Massbestimmung ist in allen 
Punkten dasselbe, némlich gleich — i 

Dasselbe ist positiv bei imagindrem Fundamentalkegelschnitt (also 
bei der elliptischen Geometrie), es ist negativ bei reellem Fundamental- 
kegelschnitt (also bei der hyperbolischen Geometrie). 

Fiir den Uebergangsfall, dass der Fundamentalkegelschnitt in ein 
imaginires Punktepaar ausartet (insonderheit fiir die parabolische Geo- 
metrie), wird das Kriimmungsmass Null. 

Es soll nun jetzt gezeigt werden, dass die hier aufgestellte Defi- 
nition des Kriimmungsmasses einer ebenen Massbestimmung mit der- 
jenigen tibereinstimmt, welche Gauss fiir das Kriimmungsmass zwei- 
fach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten aufgestellt hat. Es findet nur 
der Unterschied zwischen dem Begriffe des Kriimmungsmasses, wie er 
hier und_wie er bei Gauss auftritt, statt, dass bei Gauss das Kriim- 
mungsmass eine bleibende Eigenschaft des betreffenden geometrischen 
Gebildes ist, wihrend es hier nur eine Kigenschaft der in dem gege- 
benen Gebilde, der Ebene, zufallig gewihlten Massbestimmung ist. 

Das Gauss’sche Kriimmungsmass berechnet sich bekanntlich aus 
dem Ausdrucke fiir das Quadrat des Bogenelementes: 

di = Edw +2Fdudv+ Gd. 
Der betreffende Ausdruck ist hier zuniichst aufzustellen. Sei Q = 0, 
wie immer, der Fundamentalkegelschnitt. Q,, habe die friihere Be- 
deutung. Q,, 7x, Quz,az sollen die Ausdriicke bezeichnen, die aus Q,, , 
und Q,, durch Kinfiihrung von Differentialien dx an Stelle der y ent- 
stehen. Nun war die Entfernung zweier Punkte (x) und (y) 
Qyy — Qy 


V 22x 2yy 


= 2ic are sin = 


*) Dies gilt nur fiir die Punkte innerhalb des Fundamentalkegelschnittes; 
fiir die Punkte ausserhalb findet sowohl ein Voraneilen als ein Zuriickbleiben statt, 
je nach der Richtung, in der man sich bewegt. 
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Setzt man y. = 2%. + dz, so wird dies unter Vernachliissigung von 
Gréssen héherer Ordnung: 

° . VQ Qa »@ — Q d 

= 2ic are sin ——-—"— =r, 
Qe 
oder, indem wir statt des Arcus Sinus des kleinen Argumentes den 
Sinus selbst setzen: 
_ V2 aT 
an B¥e be cx — “2, dz | 
rr 

Das Quadrat des Bogenelementes wird also: 


2 
ds? ow 4e 3 Q:, dxz~ oe Qae, de. 


__al 

Wir wollen diesen Ausdruck durch eine besondere Coordinaten- 
annahme auf eine einfachere Form bringen. Da namlich der Funda- 
mentalkegelschnitt fiir die beriihrende specielle Massbestimmung ein 
Kreis ist, da ferner in den hier betrachteten Fallen die Fundamental- 
punkte der letzteren wie bei der gewdhnlichen parabolischen Mass- 
bestimmung imaginir sind, so wollen wir die Gleichung des Funda- 
mentalkegelschnittes in der gewéhnlichen Form der Kreisgleichung 
schreiben: 





v+y=—4e’. 
Diese Gleicbung bezieht sich auf Coordinaten x, y, die in der tan- 
girenden speciellen Massbestimmung gemessen werden, denn der Radius 
des Fundamentalkreises, gemessen in der tangirenden speciellen Mass- 
bestimmung, ist, wie in der vorstehenden Gleichung angenommen, 
gleich 2c. 
Nunmehr wird: 


QWe=—ev+y—4e, Qar, az = dz?+ dy’, 
Q., a2 = xdx+ ydy. 
Also der Ausdruck fiir das Quadrat des Bogenelementes: 
2 2 (ada + y dy)? — (a? + y’? — c*) (da? + dy?) 
ds* = 4¢ at yt? — 10 


— (ydx — xdy)? + 4c? (da + dy’) 
= 4°? y co 
(a? + y* — 4°)? 


Fihrt man jetzt neue Veriinderliche ein (Polarcoordinaten der speciel- 
len Massbestimmung), indem man setzt: 








f=. coeg, y=r.sing, 
so wird: 
16 ct dr? __ 4 rdg? 
(r? — 4 c?)? r?—4e ? 


ein Ausdruck, der in den gewohnlichen Ausdruck des Bogenelementes 


ds:? = 





: 
: 
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in Polarcoordinaten iibergeht, wenn c unendlich gross wird.*) Ver- 

gleicht man ihn mit der von Gauss zu Grunde gelegten Formel: 
ds = Edw +2Fdudr+Gdr, 

so verschwindet F, und E und G hiingen nur von der einen Veriinder- 


lichen, etwa von uw, ab. Unter dieser Voraussetzung ist aber das 
Gauss’sche Kriimmungsmass K: 


. oG\2 oE 0G eG 
4a. K = EG") + G@.5-.o" 2 EGS. 


Setzt man hier fiir EZ; G ihre Werthe: 
, 16 ct ys 4cu? 


(ut — 4c??? ~ w—4e? 
so kommt: 


Ko — 


4c? 
also derselbe Werth, den wir vorhin aufgestellt hatten. 

Wir kénnen jetzt, Kriimmungsmass im Gauss’schen Sinne auf- 
gefasst, den Satz aussprechen: 

Je nachdem wir die elliptische, hyperbolische oder parabolische Geo- 
metrie annehmen, ist die Ebene eine Flache von constantem positiven, 
von constantem negativen, oder von verschwindendem Krii gsmasse. 

Desshalb findet auch (wie in § 1. erwihnt), unter Zugrundelegung 
der parabolischen Massbestimmung, die elliptische Geometrie ihre Inter- 
pretation auf: der Kugel oder den aus derselben durch Deformation 





*) Setzt man r constant, so kommt: 


2cr 
ds = ——————__ - 
Vie —r 


Es wird also die Peripherie eines Kreises mit dem Radius r gleich 


dq. 


4cernz 


Vae—r 
Aber dieses r bedeutet nur den Radius des Kreises, gemessen in der im Mittel- 
punkte tangirenden speciellen Massbestimmung. Den in der allgemeinen Mass- 
bestimmung gemessenen Radius e erhilt man aus der Formel des Textes, indem 
man statt ds de schreibt, und dg gleich Null setzt, also: 


dom 21°" 
eo“ 7-42 
oder: 
£ 
c 
r=2c:- ei sv8 x 
g 
eo +14 


Setzt man dies fiir r ein, so erhilt man die Peripherie des Kreises mit dem Ra- 
dius @ gleich: 
C2 af 
Qenm\eo—e 2°), 
eine Formel, welche Gauss in einem Briefe an Schumacher anfihrt. Die Con- 
stante k, welche er dort benutzt, entspricht geradezu der hier gebrauchten Con- 
stante c. 
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entspringenden Fliichen, die hyperbolische Geometrie auf den Flichen 
von constantem negativen Kriimmungsmasse. 


§ 15. 


Das gegenseitige Verhiiltniss der elliptischen, hyperbolischen 
und parabolischen Geometrie in der Ebene. 


In dem Vorstehenden haben wir gesehen, wie sowohl diejenige 
Massbestimmung, welche die parabolische, als diejenige, welche die 
elliptische oder hyperbolische Geometrie in der Ebene voraussetzt, in 
der allgemeinen projectivischen ebenen Massbestimmung als specielle 
Falle enthalten sind. Die parabolische Geometrie benutzt als funda- 
mentalen Kegelschnitt ein imaginires Punktepaar, die sogenannten 
unendlich weiten*) imaginiren Kreispunkte. Der Ort der unendlich 
fernen Punkte ist eine doppeltzihlende Gerade. Die elliptische Geo- 
metrie bezieht sich auf einen eigentlichen Fundamentalkegelschnitt, 
der aber imaginiir ist. Die hyperbolische Geometrie endlich hat gleich 
der elliptischen einen eigentlichen Fundamentalkegelschnitt, der aber 
reell ist (und uns umschliesst). , 

In der Nihe eines Punktes, den wir gerade betrachten, kommen 
alle drei Geometrieen, mag nun die thatsichlich vorhandene Mass- 
bestimmung parabolisch oder elliptisch oder hyperbolisch sein, mitein- 
ander iiberein. Sie beriihren sich also in dem betreffenden Punkte; 
die parabolische Geometrie giebt die specielle tangirende Massbestim- 
mung fiir die elliptische wie fiir die hyperbolische Geometrie. 

Ist uns also die parabolische Geometrie thatsiichlich gegeben, so 
kénnen wir ohne Weiteres eine Geometrie construiren, die uns ein 
Bild fiir die Vorstellungen der hyperbolischen Geometrie ist, indem 
wir eine allgemeine Massbestimmung mit reellem Fundamentalkegel- 
schnitt construiren, welche die gegebene specielle in dem Punkte, den 
wir betrachten, beriihrt. Wir erreichen dies, indem wir um den Punkt, 
den wir gerade ins Auge fassen, einen Kreis mit dem Radius 2 ¢ be- 
schreiben und auf ihn eine projectivische Massbestimmung mit der 
Constanten ¢ zur Bestimmung der Entfernung zweier Punkte und der 
V—-1 

» 


Constanten ¢ = zur Bestimmung des Winkels zweier Geraden 


griinden. Diese allgemeine Massbestimmung schliesst sich um so ge- 
nauer an die gegebene parabolische an, je grésser ¢ ist; sie fallt mit 
ihr zusammen, wenn c¢ unendlich wird. 


*) Diese Punkte unendlich weit zu nennen, ist eigentlich unberechtigt, da 
ihre Entfernung von einem beliebig im Endlichen gelegenen Punkte nicht unend- 
lich, sondern unbestimmt ist, weil ja alle um einen solchen Punkt herum gelegten 
Kreise dieselben- enthalten. 
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Auf ganz iihnliche Weise construiren wir eine Geometrie, die uns 
versinnlicht, wie sich die elliptische Geometrie des Niaheren gestalten 
wiirde. Zu dem Zwecke ist nur dem ¢, welches wir eben benutzten, 
ein rein imaginiirer’: Werth = c,i beizulegen. Es kommt dies darauf 
hinaus, dass wir in der Entfernung 2¢, iiber dem Beriihrungspunkte 


einen Punkt festlegen, und als Entfernung zweier Punkte der Ebene 


den mit c, multiplicirten Winkel betrachten, unter welchem die beiden 
Punkte von dem festen Punkte aus erscheinen. Der Winkel zweier 
Geraden der Ebene ist geradezu gleich dem Winkel zu nehmen, unter 
dem sie von dem festen Punkte aus gesehen werden. Die so ent- 
stehende Massbestimmung schliesst sich wieder um so genauer an die 
gegebene parabolische an, je grésser ¢c, ist, und geht, wenn c¢, un- 
endlich wird, geradezu in die parabolische iiber. 

Aber auch, wenn die elliptische oder die hyperbolische Geometrie 
die thatsichlich gegebenen wiiren, wiirde man auf diese Weise sich 
ein Bild davon machen kénnen, welche Vorstellungen die parabolische 
oder. beziiglich die hyperbolische und elliptische Geometrie mit sich 
fiihren. 

Es bleibt uns nun nur noch iibrig, die bis jetzt allein fiir die 
Grundgebilde erster und zweiter Stufe auseinander gesetzten Dinge 
auf den Raum zu iibertragen, was noch in mdglichster Kiirze ge- 
schehen soll. 


§ 16. 
Die projectivische Massbestimmung im Raume. 


Der allgemeinen projectivischen Massbestimmung im Raume wird 
man eine beliebig anzunehmende fundamentale Fliche zweiten Grades 
zu Grunde legen. 


Um dann die Entfernung zweier Punkte zu bestimmen, verbinde 
man sie durch eine gerade Linie. Dieselbe trifft die fundamentale 
Fliche in zwei neuen Punkten, die mit den beiden gegebenen ein ge- 
wisses Doppelverhiltniss bilden. Der mit einer willkiirlichen Constante 
e multiplicirte Logarithmus dieses Doppelverhiiltnisses ist es, der als 
Entfernung der beiden gegebenen Punkte zu bezeichnen ist. 

Auf ihnliche Weise bestimmt man den Winkel zweier gegebenen 
Ebenen. Man lege durch die Durchschuittsgerade derselben die beiden 
Tangentialebenen an die Fundamentalfliiche. Dieselben bestimmen mit 
den beiden gegebenen ein gewisses Doppelverhiltniss. Der Winkel 
der beiden Ebenen ist gleich dem mit einer beliebig gewitihlten Constanten 
c multiplicirten Logarithmus dieses Doppelverhiiltnisses. 

Unter den Bewegungen des Raumes wird man einen Cyclus linea- 
rer Transformationen verstehen, welche die Fundamentalfliiche unge- 
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andert lassen. Eine Flache zweiten Grades bleibt durch sechsfach 


unendlich viele lineare Transformationen ungeiindert. Aber diese zer- 
fallen in zwei Classen, von denen die eine ein geschlossenes System, 
die andere kein solches umfasst. Die beiden Classen lassen sich durch 
das Verhalten der Erzeugenden der Fliche ihren Transformationen 
gegeniiber charakterisiren. Bei den Transformationen erster Classe — 
und diese bezeichnen wir als Bewegungen*) des Raumes — bleiben 
die beiden Systeme geradliniger Erzeugender als solche ungeiindert; 
bei den Transformationen zweiter Classe vertauschen sich dieselben 
unter sich. Es giebt sechsfach unendlich viele Bewegungen; dieselben 
lassen die Massverhiltnisse ungeiindert. 

Unter Kugeln hat man solche Flichen zweiten Grades zu ver- 
stehen, welche die fundamentale Fliche nach einer ebenen Curve be- 
riihren. Das Centrum der Kugel ist der Pol der Ebene, welche die 
Beriihrungscurve enthilt. Die Fundamentalfliiche selbst ist als eine 
um ein beliebiges Centrum herumgelegte Kugel mit dem Radius co 
- anzusehen etc. 


Achtet man insbesondere auf die reellen Elemente des Raumes, 
so wird man unterscheiden, ob die Fundamentalfliche imaginir oder 
reell ist, und im letzteren Falle, ob sie geradlinig ist oder nicht. 


Ist die Fundamentalfliche imagindr, so haben alle gerade Linien 
eine endliche Linge, alle Ebenenbiischel eine endliche Winkelsumme. 
Unter diesen Fall subsumirt sich die Massbestimmung der elliptischen 
Geometrie, wenn noch die Constante c der Winkelbestimmung gleich 
sot. gesetzt wird, damit die Winkelsumme im Ebenenbiischel gleich 
a ist. 

Den Fall, dass die Fundamentalfliche reell und geradlinig ist, 
dass sie also ein einschaliges Hyperboloid ist, wollen wir hier nicht 
weiter betrachten, weil er zu den dreierlei Geometrieen, die wir hier 
betrachten, der elliptischen, hyperbolischen, parabolischen, in keiner 
Beziehung steht. 


Ist endlich die Fundamentalfliiche reell und nicht geradlinig, so 
werden wir fiir Punkte im Inneren eine Massbestimmung erhalten, die 
unter sich die Massbestimmung der hyperbolischen Geometrie begreift, 


wenn man die Constante c’ wieder gleich — setzt. 


*) Ich habe diese Verhiltnisse bereits in einer friiheren Arbeit: _Ueber die 
Mechanik starrer Kérper, diese Annalen, t. IV, 3 auseinander gesetzt. Hinzufiigen 
muss ich, dass bereits Herr Schering in dem Anfsatze: Die Schwerkraft im 
Gauss’schen Raume, Gott. Nachrichten 1870. Nr. 15. die Bewegungen des Rau- 
mes im Sinne der hyperbolischen Geometrie betrachtet hat. 
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Die parabolische Geometrie subsumirt sich unter einen speciellen 
Fall der allgemeinen Massbestimmung, der eintritt, wenn die Funda- 
mentalfliche sich in einen Kegelschnitt, insbesondere in einen imagi- 
niren Kegelschnitt, particularisirt. Der fuidamentale Kegelschnitt 
der parabolischen Geometrie ist der sogenannte unendlich ferne, ima- 
giniire Kreis. In dem undualistischen Charakter der Particularisation, 
welche die Fundamentalfliche erfahren hat, haben die undualistischen 
Kigenschaften der parabolischen Massbestimmung ihren Grund. 

Man kann nun wieder von Kriimmung einer allgemeinen Mass- 
bestimmung u. s. w. reden; doch sollen alle diese Dinge der Kiirze 
wegen hier uneroértert bleiben. 


$ 17. 


Die Unabhiingigkeit der projectivischen Geometrie von der 
Parallelentheorie. 


Man kénnte gegen das gesammte Vorhergehende einen Einwand 
machen, der bei der seither eingehaltenen Darstellungsweise nicht un- 
begriindet ist, der aber sofort weggeriiumt werden kann. 


Bei der Begriindung der allgemeinen projectivischen Massbestim- 
mung sind wir einmal geometrisch verfahren, indem wir Distanz zweier 
Punkte ete. als Logarithmen gewisser Doppelverhiltnisse definirten, 
sodann analytisch, indem wir homogene Coordinaten in Anwendung 
brachten. Beide Dinge: die Doppelverhiltnisse und die homogenen 
Coordinaten, setzen in ihrer gewohnlichen Begriindung die parabolische 
Massbestimmung voraus, wo denn Doppelverhiiltnisse wie homogene 
Coordinaten als gewisse Streckenverhiltnisse definirt werden. Man 
wiirde also, wenn die thatsichlich gegebene Massbestimmung nicht 
parabolisch ist, zuniichst von diesen Dingen nicht reden kénnen, und 
alle vorhergehenden Auseinandersetzungen wiirden ihre Geltung ver- 
lieren. 

Dem gegeniiber hat man sich zu iiberzeugen, dass die projecti- 
vische Geometrie unabhiingig von der Frage nach der Art der Massbe- 
stimmung giiltig ist. 

Der Beweis dafiir kann in der Art gefiihrt werden, dass man die 
projectivische Geometrie einmal unter Zugrundelegung der elliptischen, 
dann unter Zugrundelegung der hyperbolischen Massgeometrie aufbaut. 
Es ist dies nicht schwer zu leisten, wie man daraus iibersehen mag, 
dass fiir den Punkt, als Strahlen- und Ebenenbiindel im Raume, fiir 
den doch auch in der parabolischen Geometrie eine elliptische Mass- 
bestimmung angewandt wird, die projectivische Geometrie ungestort gilt. 


Aber wesentlicher ist es wohl, zu bemerken, dass die projectivische 
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Geometrie iiberhaupt vor Erledigung der Frage nach der Massbestim- 
mung entwickelt werden kann. 

Denn um die Geltung der projectivischen Geometrie in einem be- 
liebig gegebenen begriinzten Raume zu erweisen, geniigt es, in diesem 
Raume Constructionen zu machen, die nur sogenannte Lagenbeziehun- 
gen betreffen und die nicht iiber den Raum hinausfiihren. Die Doppel- 
verhiiltnisse diirfen dabei natiirlich nicht als Streckenverhiiltnisse defi- 
nirt werden, da dies die Kenntniss einer Massbestimmung voraussetzen 
wiirde. In v. Staudt’s Beitrigen zur Geometrie der Lage*) sind 
aber die néthigen Materialien gegeben, um ein Doppelverhiltniss als 
eine reine Zahl zu definiren. Von den Doppelverhiiltnissen mégen wir 
sodann zu den homogenen Punkt- und Ebenencoordinaten aufsteigen, 
die ja auch nichts anderes sind, als die relativen Werthe gewisser 
Doppelverhiltnisse, wie dies v. Staudt ebenfalls gezeigt**) und noch 
neuerdings Herr Fiedler ***) wieder aufgenommen hat. — Unentschie- 
den bleibt dabei, ob sich zu simmtlichen reellen Werthen der Coor- 
dinaten auch entsprechende Raumelemente finden lassen. Ist dies 
nicht der Fall, so steht nichts im Wege, den betreffenden Coordinaten- 
werthen entsprechend zu den wirklichen Raumelementen uneigentliche 
hinzuzufiigen. Dies geschieht in der parabolischen Geometrie, wenn 
wir von der unendlich fernen Ebene reden. Unter Zugrundelegung 
der hyperbolischen Geometrie wiirde man ein ganzes Raumstiick zu 
adjungiren haben. Dagegen wiirde bei der elliptischen Geometrie eine 
Adjunction uneigentlicher Elemente nicht néthig sein. 


§ 18. 


Ableitung der dreierlei Geometrieen: der elliptischen, hyper- 
bolischen und parabolischen aus der projectivischen. 


Hat man, wie vorstehend auseinandergesetzt, die projectivische 
Geometrie begriindet, so wird man die allgemeine Cayley’sche Mass- 
bestimmung aufstellen kénnen. Dieselbe bleibt durch sechsfach un- 
endlich viele lineare Transformationen, die wir als Bewegungen des 
Raumes bezeichneten, ungeiindert, und kann sie als geradezu durch 
den Cyclus dieser linearen Transformationen erzeugt angesehen werden 
($§ 2., 3.). 

Nunmehr wende man sich der Betrachtung der thatsiichlichen 
Bewegungen im Raume und der durch sie begriindeten Massbestim- 
*) 2:97. n. 208. 

**) Beitriige. § 29. n. 411. 

***) Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, XV, 2. 
(1871). -—- Die darstellende Geometrie von Fiedler. Leipzig 1871. 
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mung zu. Man iibersieht, dass die sechsfach unendlich vielen Bewe- 
gungen ebenso viele lineare Transformationen sind. Dieselben lassen 
iiberdies eine Fliche, die Fliiche der unendlich fernen Punkte, unge- 
iindert. Es giebt aber, wie sich leicht beweisen lisst, keine anderen 
Fliichen, welche durch sechsfach unendlich viele lineare Transforma- 
tionen in sich tibergehen, als die Flichen zweiten Grades und ihre 
Ausartungen. Die unendlich fernen Punkte bilden also eine Fiche 
zweiten Grades, und die Bewegungen des Raumes subsumiren sich 
unter die vorgenannten sechsfach unendlichen Cyclen linearer Trans- 
formationen, welche eine Fliche zweiten Grades ungeiindert lassen. 
Desshalb subsumirt sich auch die durch die Bewegungen gegebene 
(thatsiichliche) MassbeStimmung unter die allgemeine projectivische. 
Wiihrend letztere sich auf eine beliebig anzunehmende Fiche zweiten 
Grades bezieht, ist diese Fliche bei ersterer ein fiir allemal gegeben. 

Die Art dieser der thatsiichlichen Massbestimmung zu Grunde lie- 
genden Fliiche zweiten Grades kann nun noch niher bestimmt werden. 
Man beachte, dass eine Ebene durch fortgesetzte Drehung um eine 
beliebig in ihr im Endlichen gelegene Axe in die Anfangslage zuriick- 
kommt. Es sagt dies aus, dass die beiden Tangentialebenen, welche 
man durch eine im Endlichen gelegene Gerade an die Fundamental- 
fliiche legen kann, imaginiir sind. Denn wiren sie reell, so finden 
sich in dem betreffenden KEbenenbiischel zwei reelle unendlich ferne 
Ebenen (d. h. Ebenen, welche mit allen anderen einen unendlich 
grossen Winkel bilden) und dann kénnte keine in einem Sinne fort- 
gesetzte Rotation eine Ebene des Biischels in die Anfangslage zuriick- 
fiihren. 

Damit nun diese beiden Ebenen imaginiir sind, oder, was dasselbe 
ist, damit der Tangentenkegel der Fundamentalfliche, der von einem 
beliebigen Punkte des (uns durch die Bewegungen zugiinglichen) Rau- 
mes ausgeht, imaginiir sei, sind drei und nur drei Fille denkbar: 

1. Die Fundamentalfliche ist imagindr. Dies ergiebt die ellip- 
tische Geometrie. 

2. Die Fundamentalfliche ist reell, nicht geradlinig und umschliesst 
uns. Die Annahme der hyperbolischen Geometrie. 

3. (Uebergangsfall.) Die Fundamentalfliche ist in eine imaginire 
ebene Curve ausgeartet. Die Voraussetzung der gewohnlichen parabo- 
lischen Geometrie. 

So sind wir denn gerade zu den dreierlei Geometrieen hingeleitet, 
welche man, wie in § 1. berichtet, von ganz anderen Betrachtungen 
ausgehend, aufgestellt hat. 


Diisseldorf, 19. August 1871. 



























Ueber einige Voraussetzungen beim Beweise des 
Dirichlet’schen Principes.*) 


Von E. Herve in Hatte. 


Es sollen hier einige Voraussetzungen und Schliisse gepriift werden, 
auf denen, nach den vorliegenden Mittheilungen, der Beweis des Di- 
richlet’schen Principes in der Lehre vom Potentiale beruht. 


1) Die erste Voraussetzung besteht in Folgendem: Die auf der Be- 
grenzung des Raumes ¢, welche eine geschlossene Fliche bildet, ge- 
gebene continuirliche und einwerthige Function kann in das Innere 
und ebenso in den fiusseren Raum, wenigstens auf eine Art, derartig 
fortgesetzt werden, dass die Fortsetzung dieselben Bedingungen der 
Stetigkeit und Endlichkeit erfiillt, wie das Potential der Vertheilung 
einer Masse auf der Oberfliche. 

Die im Folgenden nicht erklirten Bezeichnungen sind dieselben 
wie bei Gauss in dem Werke: Allgemeine Lehrsitze in Beziehung 
auf die im verkehrten Verhiltnisse des Quadrates der Entfernung wir- 
kenden Anziehungs- und Abstossungskrifte; ferner wird, wie iiblich, 

COV, eV, &aV 
oh 4 Chg CF 
durch AV bezeichnet. 

Die Continuitatsbedingungen, welche, wie man voraussetzt, wenig- 
stens eine Fortsetzung V erfillt, bestehen also darin, dass V im ganzen 
, # oy und A nur bis zur Grenzfliiche, sowohl im 
iiusseren als im inneren Raume. (Beweisen will man bekanntlich, 
dass es auch eine Fortsetzung V, giebt, fiir welche noch ausserdem 
AV, = 0.) 

Dirichlet selbst benutzt das Princip bei der Theorie des Poten- 
tiales zum Beweise desjenigen Satzes, mit dem Gauss seine oben ge- 
nannte Arbeit krént (Nr. 36.), nach welchem eine Massenvertheilung 
in einem kérperlichen Raume sich durch eine Belegung der Oberfléche 


Raume stetig ist 


*) Aus den Nachrichten der Géttinger Gesellschaft der Wissenschaften vom 
16. August 1871, mit Zusiitzen des Verfassers. 
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mit Masse ersetzen liisst. Die an der Oberfliiche gegebene Function 
ist bei diesem Beweise nicht vdllig allgemein; sie ist niimlich gleich 


dem Werthe, welchen das Potential J as der gegebenen, im kérper- 


lichen Raume vertheilten Masse an der Oberfliiche annimmt. Sie kann 
also wirklich, den Bedingungen gemiiss, fortgesetzt werden, niimlich 
durch dieses Potential selbst. 


Um dann nachzuweisen, dass die gesammte Masse zur Belegung 
verwandt werden kann, muss man die Fortsetzung auch noch fiir den 
Fall bilden, dass die fiir die Oberfliche gegebene Function constant, 
=1 ist. Durch V= 1 lisst sich diese Function in den inneren 
Raum fortsetzen, aber nicht durch denselben Werth in den iusseren 
Raum, wegen der Bedingung der Endlichkert (xV soll endlich bleiben). 
Nach den Principien, welche ich am Schlusse einer brieflichen Mit- 
theilung iiber Variationsrechnung in den mathematischen Annalen 
Bd. 1, 8. 191 andeutete, finde ich diese Fortsetzung, indem ich um 
den Anfangspunkt als Mittelpunkt eine Kugel mit dem Radive a@ be- 
schreibe, welche den Raum ¢ ganz einschliesst. Bezeichnet @ die Ent- 
fernung eines beliebigen Punktes im Raume vom Anfangspunkte, so 
kann man als Fortsetzung folgende Function V betrachten: Von der 
Begrenzung des Koérpers ¢ bis @ = a sei V=1; von 9 =a bis 
@ = 00 sel: 


y—1—(-*). 


Diese einwerthige Function geniigt allen Bedingungen im iiusseren 
Raume, wenngleich sie daselbst nicht im ganzen Verlaufe durch ein 
und dasselbe analytische Gesetz dargestellt wird. (Eine solche For- 
derung ist aber auch gar nicht gestellt.) In der That sind auch ihre 
Differentialquotienten bis zu den zweiten incl., nach xz, y, 2, ebenso 
wie die Function selbst, einwerthig und stetig, was man deutlich ein- 
sieht, wenn man an den Uebergangsstellen auf die Definition des Diffe- 
rentialquotienten zuriickgeht. 

Wegen der Wichtigkeit der von C. Neumann mit dem Namen 
der Green’schen belegten Function will ich noch zeigen, dass die in 
Rede stehende Vorbedingung der Existenz auch fiir sie erfiillt werden 
kann, wie auch t beschaffen ist, wenn nur die Begrenzung den Bedin- 
gungen der Nr. 16. bei Gauss geniigt. 

Sei dazu A ein gegebener fester Punkt innerhalb t oder ausserhalb: 
P bezeichne die Punkte im Raume, P, an der begrenzenden Fliche; 
es sei AP =r, AP, =7r,. Es soll die Function, welche an der 


*s Rs . es 
Oberfliiche — ist, unseren Bedingungen gemiiss fortgesetzt werden. 
0 


Dies hat nur fiir den imneren resp. dusseren Raum Schwierigkeiten, 
Mathematische Annalen. IV. 41 











628 E. Herne. 


_—" - ; -_ 
da fiir die Punkte P des iiusseren resp. inneren Raumes — eine brauch- 


bare Fortsetzung ist. Legt man nun um A als Mittelpunkt eine Kugel 
mit einem beliebigen Radius @, die aber ganz innerhalb, resp. ganz 
ausserhalb des Raumes ¢ liegt, und bezeichnet mit U im Inneren und 
auf der Kugel die Grésse 1, von der Kugeloberfliche bis zur Begren- 
zung von ¢ aber Null, so wird 
1 76 — o&®)3 
eet + eT 

eine Fortsetzung in den inneren resp. den iiusseren Raum, welche allen 
Bedingungen der Stetigkeit und Endlichkeit geniigt. 

Abgesehen von den Fiillen, in denen mehrere geschlossene Fliichen 
auftreten, und die ich durch die gleichen Principien erledigen kann*), 
hat Dirichlet auch in den Anwendungen auf Elektrostatik nur solche 
Functionen wie die hier besprochenen von der Oberfliiche ins Innere 
fortzusetzen. Die Richtigheit der ersten Annahme in den bei ihm vor- 
kommenden Fiillen ist daher nachgewiesen. 

2) Es wird ferner vorausgesetzt, dass es mehr als eine, und daher 
unendlich viele, den gleichen Bedingungen wie oben geniigende Fort- 
setzungen giebt. Ist eine erste Fortsetzung V, so lisst sich offenbar 
jede andere als V + Z darstellen, wo Z alle, den gleichen Bedingun- 
gungen der Endlichkeit und Stetigkeit geniigende Fortsetzungen der 
fiir die Oberfliiche gegebenen Function Null bezeichnet. 

Solcher Z giebt es immer unendlich viele. Ist niimlich » (x, y, 2) =O 
irgend eine beliebige geschlossene algebraische F'liiche, z. B. eine Ku- 
gel, die ganz innerhalb oder ganz ausserhalb ¢ liegt (es sei @ eine 
ganze Function von 2x, y, 2); ist ferner U irgend eine mit ihren ersten 
beiden Differentialquotienten innerhalb des von y = 0 umschlossenen 
Raumes einwerthige, stetige und endliche Function, ausserhalb dessel- 
ben aber 0, so wird, 


W=9°U 


gesetzt, Z = W immer eine von den Functionen Z sein. Es ist klar, 
dass unendlich viele U, selbst bei festgehaltenem g, existiren; eine 
Function U findet man schon, wenn man im Innern des durch g = 0 
begrenzten Raumes U = 1 setzt. Um noch andere zu erhalten, denke 
man sich z. B. diesen Kérperraum irgendwie continuirlich und gleich- 
artig mit Masse erfiillt, und kann dann fiir U in jedem Punkte des 
Inneren das Potential dieser fingirten Masse in demselben Punkte 
nehmen. 





*) Die weitere Ausfiihrung habe ich diesem Abdrucke als Anhang hinzu- 
gefiigt. 
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Die zweite Voraussetzung ist daher in denselben Fiillen wie die 
erste berechtigt. 

3) Es folgt nun bei Dirichlet eine Annahme, auf welche ich 
hier nicht niher eingehe, und auf die ich bei einer anderen Gelegen- 
heit zuriickzukommen denke, dass es nimlich eine oder einige Fort- 
setzungen in den inneren Raum giebt — Aehnliches gilt fiir den 
fiusseren Raum; hier wird der Kiirze halber nur der innere betrachtet 


— welche 
“((eVy¥  (@V¥ 4 (avy 
JS (Q+ G+ @) « 
zu einem Minimum machen. Aus dieser Annahme ergiebt sich, wenig- 


stens eine von diesen Fortsetzungen, V,, miisse so beschaffen sein, 
dass fiir jede Function Z (m. s. Nr. 2.) das Integral 


‘jz V, dt 


verschwindet. Hieraus will man schliessen, im Raume t miisse AV, 
im allgemeinen Null sein, d. h. mit Ausnahme héchstens von Punkten, 
Linien und Flichen. Dieser Schluss soll hier gepriift werden. 

Er ist, in Folge des Vorhergehenden, fiir jedes Stiick des Raumes 
¢ erlaubt, in dem die Function AV, ihr Zeichen nicht unendlich oft 
iindert. Man kann dann niimlich die Stiicke, in welchen AV, das 
gleiche Zeichen behilt, beliebig nahe durch Kérper mit algebraischer 
Begrenzung gm = 0, z. B. mit Kugeln ausfiillen und fiir Z eine Funce- 
tion W aus Nr. 2, wihlen, die in dem Raume, in welchem sie nicht 
verschwindet, ihr Zeichen nicht wechselt, sodass das Integral sich 
allein auf den Theil bezieht, der von einer Fliche » = 0 eingeschlos- 
sen ist und in welchem daher WAV, sein Zeichen nicht wechselt, 
woraus folgt, dass AV, im Allgemeinen Null ist. 

In allen Fiillen, die in Nr. 1. erwihnt sind, kann man anneh- 
men, dass AV, sein Zeichen im Allgemeinen nicht unendlich oft tindert. 
Die eine Fortsetzung V der an der Oberfliche gegebenen Function 
aus Nr. 1., die sich auf die Green’sche Function bezieht, niimlich 


Tua ia Tae. 


besitzt diese Kigenschaft augenscheinlich, ebenso wie die andere Func- 
tion, welche man dort findet, niimlich: 


ray, 


und ebenso wie das Kérperpotential in Nr. 1. 


v=| i 
r 
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vorausgesetzt, dass die Eigenschaft in dem letzteren Falle der Dichtig- 
tigkeit k der zu vertheilenden Masse, wo diese unstetig sein sollte, selbst 
zukommt, Die Masse darf daher z. B. keine magnetische sein, die 
aber bereits durch die Festsetzungen von Gauss tiber die Dichtigkeit 
in Nr. 9. ausgeschlossen ist und selbst nach Aufhebung einiger Be- 
schriinkungen in Nr. 11. noch ausgeschlossen bleibt. Man kann frei- 
lich die Betrachtung von Potentialen magnetischer Massen, nachdem 


mau sie durch Zusammenfassen von je zwei Gliedern der Summe 2 £ 


(s. Nr. 2. bei Gauss) in ein Integral verwandelt hat, auf die der Po- 
tentiale von Massen mit continuirlicher Dichtigkeit zuriickfiihren. 

Ist also diese Art von Massen, auf welche die Untersuchungen 
von Gauss nicht iiberall anwendbar sein wiirden, ausgeschlossen, so 
besitzt AV in Nr. 1. die fiir AV, geforderte Eigenschaft in Bezug 
auf die Zeichenwechsel. Unter den Functionen W in Nr. 2. giebt es 
offenbar unendlich viele von solcher Beschaffenheit, dass V + W die- 
selbe Eigenschaft besitzt. Stellt nun V, nicht das Minimum unter 
allen Fortsetzungen, sondern nur unter denen vor, welche die erwaihnte 
Kigenschaft in Bezug auf die Zeichen besitzen, und deren es unend- 
lich viele giebt, so ist fiir dieses V, demnach der Schluss, dass AV, 
im Allgemeinen Null sei, berechtigt. 


Anhang. 
(S. 8. 628.) 


Es mégen » Flichen vorliegen, die nicht untereinander zusammen- 
hingen, oder, genauer ausgedriickt, es sollen alle Punkte einer jeden 
von den Punkten der iibrigen um mehr als eine angebbare feste, wenn 
auch noch so kleine Grésse entfernt sein. 

Die Aufgabe, eine Function W zu bilden, welche auf jeder von 
diesen Fliichen gegebene Werthe annimmt, léisst sich auf n einfachere 
reduciren. Man hat nur néthig, » Functionen zu bilden, von denen 
die v'e — wenn v successive die Zahlen 1, 2, etc., », vorstellt — auf 
der v'e" Fliiche die gegebenen Werthe annimmt, auf den iibrigen » —1 
Flachen sich aber in Null verwandelt. Die Summe solcher » Funce- 
tionen giebt eine Function W von der verlangten Beschaffenheit. 

Ist nun v irgend eine Function, die an m — 1 gegebenen Flaichen 
gegébene Werthe annimmt, so werde ich aus derselben eine Function 
V bilden, welche mit v an den n — 1 Flichen iiberecinstimmt, an einer 
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gegebenen n°” Fliche aber iiberall verschwindet. Geniigt v den Bedin- 
gungen der Stetigkeit und Endlichkeit, so wird auch dieses V ihnen 
geniigen. 

Zuniichst sei die n° Fliche die Oberfliche einer Kugel mt dem 
Radius «& und dem Mittelpunkte A; im Inneren der Kugel mége kein 
Theil von einer der anderen F lichen liegen. Man beschreibe um A 
eine zweite Kugel mit einem Radius B, der grésser als a, aber noch 
so klein ist, dass auch diese Kugel kein Stiick von einer der iibrigen 
n—1 Flachen einschliesst. Ist r die Entfernung eines beliebigen 
Punktes P von A, so setze ich V in den Punkten P, die 

ausserhalb oder auf der Kugel mit dem Radius B liegen, gleich v; 


auf und in der von den heiden Kugelflichen begrenzten Schale 
gleich . 


a 3 |3 
v [1 ase e—*)] ; 
drittens, innerhalb der Kugel mit dem Radius «@ gleich Null. 
Diese Function V geniigt den Bedingungen der Stetigkeit und 
Endlichkeit, vorausgesetzt, dass v ihnen geniigt, erhilt an den n — 1 


Flichen dieselben Werthe wie v, und verwandelt sich sogar innerhalb 
der ganzen Kugel mit dem Radius « in Null. 


Der Fall, in welchem die n° Fiche beliebig ist, lisst sich auf den 
vorigen speciellen zuriickfiihren. Kann man die n° Fliche nicht in 
eine einzige Kugel einschliessen, die kein Stiick einer von den n — 1 
anderen Fliichen enthilt, so erfolgt die Kinschliessung durch eine 
gréssere aber endliche Zahl s von Kugeln, die nach ihren Mittelpunk- 
ten A,, <A,, etc., A, heissen mégen. Man lege diese Kugeln so, dass 
jede ein Stiick der n'e" Oberfliche, aber keines von den iibrigen n—1 
Flaichen enthiilt; die Méglichkeit, auf diese Art durch eine endliche 
Anzahl von Kagele alle Theile der n'" Flaiche einzuschliessen , ist 
klar, da ein und dasselbe Stiick in mehreren Kugel vorkommen darf. 

Nach diesen Vorbereitungen bilde man aus v, nach der im spe- 
ciellen Falle angewandten Methode, eine Function, wie die oben V 
genannte, die nun v, heisse, welche nicht nur an der Oberfliiche der 
Kugel A,, sondern auch im Inneren derselben Null ist und an den 
iibrigen » — 1 Flichen mit v iibereinstimmt. Bildet man aus v, nach 
derselben Methode eine Function v,, die auch in der Kugel A, ver- 
schwindet ete., endlich aus v,_, eine Function v,, die noch in A, 
verschwindet, so wird v, an den gegebenen » — 1 Flichen dieselben 
Werthe wie v besitzen, und an der n'", wie verlangt wurde, ver- 
schwinden; also wird v, die Aufgabe lésen. 

Indem man » successive die Werthe 2, 3, etc. bis zu einer belie- 
bigen ganzen Zahl beilegt, erhiilt man hieraus den Satz: 
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Kann eine Function, die auf einer einzigen Fliche gegebene Werthe 
besitzt, nach den Bedingungen der Stetigkeit und Endlichkeit in den 
Raum fortgesetzt werden, so liisst sie sich auch so fortsetzen, dass sie 
noch ausserdem die Bedingung erfiillt, auf einer beliebigen Anzahl ge- 
gebener Fliichen, welche mit der ersten nicht zusammenhiingen, zu ver- 
schwinden. 


Halle, September 1871. 





























Note sur la théorie de surfaces réciproques. 


Par H. G. Zeurnen i CopennaGue. 


4 


Dans mes deux mémoires au commencement de ce volume des 
» Annalen“ j’ai attribué aux surfaces dont je m’occupe certaines sin- 
gularités que j'ai énumérées dans l'introduction du premier de ces mé- 
moires. J’ai supposé qu’aucune autre singularité ne s’y ajoutét, ou 
bien que les singularités se présentassent de la maniére la plus géné- 
rale. Or, comme cette maniére la plus générale est différente suivant 
qu’on regarde la surface comme lieu de points ou comme enveloppe 
de plans, il faut diviser les singularités en singularités de définition 
ponctuelle et en singularités de définition tangentielle. Les singularités 
de définition ponctuelle sont celles qui satisferont de la maniére la 
plus générale 4 leur définition si lon regarde la surface comme lieu 
de points, et les singularités de définition tangentielle sont celles qui 
y satisferont de la maniére la plus générale si l’on regarde la surface 
comme enveloppe de plans. 

Nous p’avons pas dit expressément quelles définitions de singu- 
larités sont ponctuelles et quelles tangentielles, sans quoi les défini- 
tions ne sont pas completes. Nous supléerons ici & cette manque en 
montrant que la division que nous avons suivie, sans le dire, est la 
plus naturelle. Comme une surface regardée comme lieu de points 
n’a pas, en général, des courbes doubles et cuspidales, mais bien des 
séries de plans tangents doubles et stationnaires, les définitions des 
singularités ordinaires des plans tangents doubles et stationnaires 
(b, k’, t, v', d, 0, ¢, WV’, BY, #, &) doivent étre ponctuelles, et celles 
des singularités ordinaires de la courbe double et de la courbe cuspi- 
dale (b, k, t, y, q, 0, ¢, h, B, vr, 6) doivent étre tangentielles.*) Une 








*) Alors on sait que les 8 points cuspidaux de la courbe cuspidale se trou- 
vent sur la courbe double, et que les y points cuspidaux de la courbe double se 
trouvent sur la courbe cuspidale, et ces points sont donc les mémes que ceux 
dont MM. Salmon et Cayley désignent les nombres de la méme maniére. 
M. Cayley m’a fait observer que les deux courbes peuvent avoir d’autres points 
cuspidaux. Ces nouveaux points singuliers demanderaient une nouvelle étude. — 
J’aurais di dire expressément que ma définition de k (nombre Pliickerien des 
génératrices doubles d’un cone projetant la courbe double) est un peu différente 
de celle des MM. Salmon et Cayley, ce qui explique une discordance appa- 
rente entre leurs formules et les miennes. J’écris k — f—3t — Z(---) ot M. 
Cayley écrit seulement k. 
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courbe double, une fois attribuée & une surface regardée comme lieu 
de points, sera en général douée de points-pinces, pendant que la 
courbe double d’une surface regardée comme enveloppe de plans n’en 
a pas généralement. Pour cette raison on doit donner a ces j singu- 
larités une définition ponctuelle, et aux 7’ plans-pinces une définition 
tangentielle. De méme les x points-clos sont de définition ponctuelle, 
et les y plans-clos dg définition tangentielle. Nous avons donné ex- 
pressément aux points coniques et aux singularités qui y appartien- 
nent une définition ponctuelle, et aux plans qui sont tangents le long 
d’une courbe et aux singularités qui y appartiennent une définition 
tangentielle. C’est en regardant les définitions de f et de i comme 
ponctuelles, et celles de f’ et de ¢ comme tangentielles, qu’on a les 
équations f= f" et i=7. 

Nous faisons encore une autre distinction: les propriétés ponc- 
tuelles d'une singularité sont celles qui ont rapport aux points de la 
surface, et les propriétés tangentielles celles qui ont rapport & ses plans 
tangents. ¢ indique, par exemple, le nombre des plans qui ont la 
propriété ponctuelle de rencontrer la surface en une courbe douée de 
trois points doubles, et la propriété tangentielle détre plans tangents 
triples, soit de la surface elle-méme, soit de l'enveloppe des plans tan- 
gents doubles. Les propriétés ponctuelles des singularités de définition 
ponctuelle, ainsi que les propriétés tangentielles des singularités de 
définition tangentielle, sont indiquées dans les définitions elles-mémes: 
mais il est souvent trés-difficile de trouver les propriétés ponctuelles 
des singularités de définition tangentielle, et les propriétés tangentiel- 
les des singularités de définition ponctuelie, et ces propriétés peuvent 
étre assez compliquées. Pour connaitre suffisamment les propri¢tés 
tangentielles d’un point-pince, par exemple, il faut avoir étudié la sin- 
gularité de l’enveloppe des plans tangents stationnaires causée par le 
point-pince. Pour la trouver on a besoin d’étudier les singularités que 
!'Hessienne et sa courbe d’intersection avec la surface donnée ont a ce 
méme point. 

Si lon regarde, dans une recherche, une surface comme lieu de 
ses points on doit connaitre les propriétés ponctuelles des singularités 
qu’on lui attribue, et si l’on regarde une surface comme enveloppe 
de ses plans tangents on doit connaitre les propriétés tangentielles de 
ses singularités. Dans une théorie des surfaces réciproques on a besoin 
de connaitre, 4 la fois, les propriétés ponctuelles et les propriétés tan- 
gentielles des singularités qu’on attribue aux surfaces. N’ayant fait 
une étude assez profonde ni des propriétés tangentielles des singula- 
rités j, x, 4 et £, dont la définition est ponctuelle, ni des propriétés 
ponctuelles des singularités 7’, 7, 4° et &, dont la définition est tan- 
gentielle, je dois prier les lecteurs de mes mémoires d’ajouter au 
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mémoire ,,Sur deux surfaces dont les points se correspondent un-d-un“, 
ou les surfaces sont regardées comme lieux de points, la restriction 
suwante: 

» Les surfaces |F,| et |F,| sont dénuées des singularités 7, x, 
ae“, 

et & Vintroduction du mémoire ,,Sur les droites multiples des sur- 
faces“ la restriction suivante: 

Les cquations a la page sont justes si la surface est dénuce 
des singularites j', x, y et &, et les equations réciproques si elle est 
dénuée des singularités j, x4, » et €. Elles seront done applicables a la 
fois & une surface dénuée de toutes ces singularités. 

Ni a lun ni a l'autre de ces endroits les restrictions n’altereront 
les exposés des résultats; mais il est possible que les singularités dont 
je parle, si les surfaces en avaient, introduiraient de nouveaux ter- 
mes dans les équations. Quant aux recherches qui font l'objet prin- 
cipal de mon premier mémoire, je n’ai pas besoin d’y ajouter aussi 
une restriction; car les singularités j et j’ ne s’y présentent que d’une 
maniére spéciale. ' 

Je ne dis pas que les formules a la page 4 cessent d’étre vraies 
au dela des limites indiquées ici, mais seulement quesma déduction de 
ces formules (que je n’ai pas exposée mais ot je fais usage, soit des 
procédés de M. Salmon, soit du principe de correspondance) est alors 
insuffisante. Pour les singularités j et 7, y% et x je ne fais que repro- 
duire les formules de M. Cayley (On reciprocal Surfaces. Phil. Trans. 
1869, p. 202), et quant aux singularités y et 7 mes résultats sont 
d’accord avec ceux que ce savant a trouvé par rapport aux ,, binodes “ 
et aux ,,biplans“; mais je ne sais pas si M. Cayley veut donner a 
ses définitions Jes mémes degrés de généralité que j’ai indiqués ici, 
ou sil se borne aux cas ov les singularités de définition tangentielle 
n’ont pas d'autres propriétés ponctuelles que celles qui appartiennent 
déja aux singularités ponctuelles qu'il attribue aux surfaces, et réci- 
proquement. Cela a lieu pour les surfaces cubiques qui font un objet 
principal de ses recherches; mais déja & V’étude d'une surface de 4" 
ordre douée d’une conique double et & laquelle on donne une définition 
ponctuelle on rencontre des points-pinces qui ont des propriétés tan- 
gentielles plus compliquées. Les nombres des singularités de cette 
surface, tirées des équations dont je viens de parler (Cayley p. 202, 
Zeuthen p. 4), ne satisfont pas a l’équation que donne M. Cayley 
a la page 228. Nous montrerons dans ce qui suit un autre fait qui 
sera en discordance avec cette derniére équation (les autres supposées 
justes) si l’on attribue a la surface des points-clos définis comme je 
Vai fait ici. 

41 ** 
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En bornant l'étude des surfaces réciproques aux surfaces dénuées 
des singularités j, 7, 4, x; , 1’, €, € il sera moins difficile de dé- 
terminer tous les coefficients de la 26° équation*) qui, a cdté des 3 
équations (I), des 11 équations (II1)—(IV) et (VIII)—(IX) et des 11 
équations réciproques, ont lieu entre les singulariiés d’une surface. 
En effet, cette 26° équation sera l’équation (13) [ou (14)] a la page 
46 de mon deuxi¢me mémoire. 


Je donnerai ici une autre déduction de la méme équation oi je 
ne ferai pas usage de la théorie de Fas surfaces dont les points se 
correspondent un-i-un, mais seulement du principe de correspondance. 
Nous appliquerons ce principe a trouver le nombre des plans qui sont 
a la fois tangents a la surface et osculateurs & la courbe cuspidale a 
un méme point de celle-ci. Nous prenons alors pour les points corre- 
spondants (« et uw) dont on cherche les coincidences les points oi le 
plan tangent et le plan osculateur 4 un méme point de la courbe cus- 
pidale rencontrent une droite fixe. A wun point x ‘correspondent 6 
points u, et, si l’on désigne par m la classe de la développable (d’ordre 
r) enveloppe des plans osculateurs de la courbe cuspidale, & un point 
u correspondent m points xz. Il y a done 6 + m coincidences d’un 
point x avec un point correspondant uw. Ces coincidences ont lieu 1° 
aux r points otela droite fixe rencontre des tangentes de la courbe 
cuspidale, et 2° aux points ot elle rencontre les plans cherchés. Le 
nombre de ces plans est done 6 + m — r. 

Une partie des plans trouvés, disons préalablement £’, coincident 
avec les plans qui sont tangents le long d’une courbe; les points de 
contact des autres auront la propriété réciproque i celle des plans: 
celle d’étre & la fois points de contact de plans tangents stationnaires 
avec la surface et points de contact des mémes plans avec l’aréte de 
rebroussement de l’enveloppe des plans tangents stationnaires. En 
déterminant le nombre de ces points d’une maniére analogue on trouve 
l’équation suivante 

6+m—r—Y=o+4+ m— r— ft, 
ou m’ est l’ordre de l’aréte de rebroussement de l’enveloppe des plans 
tangents stationnaires, £ le nombre des points qui ont la propriété 
indiquée et qui se trouvent aux points coniques de la surface. Or on 
a d’aprés les relations de Pliicker 
m=—B+3r—3c , m= f+ 3r’— 3c, 
et X sera égal 4 la somme des nombres respectifs des droites qui ont 





*) Aprés avoir exposé les autres 25 équations aux pages 3 et 4 je parle a 
la page 4 (et & la page 46) de dewx nouvelles équations (servant & déterminer 
6 et 6’); mais ces équations se réduisent, au moyen des 25 autres, 4 une seule. 
(Voir le mémoire de M. Cayley p. 228.) 
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aux points coniques (u-tuples) un contact (u + 2)-ponctuel avec la 
surface (voir & la page 39), ou bien a 


X(u(u + 1) —2y— 32] == [2u+]. 
On aura de méme a substituer & & le nombre XY [2u' + v]. On 
trouve ainsi 

6+ 2r—38e4+ 2 (2u4+ v) = 6+ 2r—3¢C4+ FU (2w+ 1), 
qui est une forme de l’équation cherchée. On peut au moyen des 
équations 4 la page 4 la réduire a |’équation (13) a la page 46. 

On pourrait appliquer le méme procédé & une surface douée des 
singularités j, j’ etc.; mais ne connaissant pas suffisamment les propriétés 
de ces singularités, comme je l’ai dit, je ne pourrais alors déterminer 
les coefficients. Toutefois cette recherche peut servir 4 confirmer 
que l’introduction de ces singularités dans la théorie des surfaces réci- 
proques a été prématurée. Supposons par exemple que la surface soit 
douée de x points-clos et de x plans-clos. Alors on doit remplacer 
la formule trouvée par la suivante: 


6+2r—8e+ zr (2u+v) +A. 

= 6+ 2r—3¢4+ V(2v+7)+A4A.y7, 
ot A est un coefficient inconnu mais entier; mais l’équation de M. 
Cayley a la page 228, combinée avec ses autres formules (i la page 
202, mes formules de la page 4) donnerait a x et x’ le coefficient %>.*) 





*) Je saisis l'occasion pour répondre & une remarque de M. Néther (Nach- 
richten der Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 1871, p. 277): Dans 
les remarqnes que j'ai faites 4 la page 324 du 3™¢ vol, des ,,.Mathematische Anna- 
len“ sur la représentation d’une surface sur un plan double je fais, sans le dire 
je avoue, la méme supposition que je fais expressément dans mon mémoire sur 
deux surfaces dont les points se correspondent un-d-un‘, celle qu’aucun des points 
fondamentaux ne soit doué d'une direction fondamentale. 















Verbesserungen. 


S. 251, Z 1v.o.L: ,durch welche mindestens “. 

S. 251, Z. 21 v. o. L: ,, desselben“. 

S. 254, Z. 14 v. o. L: G5 statt F,°. i 

S. 254, Z. 5 v.u. L: @ statt w. 

S. 257, Z. 14 vu. L: d statt J. 

Z. 258, Z. 14 v.u. Ll: ,, Axe“. 

Z. 260: Der Strich ist zu tilgen und hinter Nr. 15 zu setzen. 

S. 264, Z. 18 v. u. lL: ,,zweimal“ statt ,, gar nicht“. | 
» §. 274, Z. 20 v. o. L.: ,,Grundcurven “. ' 

8S. 276, Z. 14 v. u. L: ,, Berithrungspunkte “. 

5 , Z 9v. 0. lL. einmal: ,,keinem“ statt ,, einem“. e 

, Z. 19 v. o. 1: (112) statt (122). " 
9, Z. 16 v. o. L: ,, Ergiinzungscurve “. 
<a ve 3 »auch nicht ebene Curven 3. Ordnung“. Dass es doppelt gekriimmte giebt, 





hat Herr Néther in Bd. 3. 8S. 182 nachgewiesen. 
S. 283, Z. 8 v. o. L: 4 statt 6. 


Z. 14 v. o. ist statt ,,entsprechende Punkte“ zu setzen: ,,entsprechenden Punkten wieder zwei 


L. 
_ 
be 
we 
N 


entsprechende“. 














